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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Structure d’un point uni d’une involution cyclique
appartenant a une surface algébrique
(premiére note)

par Lucien GODEAUX,
Membre de I’Académie

Résumé. — Détermination de la structure d’un point uni d’une involution
cyclique appartenant A une surface algébrique et de celle du point de dira-
mation correspondant sur une surface image de I’involution.

Dans notre ouvrage sur les involutions cycliques appartenant a
une surface algébrique et n’ayant qu’un nombre fini de points unis (%),
nous avons indiqué une méthode pour déterminer la structure d’un
point uni et celle du point de diramation correspondant sur une surface
image de I’involution. Nous considérons sur la surface F support de
Iinvolution, un systéme linéaire | C| dépourvu de points-base et
appartenant a linvolution, puis les systémes lin€aires formés par les
courbes C passant par le point uni A. Si p = 2v + 1 est le nombre
premier ordre de I'involution, il y a v + 1 de ces systémes | C! |,
| C%|,...,|C"|,| C*"** | satisfaisant a ces conditions et dont les
courbes ont des multiplicités croissantes en A. Les courbes des v
premiers de ces systémes ont comme tangentes en A les deux droites
du plan tangent 3 F en A qui sont unies pour la transformation bira-
tionnelle de F en soi génératrice de I’involution, tandis que les courbes

(Y) Théorie des involutions cycliques appartenant & une surface algébrique et applications
(Rome, Edit. Cremonese, 1963). Dans le courant de ce travail, cet ouvrage sera dénoté
par T.I.C.
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du dernier systéme | C**! | ont en A un point multiple d’ordre p a
tangentes variables.

Les points unis de I’involution situés dans les domaines des différents
ordres de A forment une sorte d’arbre dont chaque élément est ’origine
de deux branches sauf si cet élément est un point uni de premiére
espéce (dans le domaine duquel ’'involution donne l’identité). Aux
domaines de ces points unis de premiére espéce correspondent sur
une surface image de l’involution des courbes rationnelles isolées
dont I’ensemble constitue la structure du point de diramation A’ homo-
logue du point A.

Dans cette note, nous étudions un point uni d’une involution parti-
culiére qui a ceci d’intéressant que dans I’ensemble des courbes ration-
nelles qui donnent la structure du point de diramation, certaines se
présentent plusieurs fois. Cette particularité nous a conduit a cette
publication. Nous avons été obligé de considérer deux cas suivant
que le nombre premier p est de la forme 67 + 1 ou 67 + 5. Le premier
cas fait I'objet de cette premiére note, le second fera 1’objet d’une
seconde note. Notons que nous avons été obligé de traiter a part les
cas t = 1, 2, 3, qui font I’objet des derniéres pages de la note.

1. Soit dans un espace S, a r dimensions F une surface algébrique
transformée en soi par une homographie cyclique H dont la période
est un nombre premier p = 2v 4+ 1 et qui posséde p axes ponctuels
0o, Oy, ..., 051 dont le premier seul rencontre la surface en un nombre
fini de points. Sur F, ’homographie H engendre une involution I
d’ordre p ne possédant qu’un nombre fini de points unis: les points
de rencontre de o, avec F.

Nous désignerons par | C | le systétme des sections hyperplanes de
F. 11 contient p systémes linéaires partiels appartenant a I’'involution,
découpés par les hyperplans unis de H. L’un d’eux ,| C, |, découpé
par les hyperplans passant par o,, 03, ..., 6,_;, est dépourvu de points-
base. Nous désignerons par r, sa dimension.

En rapportant projectivement les courbes C, aux hyperplans d’un
espace X a ro, dimensions, il correspond a F une surface ¢ image de
Pinvolution I. Nous désignerons par I' les sections hyperplanes de
&, par 7 leur genre et par » I’ordre de la surface &.

Le plan tangent @ a la surface F en un point uni A de I’involution
est transformé en lui-méme par H. Si nous désignons par x,, x;, X»
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Structure d'un point uni d’une involution cyclique

les coordonnées des points de ce plan, le point A étant déterminé
par x; = x, = 0, ’homographie déterminée par H dans ce plan peut
étre représentée, si A est un point uni de seconde espeéce, par les
équations

Xo:X]1X5 = Xg:€Xq:8%X,
ou ¢ est une racine primitive d’ordre p de I'unité, ou par
Xb:iX7:1x5 = Xo:nPx, 1nx,

en posant # = &% On sait que aff — 1 est un multiple de p.

Au point A correspond sur la surface @ un point de diramation A’
qui est multiple pour la surface .

Nous allons déterminer la structure des points A et A’ dans ’hypo-
thése ol I’on a

a=v,B=p—2.

2. Les courbes C, passant par A y acquiérent un point triple a
tangentes fixes, nous les désignerons par C}.

Les courbes C} assujetties a toucher en A une droite distincte de
x; = 0, x, = 0 acquiérent en ce point la multiplicité six. Et ainsi
de suite. On a dans le systeéme | C, |, une suite de systémes linéaires
(T.I.C., p. 45)

1Cs 1,1 C3 L 1C3 1, -, | C3 1,1 C3F

dont les courbes ont en A des multiplicités croissantes, les tangentes
étant fixes et coincidant avec x; = 0, x, = 0 sauf pour le dernier
systétme dont les courbes ont en A un point multiple d’ordre p a
tangentes variables.

Nous désignerons respectivement par I'y, I, I's,..., I, I, les
courbes, sections hyperplanes de la surface @, qui correspondent aux
courbes C{,C2,C3,...,C3, Cy* L.

La surface F est d’ordre pn = m. Les projections sur le plan @ des
courbes C, ont une équation de la forme

i 2 —
AoXT + D AxT3x x5 + x5 TH(AXE + 4,4 1x5)
i=1

—v—3k-— - 1
+kzlﬂerg o3k Lyviky2k—l 4 = (), (1)
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ol ¢ est un polyndme de degré m en x,, x;, X, dont chaque terme est
transformé en lui-mé&me par H et qui ne contient x, qu’a une puissance
inférieure 3 m — p.

Il convient dans cette équation d’ordonner les termes suivant les
puissances décroissantes de x,. Il convient donc de trouver pour quelle
valeur de i on a

Ji<v+2<3i+4+ 3.

Cela exige que ’on connaisse le reste de la division de p par 3. On
ne peut avoir v = 3¢ 4+ 1 car alors p ne serait pas premier. On peut
donc poser v = 3¢ ou v = 3t + 2. On a alors

p=6t+1,t=1,235,6,...
p=6t+51t=012734,6,..

Nous commencerons par supposer p = 6¢ + 1. Dans ces conditions,
dans I’équation (1), i peut prendre les valeurs de 1 4 2¢ et k peut prendre
les valeurs de 1 & t. Dans I’équation (1), le terme x§~3x,x3' précéde
le terme en x7 ~ 3~ 2x3* 1x,, les termes suivants sont obtenus en faisant
successivement i =t + 1, k=2, i=t+2, k=3, ...,i=2t—1,
k=1t i=2t

Notons que le point A est ce que nous avons appelé un point uni
de seconde espéce et de premiére catégorie (T.I.C.. p. 57).

Nous désignerons dans la suite par a la tangente x;, = 0 et par b
la tangente x, = 0, de sorte que les courbes C, ont comme tangentes
en A deux fois la droite a et une fois la droite b.

3. Considérons les courbes C} qui ont un point triple en A. Nous
reprendrons les notations de notre ouvrage pour désigner les points
infiniment voisins successifs du point A (T.1.C., p. 51). Le point A
est I'origine de deux branches linéaires, I’'une formée de 3¢ — 1 points

@ 1), @2),..., (@ 3t — 1)

infiniment voisins successifs de A, doubles pour les courbes C} et
I’autre de p — 3 points

(ﬁ, l)’ (ﬁ’ 2)’ AR (ﬂ9p - 3)

infiniment voisins successifs de A, simples pour les courbes C}. Ces
points sont unis de seconde espéce pour 'involution I sauf les derniers
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Structure d’un point uni d’une involution cyclique

(a, 3t — 1) et(B, p — 3) qui sont unis de premiére espéce. Le point
(«, 1) se trouve sur la droite a et le point (8, 1) sur la droite 5.

Le point de diramation A’ est triple pour la surface ¢, le cOne
tangent se décomposant en un cone du second ordre et en un plan
passant par une génératrice du cOne.

Projetons la surface @ du point A’ sur un hyperplan X, de I’espace
2 et soit ¢, la surface obtenue. Sur la surface &, il correspond aux
points infiniment voisins de A’ une conique y,, et une droite y,, se
rencontrant en un point Aj. Le degré virtuel de la conique y,,; est
égal a3 —3 et celui de la droite y,; a —2.

On notera que le plan tangent en A’ 2 & n’est pas tangent aux cones
du second ordre qu’il rencontre suivant une génératrice.

Observons que les courbes C4t1 obtenues en faisant 1, = 4, = ...
= A, = 0 dans I’équation (1) passent par les points (a, 1), (a, 2), ...,
(«, 3t — 1) et que par conséquent, ces points appartiennent a toutes les
courbes C, pour i < ¢ (T.I.C., p. 53).

4. Considérons les courbes Ci pour 1 < i < ¢. Elles ont en A la
multiplicité 3i et passent une fois par le point (a, 3z — 1).

Supposons que les courbes Ci passent 2i fois par les points («, 1),
(«, 2), ..., (&, x), y + 1 fois par le point (a, x + 1) et une fois par
les points (o, x + 2), ..., (o, 3z — 1). La somme des multiplicités des
points A, («, 1), (e, 2), ..., (a, 3z — 1) doit étre égale a p (T.I.C., p. 11),
on doit donc avoir

3i+2x+y+3t—1—-—x=6f+1,

c’est-a-dire
Qi — Dx+y=3t—3i+ 2.

On ne peut avoir y = 0, car alors p serait multiple de 2i — 1.

Le point (&, x + 1) est uni de seconde espéce et deux points unis
lui sont infiniment voisins. L’un est le point (x, x + 2), I’autre est un
point (x, x + 1, 1). Ce point est au plus multiple d’ordre y et en tout
cas, il est suivi d’un certain nombre de points unis infiniment voisins
successifs (¢, x + 1, 2), ..., (@, x + 1, x;) dont la somme des multi-
plicités pour les courbes C}, qui ne peut aller en croissant, est 2i + y.
Si le point (a, x + 1, x,) n’est pas uni de premiére espéce, on considére
le point (&, x + 1, x,;, 1) et ainsi de suite, jusqu’au moment ou I’on
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parviendra & un point uni de premiére espéce, comme il a été indiqué
dans le chapitre II, § 2 de T.I.C.

De méme, supposons que les courbes Ci, passent i fois par les points
@B, 1, (B 2),....(B, x), et y' fois par le point (8, x’ + 1). En raison-
nant comme plus haut, on voit que ’on doit avoir

ix' 4+ y =6t — 3i + 1.

On ne peut avoir y’' = 0 car alors p ne serait pas un nombre premier.

Au point uni (8, x" + 1) font suite un ou plusieurs points unis
(B, x' + 1, 1), ..., appartenant aux courbes Ci. Ces courbes ne passent
pas par le point (8, x* + 2) et en raisonnant comme dans la T.I.C.,
on arrive finalement a un point uni de premicre espéce.

Le degré effectif de | Ci | doit étre multiple de p et précisément
égal a celui du systéme | I'; | multiplié par p.

5. Appliquons ce qui précéde au systéme | C |.
Nous devons avoir

@t —Dx+y=2,

d’out x = O et y = 2. Le point (a, 1) est donc triple pour les courbes
C{ et ces courbes passent une fois par les points («, 2), («, 3), ...,
(o, 3t — 1). Elles passent en outre par un certain nombre de points
(o, 1, 1), (o, 1, 2) infiniment voisins successifs du point («, 1). La
somme des multiplicités de ces points pour les courbes C}{ doit étre
égale & 2¢ — 3. Le point («, 1) étant triple et le point (&, 2) étant simple,
le point (a, 1, 1) doit étre double pour les courbes. Nous sommes
conduit & supposer que les points (&, 1, 1), (o, 1,2), ..., (&, 1, ¢ — 2)
sont doubles, le point (a, 1, t — 1) simple et en outre le point
(a, 1, ¢ — 1, 1) simple également pour les courbes C}, le dernier de
ces points étant uni de premiére espéce pour I’involution.

On trouve de méme que les courbes Cf passent ¢ fois par les points
B, 1), (B, 2), (B, 3), une fois par le point (B, 4) et par les points (§, 4, 1),
B, 4,2),...,(B,4,t — 1), ce dernier point étant uni de premiére espéce
pour l’involution.

Le degré effectif du systéme | C} | est pn — (12¢% + 8¢ + 1) et par
suite celui de | I', | est égal a n — (21 + 1).

Observons que les degrés des systémes |I'y |, | I, |, ..., | I'; | vont
en décroissantden — 3an — (2t + 1), donc les degrés de ces systémes
sont respectivement n — 3,n — 5,...,n — (2¢ + 1). Il en résulte que
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Structure d’un point uni d'une involution cyclique

si I’on désigne par &, la surface dont les sections hyperplanes sont les
courbes I'; et par A} le point qui correspond a A’, il existe sur cette
surface deux droites passant par A/, ce point étant double biplanaire
pour la surface (I < i < t). Par suite, sur les courbes Ci, le point A
est lorigine de deux branches superlinéaires se terminant a des
points unis de premiére espéce pour l'involution, simples pour les
courbes. Nous désignerons par X, I’espace a r, — i dimensions con-
tenant la surface &,. Celle-ci est la projection & partir du point A’_,
de la surface &,_,.

Le point A’ cst équivalent 2 un ensemble de 2¢ courbes rationnelles,
tracées sur la surface @,,

Yi1s V125 -5 Yies V215 -5 ')’22, Y21,

ces courbes étant de degré virtuel —2 sauf la premiére, qui est de
degré virtuel —3.

La projection de la conique y,, de la surface @; sur la surface &,
est une droite que nous désignerons par y},. Elle se retrouve sur toutes
les surfaces @, ..., P, et ne passe pas par les points A!. En effet, le
point (a, 3t — 1) appartient a toutes les courbes Ci (i < ¢).

6. Nous allons maintenant considérer le systtme CL*! dont les
courbes ont en A la multiplicité 3¢ + 2 et une tangente confondue
avec a et 3t + 1 confondues avec b. Il en résulte que les courbes
Ci+1 passent une fois par les points («, 1), (¢, 2), ..., (¢, 3t — 1).

Le point A; est au plus double pour la surface ¢; de sorte que la
surface &,,,, projection de ®, a partir de ce point sur un hyper-
plan X,,, de l’espace X, est une surface d’ordre n — (2 ¢+ 2) ou
n — (2t + 3). 11 en résulte que le point A absorbe 12¢2 + 8¢ + 1 ou
12¢2 + 8¢ + 3 points d’intersection des courbes Ci{t1. Or le point A
isolé et les points (e, 1), ..., (&, 3r — 1) absorbent 9z2 + 15¢ + 3 de
ces intersections. Il en résulte que les points des branches superlinéaires
d’origine A appartenant aux courbes C4* ! et contenant (8, 1) absorbent
3t2 — 7t — 3 ou 3t + 5t points d’intersection de ces courbes. D’autre
part, la somme des multiplicités des points de la branche linéaire
contenant (B, 1) doit étre égale & 3¢+ — 1. Par conséquent, aucun de
ces points ne peut avoir quune multiplicité inférieure a 2¢. On en
conclut que le point (8, 1, 1) appartient certainement aux courbes Cjt 1
et que le point A est ’origine de deux branches superlinéaires conte-
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nant le point (8, 1) et appartenant a ces courbes. Le point A; est donc
double biplanaire pour la surface &, et la surface &, ., est donc d’ordre
n— (2t + 3).

Pour déterminer la structure du point A, observons que dans I'inter-
section d’une courbe C4*! et d’une courbe C}, quelconque, le point A
absorbe un nombre de points d’intersection multiple de p.

Les courbes C2* passent 6¢ fois par le point A et une fois par les
points (&, 1), («, 1, 1), ..., (e, 1,4t — 1), (B, D, (B, 1, 1), ....,(B, 1,2t—1)
Le nombre des intersections des courbes C4*?! et C2* absorbées en A
est égal a 18¢2 + 12t + 1 + x, x étant le nombre des points d’inter-
section absorbés en (B, 1), (B, 1, 1), ..., Ce nombre doit étre multiple
de p, ce qui exige que I’on ait x = 3¢ + 1. Il en résulte que les courbes
Ct*t! passent 7 + 2 fois par le point (B, 1) et une fois par les points
B, 1,1),...,6,1,2t — 1).

Par suite, les courbes C4*! passent ¢ + 1 fois par le point (8, 2)
et t — 4 fois par le point (B, 3). Nous devons donc supposer ¢ > 3
(t = 4 donne p = 25 qui ne peut convenir). Le cas t = 3, p = 19
sera examiné a part, en méme temps que les cas t = 1 et ¢t = 2.

Sit = 5, p = 31, les courbes C§ passent simplement par les points
B,3,1,0,3,2),....(8,3,9).

Si t = 6, p = 37, les courbes C] passent deux fois par les points
(8, 3, 1), (B, 3, 2) et une fois par les points (B, 3, 3) et (B, 3, 3, 1).

Si t =7,p = 43, les courbes C§ passent trois fois par le point
(8, 3, 1) et une fois par les points (8, 3, 2), (#, 3,2, 1), (5, 3,2, 1, 1).

On ne peut avoir ¢ = 8 car alors p = 49. Si ¢ > 8, les courbes C§*!
passent cinq fois par le point (B, 3, 1) et passent également par le
point (B, 3, 1, 1) et ainsi de suite. En suivant le procédé indiqué dans
dans notre ouvrage (T.I.C., p. 50 et suiv.), on arrivera finalement a
un point simple uni pour l'involution. Dans tous les cas ol ¢ est
supérieur a 3, nous représenterons ce point par (f,3,1,...).

Sur la surface &, ,, nous avons donc trois droites: la droite y,,,
la droite y, ,,, représentant le domaine du point (8, 1, 2t — 1) et la
droite y, ;.. qui représente le domaine du point (8,3,1,...). Les
deux derniéres droites se rencontrent en un point A,;,, et la surface
@D, ., est d’ordre n — (2¢ + 3) comme nous l’avons vu.

7. Passons ’examen du systéme | C4*2 |, dont les courbes passent
3t + 3 fois par le point A et ont 2¢ + 2 tangentes confondues avec
aett+ 1 avec b.
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Structure d’un point uni d’une involution cyclique

Ces courbes passent ¢ + 1 fois par les points (8, 1) et (8,2), ¢ — 4
fois par le point (B, 3). Il en résulte qu’elles passent par le point
(B, 3,1, ...). Observons que dans le calcul des points d’intersection de
deux courbes Cit! absorbés en A, les points (8,3, 1),...,(8,3,1,...)
comptent pour 5¢ — 20 unités. Ils interviennent pour le méme nombre
dans l'intersection de deux courbes C§*2.

Cherchons maintenant le nombre de points d’intersection absorbés
en A par les courbes C4{*2 et C2!. En désignant par x le nombre de
points absorbés par («, 1), (o, 1, 2), ..., on trouve 1822 + 197 + 1 + x,
nombre qui doit étre multiple de p. Pour cela, il faut que ’on ait
x = 2t + 2. Dans ces conditions, les courbes C4+?2 passent cinq fois
par le point (a, 1), deux fois par les points («, 1, 1), («, 1, 2,), ...,
(a, 1, t — 2), une fois par les points (a, 1, ¢ — 1), (a, 1, ¢ — 1, 1).

On trouve aisément que les points (a, 2), ..., (¢, ¢ — 2) sont triples,
le point (o, £ — 1) double et les points (a, ¢ — 1, 1) et (¢, 2 — 1,1, 1)
simples pour les courbes Cit2.

De tout ceci, on conclut que sur la surface &,,,, la droite y,,
rencontre la droite y, ;,, mais non la droite y, ,, ;.

Le point A absorbe 12¢2 + 32¢ + 5 des points d’intersection de deux
courbes CiL*2, par conséquent le systéme | I, , |aledegrén — (2¢ + 5)
et le point A/, , commun aux droites y;, €t y; 4, est double bipla-
naire pour la surface &,,,. En projetant celle-ci de ce point sur un
hyperplan X, , de I’espace X, ;, on obtient une surface &,,, d’ordre
n— (2t + 5).

Sur la surface &,,, sont tracées une droite y;, représentant le
domaine du point («, ¢ — 1, 1, 1), la droite y,; représentant le point
(@, 1,2 — 1, 1) rencontrant la premiére au point A/,, et enfin la
droite y; ¢4 1.

Nous désignerons par | Cit2i=1 | | CEt2t] les systémes linéaires
appartenant au systéme | C, | et postérieurs a | C4*2 | (i = 2,3, ..., 1).
Les courbes du premier systéme passent 3¢ + 3i — 1 fois par le
point A et celles du second 37 + 3i fois. Le second systéme suit donc
le premier, les systémes étant rangés suivant les multiplicités croissantes
du point A.

8. Considérons le systéme | Ci{t2'~1| dont les courbes passent
3¢ + 2i — 1 fois par A et ont 2i — 1 tangentes confondues avec a
et 3t+iavech 2i — 1 < ).
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Supposons que les courbes Cit2'~' passent 2i — 1 fois par les
points (e, 1), («, 2), ..., (o, x) et y fois par le point («, x + 1). On doit
avoir

Qi—Dx+y=3t—3i+2

C’est précisément I’équation rencontrée au n°® 4 et on voit que les
courbes contiennent une branche superlinéaire d’origine A, passant
par les points («, 1), («, 2), ..., (@, x), (@, x + 1), (¢, x + 1, 1), ... et se
terminant en un point simple au domaine duquel correspond la
droite 7yy;.

Supposons que le nombre de points d’intersection des courbes
Citr2i-1" CZ* absorbés par les points (B, 1), (8, 1,1)... soit x'. Le
nombre des points d’intersection de ces courbes absorbés en A est
1822 + 6t(3i — 1) + 2i — 1 + x’ et doit étre multiple de p, on doit
avoir x’ = 3¢t + i. Le point (B, 1) ne peut avoir la multiplicité 3z + i,
car la somme des multiplicités des courbes C{*2!~1 aux points A et
(B, 1) serait supérieure a p. Il en résulte que ces courbes passent par
le point (B, 1, 1). La multiplicité du point (B, 1) pour les courbes en
question est au plus égale & 3¢ — 3i + 2 et le résultat précédent montre
que les courbes Cit2i~1 passent une fois par les points (B, 1, 1),
B,1,2),..,B,1,2t — 1) et t + i+ 1 fois par le point (f,1), a
condition que l’on ait ¢t + i + 1 < 3¢ — 3i + 1, c’est-a-dire 2i < ¢.

Plagons-nous dans cette hypothése. Les courbes C4t2i~! passant
t + i 4+ 1 fois par (B, 1) et une fois par (B8, 1, 1), doivent passer ¢ + i
fois par le point (B8,2) et t — 5i + 1 fois par le point (B, 3).

Supposons que ’on ait 5i < ¢ 4 1. Alors les courbes Ci{* 2!~ passent
67 — 1 fois par le point (B8, 3, 1) et le point A est I’origine d’une branche
superlinéaire appartenant aux courbes C{*?!~! se terminant par un
point simple, uni de premiére espéce pour l’'involution, que nous
désignerons par (f, 3, 1, ...).

Supposons au contraire Si = ¢ + 1. Alors les courbes C'+2!~1 pe
peuvent passer par le point (f, 3) mais passent 2z — 4i + 1 fois par
(B, 2) et 5i — ¢ fois par le point (B, 2, 1). Le point A est ’origine d’une
branche superlinéaire appartenant aux courbes Ci*2{~! se terminant
par un point simple que nous désignerons par (f, 2,1, ...).

Considérons maintenant le cas ot I’on a 2i > t. Les courbes C§+2i-!
ne peuvent passer par le point (8, 2) et passent donc 3¢ — 3i + 2 fois
par (B, 1). La somme des multiplicités des points (8,1, 1), (8, 1, 2) ...
pour les courbes en question est égale 4 3t +i— 3t —3i+2)=4i—2.
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Observons que si i = ¢, les points (8, 1) et (B, 1, 1) sont doubles pour
les courbes. Si nous supposons i < ¢, les nombres 3¢ — 3i + 2,4i — 2
sont premiers entre eux et A est ’origine d’une branche superlinéaire
appartenant aux courbes C§"2¢~1 et se terminant par un point simple
que nous désignerons par (f,1,1,...).

Pour i = t, les courbes C3*~! passent deux fois par les points (8, 1),
@B, 1LD,...,B, 1,2t — 1)

Sur la surface @, . ,;_; dont les sections hyperplanes sont les courbes
Iey2i- - il existe deux droites y,, et y, ,+2;—1 représentant ’'un des
points (8,3,1,...), ou ($,2,1,...) ou (B, 1, 1-...) suivant la valeur
de i. En outre, si 2i < t, la surface contient la droite y, ,, ;. Observons
que si I = ¢, la surface contient également la droite y, ., ».

9. Ftudions maintenant le systéme | C4* 2! | dont les courbes passent
3¢ + 3i fois par le point A et ont 2t + 2i tangentes confondues avec
aett+ iavecb.

Supposons que les courbes C**2! passent ¢ + i fois par les points
(B, 1),(B, 2), ..., (B, x) et y fois par le point (8, x + 1). On doit avoir

@G+i)x+y=3t—-3i+ 1.

On a certainement x > 0 et les courbes passent par le point
(B, x + 1,1), Le point A est I'origine d’une branche superlinéaire
appartenant aux courbes considérées et se terminant en un point
simple que nous dénoterons par (8, x + 1,1, ...).

Désignons par x’ la somme des nombres de points d’intersection
des courbes CZ, Cit2! absorbés par les points (o, 1), (x, 1, 1) ... Le
nombre de points d’intersection des courbes précédentes absorbés en
A est égal a 182 + (18i + 1)t + i + x’ et ce nombre doit é&re mul-
tiple de p. On doit donc avoir x' = 2¢ + 2i.

Le point (a, 1) peut étre multiple de 2¢ + 2i et les courbes C4* 2!
ne passent pas par (a, 1, 1), mais elles passent ¢t — 5{ + 1 par le
point («, 2). En supposant que ce nombre soit positif, les courbes
devraient passer 2t + 2i — (t — S5i=1)=1t+ 7i — 1 fois par le
point (a, 2, 1), ce qui est absurde, cette multiplicité étant supérieur a
celle de (a, 2).

Les courbes C4* 2! passent donc par le point («, 1, 1) et précisément,
elles passent deux fois par les points (a, 1, 1), (o, 1, 2), ..., (et, 1, 2 — 2),
une fois par les points (a, 1, — 1), («, 1, ¢ — 1, 1) et enfin 2i + 3 fois
par le point («, 1).
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Supposons que les courbes C**2! passent 2i + 1 fois par les points
(e, 2), (o, 3), ..., (o, X) et y fois par le points (o, x + 1). On doit avoir

2i+3 4+ Qi+ Dx+y=3t—3i+ 1,
c’est-a-dire
QRi+ Dx+y=3t— 3i + 1.

En remplagant dans cette équation i par i — 1, on retrouve I’équa-
tion du n°® 4. Le point A est donc I’origine d’une branche superlinéaire
appartenant aux courbes C'*2! et se terminant par un point simple
dont le domaine est représenté par la droite y, ;. ;.

Sur la surface @, ,; dont les sections hyperplanes sont les courbes
I',,,; sont tracées trois droites: la droite y, ,,; qui représente le
domaine du point (¢, x + 1, 1, ...) et la droite y, ;. ,; qui représente
le domaine du point (8, x + 1, 1,...).

10. Considérons les systémes | C3* | | C3'=1 |, | C3*~2|.

Nous avons déja vu que les courbes C3* passent 6¢ fois par le point
A, une fois par les points (a, 1), (o, 1, 1), (¢, 1,2), ..., (e, 1, 4 — 1),
et par les points (8, 1), (B, 1), (B, 1,1),(B,1,2),...,(8, 1,2t — 1). Le
point A absorbe 61(6¢ 4+ 1) points d’intersection de ces courbes de
sorte que la surface @,; dont les sections hyperplanes sont les courbes
I';, est d’ordre n — 6¢. Elle contient deux droites y, ;. , représentant
le domaine du point («, 1, 42z — 1) et y, ,,; représentant le domaine
du point (B, 1, 2¢t — 1). Ces deux droites se rencontrent en un point
et si I’on projette la surface de ce point sur un hyperplan de I’espace
ambiant, on obtient une surface &,,,, d’ordre n — (6¢ + 1). Le point
commun aux deux droites est donc simple pour la surface @s,.

Les courbes C3'~1 passent 6¢ — 1 fois par le point A, deux fois
par les points (a, 1), (o, 1, 1), ..., (&, 1, £ — 2), une fois par les points
(¢, 1,2 — 1), (x, 1, £ — 1, 1), deux fois par les points (B, 1), (B, 1, 1),
...y (B, 1,2t — 1). Dans P'intersection de deux courbes C3'~1, le point
A absorbe 3672 — 1 points et la surface &,,_, dont les sections hyper-
planes sont les courbes I';,_, a 'ordre n — (6¢ — 1). Elle contient
deux droites: la droite y,; et une droite y,,,, comptée deux fois.
Ces deux droites se rencontrent en un point A,,_, simple pour la
surface puisque la projection de la surface a partir de ce point sur
un hyperplan est la surface &5, d’ordre » — 6¢. On en déduit que la
droite y; .., est de degré virtuel —1.
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Passons a I’étude du systéme | C3*~2| dont les courbes passent
6t — 3 fois par A, quatre fois par les points (a, 1), («, 1,1),...,
(a, 1, ¢t — 2), deux fois par les points (a, 1, — 1), (2, 1,2 — 1, 1) et
quatre fois par le point (B, 1). En considérant les intersections des
courbes C3*, C3*~2, on voit que les points (8, 1), (8, 1, 1), ...comptent
pour 2¢ — 1 dans Yintersection. Pour déterminer le comportement des
courbes en ces points, on est conduit & considérer la parité de .

Si ¢t = 2¢t’, les courbes C3'~2 passent quatre fois par les points
@B, 1,1),...,8,1,¢t — 2), trois fois par le point (8, 1,¢, —1), une
fois par les points (8, 1, ¢ — 1, 1), (B, 1,¢' — 1,2), (B, 1,¢ — 1, 3). Si
t = 2t’ + 1, ces courbes passaient quatre fois par les points (8, 1, 1), ...,
(B,1,t' — 1) et une fois par les quatre points (8, 1, ¢'), (B, 1, ¢/, 1),
..., (B, 1, t', 3). Dans tous les cas, ces points et (8, 1) absorbent 8¢ — 4
points dans P'intersection des courbes C3*~2.

Cela étant, dans Pintersection des courbes C3'~2, le point A absorbe
(62 + 1) (6t — 3) unités et la surface ¢;,_, est d’ordre n — (67 — 3).
Cette surface contient deux droites: la droite y, ;. ; comptée deux fois
et la droite y, 5;,_3. Ces deux droites se rencontrent en un point double
pour la surface. '

Les surfaces &,, ¢,,... sont d’ordres n — 3,n — 5, ... Entre les
surfaces &, et P;,_, se trouvent 3z — 2 surfaces. La surface &5, _,
étant d’ordre n — (6t — 1), les surfaces &@,, ®@,, ... ont des ordres qui
vont en décroissant de deux unités, c’est-a-dire que la surface @, al’ordre
n — 2k — 3.

Le point A’ de la surface @ est équivalent a 3¢ + 2 courbes ration-
nelles dont une est de degré virtuel —3 et les autres de degré virtuel
-2.

12. Il nous reste a examiner les cas ¢t = 1, 2, 3, ¢’est-a-dire les invo-
lutions d’ordres 7, 13, 19.

Considérons le cas p = 7.

Les courbes C, passent trois fois par A, deux fois par les points
(a, 1), (o, 2) et une fois par les points (B, 1), (B, 2), (8, 3), (B, 4). La
surface @, est d’ordre n — 3 et contient une conique y,, et une droite
Y21 ayant un point commun.

Les courbes C} passent cing fois par A, une fois par les points
(a, 1), (o, 2), deux fois par les points (8, 1), (B8, 1, 1), (B, 1, 2). La surface
@, est d’ordre n — 5 et contient deux droites: y,, projection de la
conique y,; et y,, représentant le domaine du point (8, 1, 2).
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Les courbes C2 passent six fois par A, une fois par les points (¢, 1),
(o, 1, 1), ..., (a2, 1, 3) et une fois par les points (f,1),(8,1,1). La

surface @5 est d’ordre n — 6 et contient deux droites: la droite ’,,
représentant le domaine de (e, 1, 3) et la droite ',,.

13. Passons au cas de l’involution d’ordre 13.

Les courbes CJ passent trois fois par A, deux fois par les cinq points
(e, 1), ..., (2, 5) et une fois par les dix points (B, 1), ..., (B, 10). La
surface @;, d’ordre » — 3, contient une conique y,, et une droite
Y21 S€ rencontrant en un point.

Les courbes C2 passent six fois par A, trois fois par (a, 1), une fois
par («, 2), ..., (o, 5) et par (a, 1, 1), («, 1, 1, 1), deux fois par les points
(B, 1), (B, 2), (B, 3) et une fois par les points (B, 4), (8, 4, 1). La
surface ¢, est d’ordre n — 5 et contient trois droites: la droite y,,
projection de la conique 7,,, la droite y,, représentant le domaine de
(e, 1,2, 1) et y,, représentant le domaine de (f, 4, 1).

Les courbes C3 passent huit fois par A, une fois par (o, 1), ...,
(«, 5), quatre fois par (B, 1), une fois par (8, 1, 1), (8,1, 2), (B, 1, 3) et
une fois par (B, 2), (8,2, 1), (B8, 2, 2). La surface ¢; d’ordre n — 7
contient trois droites: la droite y,,, la droite y,, représentant le
domaine de (B, 2,2) et la droite y,; représentant le domaine de
(B, 1, 3).

Les courbes C$ passent neuf fois par A, quatre fois par («, 1), deux
fois par (a, 1, 1), (o, 1, 1, 1), trois fois par (f, 1), une fois par (8, 2),
(B, 2, 1), (B, 2, 2). La surface &, d’ordre n — 9, contient deux droites
Y12 € Paq.

Les courbes C3 passent onze fois par A, deux fois par (a, 1), une
fois par (a, 1, 1). («, 1, 1, 1), deux fois par (8, 1), (8,1, 1), (B, 1, 2), ...,
(B,1,5). La surface &5 est d’ordre » — 11 et contient deux droites
Y12 €t y,4 comptée deux fois.

Les courbes C§ passent douze fois par A et une fois par les points
(o, 1), (e, 1, 1), ..y (e, 1, D), (B, 1), (B, 1, 1),(B,1,2), (B, 1,3). La sur-
face @5 est d’ordre n — 12 et contient deux droites y,; représentant
le domaine de («, 1, 7) et y,,.

14. Passons a Pinvolution d’ordre 19.

Les courbes C} passent trois fois par A, deux fois par (a, 1), ...,
(e, 8) et une fois par (B, 1), ..., (B, 18). La surface &, est d’ordre
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n — 3 et contient une conique y,; et une droite y,, représentant res-
pectivement les domaines des points (o, 8) et (5, 18).

Les courbes C2 passent six fois par A, quatre fois par le point («, 1),
trois fois par le point (e, 2) et une fois par les points (a, 3), ..., («, 8),
(2,2, 1), (a,2,1,1). Elles passent en outre deux fois par les points
B, 1), ..., (B, 6) et une fois par les points (8,7,1),(8,7,1,1). La
surface ¢, est d’ordre n — 5 et contient trois droites: la droite y,,
projection de la conique y,,, la droite y,, représentant le domaine de
de (o, 1,2, 1, 1) et la droite y,, représentant le domaine du point
@B, 7,1, 1.

Les courbes C3 passent neuf fois par A, trois fois par («, 1), deux
fois par (a, 1, 1), une fois par (, 1, 2) et («, 1, 2, 1), une fois par («, 2),
..., (o, 8), trois fois par (8, 1), ..., (B, 3), une fois par (8, 4) et (8, 4, 1),
(B, 4, 2). La surface &, est d’ordre n — 7 et contient trois droites:
la droite y,,, la droite y,5 et la droite y,; représentant respectivement
les domaines des points (a, 1, 2, 1) et (B, 4, 2).

Les courbes C} passent onze fois par A, une fois par (o, 1), ...,
(«, 8), cinq fois par (B, 1), trois fois par (B, 2), une fois par (g, 1, 1),
. (B,1,5),(8,2,1),(8,2,1, 1), (B, 2, 1, 2). La surface &, est d’ordre
n — 9 et contient trois droites: la droite y;;, les droites y,4, et y,5
représentant respectivement les domaines des points (8, 1, 5), (8, 2, 1, 2).

Les courbes C3 passent 12 fois par le point A, cing fois par («, 1),
deux fois par le point («, 1, 1) et (a, 2), une fois par les points («, 1, 2),
(2, 1,2, 1), (e, 2, 1), (e, 2, 1, 1), quatre fois par le point (B, 1), trois
fois par le point (B, 2), une fois par les points (8,2, 1), (8,2, 1, 1),
(B, (, 1, 2). La surface &5 est d’ordre n — 13 et contient trois droites:
les droites vy,,, y,, représentant respectivement les domaines des
points («, 1, 2, 1) et (o, 2, 1, 1) et la droite y,s représentant le domaine
du point (g, 2, 1, 2).

Les courbes C§ passent 14 fois par A, trois fois par («, 1) deux fois
par (o, 2), une fois par («, 2, 1), («, 2, 1, 1), cinq fois par (f, 1), deux fois
par (8,1, 1), une fois par (8,1, 2), (8,1, 3), (B, 1,4), une fois par
B, 1,1,1), (B,1,1,2), (B, 1,1, 3). La surface &, contient la droite
¥2. représentant le domaine du point (f, 1, 2, 4) et la droite y,,.

Les courbes C] passent 15 fois par A, quatre fois par («, 1), (2, 1, 1),
deux fois par («, 1, 2), («, 1, 2, 1), quatre fois par (B, 1), une fois par
B,1,D,,1,1,D,...,(8, 1,1, 3). La surface &5 contient la droite
v:13 comptée deux fois et la droite y,, représentant le domaine de
B, 1,2,3).
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Les courbes C§ passent 17 fois par A, deux fois par (o, 1), («, 1, 1),
une fois par (a, 1, 2), («, 1, 2, 1), deux fois par (B, 1), (8,1, 1), ...,
(B, 1,5). La surface &5 est d’ordre n — 17 et contient les droites
Y13, Y24, cette derniére comptée deux fois.

Les courbes CJ passent 18 fois par A et une fois par les points
(e, )y (2, 1, 1), ...y (e, 1, 1), (B, 1), (B, 1, 1), ..., (B, 1,5). La surface
@ est d’ordre n — 18 et contient la droite y,, représentant le domaine
du point (a, 1, 11) et la droite y,4.

Liége, le 23 janvier 1971.
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