Sur quelques éléments
associés aux points d'une surface.

Considérons, dans I'espace ordinaire, une surface (x)
et désignons par U, V les points que représentent les
tangentes asymptotiques en un point de la surface (x),
sur I'hyperquadrique de I'espace a cing dimensions repré-
sentant les droites de l'espace ordinaire. On sait que les
points U, Y sont consécutifs dans une suite de Laplace (*)*

u,,., U*u, Vv, vo.., V,,.

A tout point x de la surface (x) se trouve donc associée
une ligne brisée de Laplace. A tout élément géométrique
associé a cette ligne correspond donc un élément géomé-
trique associé a la surface (x) au point x.

Dans cette note, nous considérons les quadriques
appartenant aux espaces a trois dimensions déterminés
par quatre points consécutifs de la ligne brisée et circon-
scrites au tétraedre formé par ces points. Il leur corres-
pond des surfaces réglées du quatrieme ordre (ou du
troisiéme ordre dans certains cas) associées au point x de
la surface [x). Nous établissons quelques propriétés de
ces surfaces et en déduisons I'existence de quelques droites
liées d'une maniére intrinséque a la surface (2).

(" Voir sur ce sujet nos notes: Sur les lignes asymptotiques
d’'une surface et I'espace réglé (Bull, de I'’Acad. roy. de Belg., 1927,
pp. 812-826; 1928, pp. 31-41)

(20 Nous avons considéré un cas particulier de cette question
dans une communication faite au Congrés des Mathématiciens
polonais de Wilno (septembre 1931).



2. Soit (x) une surface de I'espace ordinaire S3, non
réglée, n'appartenant pas a un complexe linéaire, rap-
portée a ses asymptotiques u, v. Les coordonnées projec-
tives homogeénes d’un point x de cette surface satisfont a
un systeme complétement intégrable d’équations aux
dérivées partielles que I'on peut mettre sous la forme

(Wilczynski)
X2 -f 2bxPl + ¢tx = o,

X + 2aXwo + 2X = o,

les fonctions a, b n’étant pas identiquement nulles.

Si x est un point non parabolique de la surface, les
points x, x10, x01, X1 ne sont pas dans un méme plan et
tout point de I'espace a des coordonnées de la forme

ZtX -f- 32x10 + 2axa + z4xli;

2t, 22, 23, z4 sont les coordonnées locales de ce point.

Soit Q une hyperquadrique de I'espace Ss représentant
les droites de l'espace S3. Les tangentes asymptotiques
xx10, xxo1 de la surface (x) sont représentées sur I’hyper-
quadrique Q par les points U, V et on a

un-f2ev=0, VL + 2aU = 0.
Les points U, Y se succedent dans une suite de Laplace
que nous écrirons
U, U,U VYV,

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens

des u.

Les points U,, U1? U, Y, V1, V2 n’appartiennent pas en
général & un méme hyperplan et tout point de Ss peut
étre représenté par

202 + £illi + CU + DV + "0iYi + V2v,

Les i, n\ sont les coordonnées locales de ce point.



2. Considérons dans I'espace a trois dimensions déter-
miné par les points U2, Ul( U, V, les quadriques passant
par les droites Ul U2, UY, VUj, UU2 Elles ont pour équa-
tions locales

Qi +75*=0, « fi=ri2=0. 1)

A la section de Q par une de ces quadriques correspond
dans S3 une surface réglée du quatrieme ordre. Mais cette
section comprend la droite UV, qui représente le faisceau
des tangentes a la surface (x) au point x, faisceau situé
dans le plan z4 = 0. Par suite la surface réglée se décom-
pose en le plan z4 = 0 et en une réglée du troisieme ordre
gue nous désignerons par V,,.

A la section de Q par le plan U U4 U2 correspond la
réglée formée par les génératrices de la quadrique de Lie

7tzd — 27223+ 2abz2\ =0

s’appuyant sur la droite xxO0i.

Le plan Uf{ U Y coupe Q suivant la droite U V comptée
deux fois. Par suite a la section de Q par ce plan corres-
pond le faisceau des tangentes en & a la surface (X)
compté deux fois. On en conclut que parmi les réglées ™~
se trouve la réglée dégénérée

2i(zlzd — 2223 -f 2aé zf) = 0. 2

L'espace U2 Ul UV touche I'’hyperquadrique Q au
point V, par suite le plan V Ul U2 coupe Q suivant deux
droites passant par V et chacune par un des points de
rencontre de la droite Ud U2 avec Q. A ces droites corres-
pondent dans S3, des faisceaux de rayons situés dans les
plans projetant de la droite xx0! les points caractéristiques
de la quadrique de Lie, distincts du point x. L’ensemble
de ces plans a pour équation locale

[2z2 + z4 (log b)*1]? + $2\ = 0,



oul 3 =2 (log &*“ + (log byl2 + 4 (all + c?).

Le plan UVU?2 coupe Q suivant la droite UV et suivant
une seconde droite passant par Y et par le point de ren-
contre de la droite UU? avec Q, distinct de U. A ce point
correspond dans S3 une droite pv que I’'on peut construire
de la maniére suivante . La droite U U2 est la seconde
image d’une congruence linéaire dont la premiéere image
est I’espace a trois dimensions intersection des hyperplans
polaires de Uj U2 par rapport a Q, c’est-a-dire des hyper-
plans U1UVV1Y? et VV,V2V3Y4. Le premier de ces
hyperplans représente le complexe des droites s’appuyant
sur xxX). Le second hyperplan représente le complexe
osculateur I\, le long de la droite xx0X, a la réglée R, lieu
des tangentes aux courbes v aux points de la courbe u
passant par le point x (1). On en conclut que la droite p,,
est la conjugée de la droite xx10 par rapport au complexe
l,. La droite xxm appartenant a ce complexe, elle ren-
contre la droite pv.

A la section de Q par le plan UVU? correspondent
donc le faisceau des tangentes en a; a la surface (x) et le
faisceau déterminé par les droites pv et xx01. Le plan de ce
dernier faisceau a pour équation locale

270 + 74 (log bz h )it = 0,
ou
ht = — (log b)ll + 4 ab.

On conclut de ce qui précéde que parmi les sur-
faces 'F, se trouve la réglée dégénérée
[[S** + =4 (log b)<* I* + p*a [2*2 + *4 (log b%rx] = 0. (3)

(h Voir notre premiére note Sur les lignes asymptotiques d’une
surface (loc. cit.).



Les surfaces IP', forment un faisceau déterminé par les
réglées (2) et (3). D’'une maniere précise, a la quadrique
(1) correspond la réglée

[12*2+ (log b)O1+ |37] [222 + *i(log M,)(1]
— 4X24 {z4z4 — 7223 + 2 abz\) = 0.

Les surfaces passent doublement par la droite xx(!
(ou 22 =0, z3 = 0), une nappe touchant le plan z4 =0,
l'autre nappe la quadrique de Lie le long de cette droite.
Le point x est double biplanaire pour ces surfaces.

La base du faisceau des surfaces est constituée
par la droite xx01 comptée six fois et par les trois droites
suivant lesquelles les plans (3) coupent la quadrique de
Lie en dehors de xxm.

La considération des quadriques

wfini + p-Cui* “ 0, i=0 =0
conduit de méme aux surfaces d’équation

[j22g + (log a)i0s2 # a*5] [2z3 + z4 (log a2fr,)10]
— 4 pz4(ztzt — 2223 + 2abzd) = 0,

passant doublement par la droite xx10, ou I'on a posé
a =2 (log )0 + (loga)lo2+ 4 (L + rf), k4= — (loga)* + 4a6.

3. Parmi les quadriques (1) se trouvent les quadriques
de Tzitzeica (1). L’une de ces quadriques est définie par
la condition d’osculer au point V la courbe v tracée sur la
surface (Y) ; elle correspond a la valeur 1 = 6a du para-
métre X.

La seconde quadrique de Tzitzeica est définie par la

(i) Tzitzeica, Sur certaines congruences (C. R., 1926, t. 182,
pp. 952-954); Sur une nouvelle classe de congruences (C.R., 1926,
t. 182, pp. 1071-1073).



condition d’osculer au point U2 la courbe u tracée sur la
surface (U2) ; elle correspond a la valeur de I donnée par

\ Nni—3k=0,
ou

>h = — (log €2/l -f- 4ah.

A une courbe v tracée sur la surface (V) correspond,
dans S3, la développable Sv engendrée par les tangentes
a la courbe v correspondante sur la surface (x). Par
conséquent, a la premiére quadrique de Tzitzeica corres-
pond la surface d’équation

['2z2 + 24 (log b)01 2 + pal] [22, + 2 (log b'KT} )
— Uaz4(zizi — 2223 + "iabzf) = 0, j M

ayant un contact du troisiéme ordre, le long de la droite
xX0i, avec la développable S,, lieu des tangentes a la
courbe v de la surface (x), passant par le point X.

En intervertissant les roles de u, v, on obtient de méme
la surface 'F,,, d’équation

[j223 + 2¢ (log @100 + M2] [223 + 24 (log a2dd)10] )
— Ubz{ (2124 — 2223 + 2a&2f) = 0, )

ayant un contact du troisieme ordre le long de la droite
xx10 avec la développable S( dont l'aréte de rebrous-
sement est I'asymptotique u de la surface (x), passant par
le point x.

Les surfaces (4) et (5) ont en commun une courbe du
neuvieme ordre ayant un point sextuple en X.

Les six tangentes en ce point sont les tangentes de
Segre

azl — bzl =0

a la surface (x) comptées chacune deux fois.

La seconde quadrique de Tzitzeica dont il est question
plus haut fournit également une réglée On obtient



de méme une réglée particuliére >F, en donnant a p la
valeur
2ap—3k =0,
avec
= —(log (Ffcj)" + 4ab.

Les surfaces  ontau point X, un contact du cinquieme
ordre avec I'asymptotique v passant par ce point. Il existe
une surface >F, ayant un contact du sixieme ordre avec
cette asymptotique, elle est donnée parX = 6a. De
méme, la surface ayant un contact du sixiéme ordre
avec l'asymptotique u, au point X, est donnée par X = Ob.

4. Nous avons appelé R, la réglée lieu des tangentes
aux courbes u aux points d’une courbe v. Par un point X
de (&) passant deux surfaces R,, R(i définies par les asymp-
totiques u, v issues de ce point. Soient T,, r,, les complexes
linéaires osculateurs respectivement a ces surfaces R,, R,
le long des génératrices xx01, xxili de ces surfaces. La
conjuguée de la droite xxi0 par rapport au complexe F,
est une droite pv d’équations locales

220 + 74 (log b2IK)L = 0,
2% + 73 (log &2/ + iab z4 = 0.

La conjuguée ptl de la droite xx01 par rapport au com-
plexe f,, a pour équations locales

2*8 +*4 (log a2D1) = 0,
+ *2(log aki)ll -j- 4ab z4 = 0.

La quadrique de Lie relative au point x portant les
hyperboloides osculateurs aux réglées R,, R(i le long des
tangentes asymptotiques xx10, xx01, les droites pu, pv
appartiennent a cette quadrique et se rencontrent. La



(110

droite / projetant du point x ce point de rencontre a pour
équations locales
*2 I Cj\
(log b*hi)it ~ (log a%)l0 —~ — i
La droite /' joignant les points ou les droites pu, pv

rencontrent respectivement les tangentes xx10, xx01, a
pour équations locales

2™ + 77 (log a2fe,)l0 + z3 (log €2/Cijit = 0, * = 0. M

Les droites I, /' sont évidemment conjuguées par rap-
port & la quadrique de Lie.

L’équation différentielle des développables de la con-
gruence (/) est

[2(log a = +(\oga%o)lé + 4 (ell + ct)—A4&(log bh)0]dui—+i(h2—h) du dv
— [2(log &2/»)2 + (log VKT* + 4 (all + c¢2) — 4a (log ah)l(] dv2 = 0,

et celle de la congruence (/"),

[2(loga2  +(log afet)l02 + 4 (b0Ll+ch)+4 ft(log b h)!] du? + 2 (A2— h) dudv
—[2 (log fe2™)2 + (log b hf*2 + 4(all + ¢2) + 4a (log ahY?] dv2 = 0.

5. Considérons I'espace a trois dimensions déterminé
par les points U, Ul5 U2, Uj et les quadriques de cet
espace passant par les droites U U*, U2U3, U(J2, UlU3
Ces quadriques forment un faisceau déterminé par la
guadrique formée des plans UUjUa, UjUsI™ et par la
quadrique formée des plans UUjUg, UU2U3. A ces qua-
driques correspondent dans S3 des surfaces réglées du
quatriéme ordre, que nous désignerons par ©, et que nous
allons étudier.

Observons tout d'abord que I'espace UUj U2 U3 est le
conjugué, par rapport a I’hyperquadrique Q, de la droite
VijV.2. Par suite, si cu, cl2 désignent les droites de S3



représentées par les points d’intersection de Q et de la
droite VjV2, I'intersection de Q et de I’espace UU1U2U3
représente la congruence linéaire ayant pour directrices
les droites cll, ci2. Il en résulte que les surfaces Sv appar-
tiennent a cette congruence et passant doublement par
les droites ci2, c12. Les surfaces 0,, forment un faisceau.

Le plan UUjUg représente la réglée ayant comme
support la quadrique de Lie d> et contenant la généra-
trice xx10. Le plan UtU2U3 représente la réglée ayant
comme support la quadrique dg (*) et contenant deux
droites de la réglée rencontrée précédemment. Par suite
I'ensemble des quadriques dg dg constitue une sur-
face 0,, particuliére.

Le plan UU2U3 représente une réglée ayant pour
support la quadrique passant par la droite xxi0, par la
Cij, cl2 et par les droites dii, d22 représentées sur Q pax
les points de rencontre de la droite U2U3 avec Q. De plus,
cette réglée contient la droite pv. Le plan UUjUg repreé-
sente une réglée ayant pour support une quadrique
passant par les droites cn, cl2 et touchant la quadrique
de Lie d¢> le long de la droite xx10. L’ensemble de ces
deux quadriques constitue une seconde surface 0, parti-
culiére.6

6. Pour arriver a former I'équation des surfaces @,,
observons que I'équation de la quadrique de Lie d> en
coordonnées genérales, peut s’écrire (2).

i
>=SXiXh vi =0
U,

() Voir notre premiére note Sur les lignes asymptotiques...
(loc. cit.).

(2) Voir notre seconde note Sur les lignes asymptotiques (loc. cit.).



(12)

En dérivant par rapport a v le premier membre de cette
équation, on trouve

U U
Ol = Sajjt U,  (log VhIN)O + Zxixh Ul
u? Ua

Il en résulte que la quadrique qui correspond un plan
U Uj U3 peut étre représentée par

Pl — d» (log \fih\htfl a= 0.

L’équation de la quadrique dg, en coordonnées géné-
raies, peut s'écrire
U*
d>t= I,xixk U2
U3

En dérivant par rapport a u le premier membre de

cette équation, on a
U

>° - KSaharx W
U3
On peut donc représenter I'équation de la quadrique
qui correspnd au plan U U2 U3 par
>y =0.

Cela étant, I’équation d’une surface 0,, peut s’écrire
d>w (Jjo __ J) {jio (Jog &3/t2/j2)0i _(_ 1 g><])t = o. (6)

7. Pour obtenir d’'une maniéere explicite I’équation de
la surface 0,,, prenons comme nouveau tétraédre de réfé-
rence celui qui a pour arétes les directrices de Wilczynki,
les tangentes asymptotiques et les droites joignant le
second point de rencontre de la premiere directrice de



(13)

Wilczynski et de la quadrique de Lie, avec les points ou
la seconde directrice de Wilczynski coupe les tangentes
asymptotiques. Si yi, y2, y3, yi sont les coordonnées
d’'un point par rapport a ce tétraédre, on a

Pyi = 4 «i + 275 (log a)10+ 2 *3 (log b)il + [Sab + (log a)l0 (log b)i1] »4,
P22 = 272+24 (log b)l,

py3 = 223+ z4 (log a)ll,

PUL = -

On trouve aisément les relations
Jo. 1 -
P> =— gVi(loga)ll + -a?2l— —2epj/4,
\ .
pil° = —j y y* (log a)l0 — /il/,,
t 1
PU/“ = 261 — g Us (log a)'°+ 2a”

11
Pl = —2 213+ 2 2t (log a)ll

On a
20204 — 2203 = 4 <>

I’équation delaquadriqueest d’autre part .

+4= 20 + “Y + PUL+ “PYL +~P (log &'P)iL (/12 — 203) = 0-

En tenant compte de la relation

aai0+ 2aall= 2>PM + 2péM,
on trouve

210 419
+=—+l(loga)l —  d)M-—— (> — 2 *4QU3 — <Q2M),

(') Cf. notre note Sur les quadriques de Darboux d’une surface
(Bull, de I'Acad. roy. de Belg., 1930, pp. 1195-1205).



(14)

ou I’'on a posé

P, = (log bhj* + (log bhX (log b2h )il + p.
On a
2401 + a(yl + «y!) = 0.

Il suffira de faire les substitutions convenables dans
I’éguation (6) pour obtenir I’équation de la surface 6,,.

Les surfaces 0,, passent simplement par la tangente
asymptotique xxB*et touchent la quadrique de Lie le
long de cette droite. Les surfaces 8V ont un contact du
second ordre avec l'asymptotique u au point X ; une
d’entre elles a un contact du troisitme ordre avec cette
courbe ; elle correspond a la valeur

\ = — (log )10 (log b3h\ )]

Cette surface admet comme droite double la droite xx10.
On peut définir, d’'une maniére symétrique, des surfaces
réglées du quatrieme ordre, @u, d’équation

<Pl <bf — <b <" (log a3kl k2F + p <> d>1 = 0, (6"

passant doublement par les droites représentées sur Q par
les points de rencontre de la droite UjU?2 avec cette
hyperquadrique, et touchant la quadrique de Lie le long
de la droite xx01.

8. On peut également considérer, dans I'espace a trois
dimensions U,, Untl U2 U,+3, les quadrigques passant par
les droites UnUn+l, U,+2Un+3, Un Un+2, Untl Un+3. Elles
donnent lieu, dans I'espace S3, a des surfaces réglées du
quatriéme ordre ayant comme droites doubles les droites
représentées sur Q par les points ou la droite Y,+1 Vn+2
coupe cette hyperquadrique.

Si I'on représente par «b, le premier membre de I'équa-



(10)

tion de la quadrique de S3 représentée dans S5 par les
sections de Q par les plans conjugées
\i\i+I\i+2, I’équation des surfaces réglées est

b*h  — (b, (log b*h\ .. NINUIA+T] + An™n+i=0.  (7)

On obtient, d’'une maniére symétrique, des réglées du
quatrieme ordre d’équation

d*n+[*Dn — d>, (log a3fej ... KiK+l ~+2)%] + P'bn d*+1 = 0.  (8)

Parmi les quadriques de I'espace U, UntlU,+2 U,+3 con-
sidérées, se trouvent les deux quadriques de Tzitzeica :
I'une a un contact du troisiéme ordre au point U, avec la
courbe v tracée sur la surface (U,), l'autre a un contact
du troisieme ordre au point Unt3 avec la courbe u tracée
sur la surface (Un+3). Les réglées correspondantes sont

obtenues en posant respectivement X — — 3 hn+l,
= — 3 /int3 dans I'équation (7).
En posant p =— 3 kntl ou p =— 3 Itn+3 dans I'équa-

tion (8), on obtiendra des réglées analogues.

Revenons aux surfaces &v, @, en posant n — 0. Pour
X=— 3 /ij, I'équation (6) représente une surface réglée
ayant, avec la surface Rw, le long de la droite xxB, un
contact du troisiéme ordre. De méme, pour p=—3 kit
I’équation (6") représente une surface réglée ayant, avec
la surface Rt, le long de la droite xxi0, un contact du
troisieme ordre.

O. Les surfaces réglées ©,, @) dont il vient d'étre
question et qui correspondent respectivement aux valeurs
= — 3/tj, p = — Skt, sont définies d’'une maniére
intrinséque. Ces deux surfaces touchent, au point Xx, le
plan tangent yi = 0. Les tangentes au point X aux
sections de ces surfaces par le plan yi = 0, et les tangentes
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communes aux deux surfaces, sont définies d’'une maniére
intrinséque.
La surface

'LIOL<L” — $ (log b3hIh)M] — 3ht bd», = 0 9)

admet comme tangentes a sa section par le plan y4 = 0,
au point x, la droite xxi0 et la droite

22[3 K — (log a)l0 (log iPhihtf] + 2aif (log a)l = 0,y4 = 0.
En partant de la surface
«bjl [<p*° _<p (log a?¥{k2F|— 3 L'M», = 0, (10)
on obtient de méme la droite
2/s[3fet — (log b)! (log a3hiA)l] + 2by2(log b2l = 0, y\ = 0.

Enfin, les surfaces (9) et (10) ont en commun une
courbe dont les tangentes au point x sont

(log a)l0 (log b3 ht h2F —3ht  a(log a)0j/| .
(log bfl (log a3k\ k2)io — 3~ b (log b)0i Y\ TVt~

Ces droites partagent harmoniguement le couple formé
par les deux autres droites, ainsi que le couple des
tangentes asymptotiques xxi0, xx0i.

Liege, le 20 octobre 1931



