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Nous nous sommes proposé d’appliquer les résultats que 
nous avons obtenus sur les quadriques de Lie d’une surface et 
sur les questions connexes (*), à quelques surfaces algébriques 
dont les asymptotiques sont connues. Nous avons considéré en 
premier lieu la surface de Steiner (2), dont les asymptotiques 
sont des quartiques gauches de seconde espèce. Nous nous pro
posons d’examiner ici la surface cubique possédant trois points 
doubles biplanaires. Cette surface est isothermo-asymptolique 
et nous montrons que ses quadriques de Lie n’ont que deux 
points caractéristiques. La seconde nappe de l’enveloppe de ces 
quadriques est une surface qui se déduit de la première par une 
homologie harmonique. Les surfaces qui représentent les tan
gentes asymptotiques des deux nappes de l’enveloppe des qua
driques de Lie, dans l’espace à cinq dimensions, sont du sixième 
ordre et représentent des systèmes linéaires de cubiques planes 
ayant trois points-base. Ces surfaces ont été considérées récem
ment par M. Togliatti (3).

I1) Voir en particulier les notes que nous avons publiées dans les 
Bull, de l'Acad. roy. de Belgique depuis novembre 1927. Voir également 
les notes de M. Demoulin. (C. B., 1908, t. 147; 1924, t. 179.)

(2) Bull, de la Soc. roy. des Sc. de Liège, avril 1932.
(3) Alcuni esempî di superficie algebriche degl’ iperspazi che rappre- 

sentano un’ equazione di Laplace.. (Commentant Malhemalici Helvetia. 
1929, t. I.)
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L. Godeaux. — Sur l'enveloppe des quadriques de Lie

1. Les courbes

\u3 + \v3 + uv + X, = 0

sont transformées en elles-mêmes par l’homographie de 
période trois

u1 — eu, v' = e1v,

où e est une racine cubique primitive de l’unité. Si l’on rap
porte projeclivement ces courbes aux plans d’un espace, en 
posant

X.i «Tg X4

U3 V3 uv 1 ’

on obtient une surface cubique (x) d’équation

XiX2X4 =

ayant aux points (1,0, 0,0), (0, 1,0, 0), (0, 0, 0, 1) des 
points doubles biplanaires ordinaires.

Les coordonnées d’un point x de la surface (x) satisfont au 
système d’équations aux dérivées partielles

ux20 + 1vxil — 2a;10 = 0, ) 
vxta + 2uæJ1 — 2æ01 = 0, )

où l’on a posé, pour abréger,

si+kx
X%K = -------:--------

SUl3Vn

2. Effectuons le changement de variables 

Uj = r u8, vt = vu8 .

Au système (1) correspond le système

. S2X 0 32x , Sx Sx
u? —- — e2v\ —; -f eu4 ----------evt —

1 *”2 S u4 Sv,

eu:

Sut 
, S2x 
Su2

- er

Sv\ 
, St*x 

1 S v'î

0,

Sx Sx■2 u,----- t-2e!»1 — = 0.
SUt Sv4

(2;
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de la surface cubique ayant trois points doubles biplanaires.

On en déduit

2x dxu? — = e (e — 1) u, ------h v.Su2, 
, S2x 
Sv2,

Su,
Sx

«* Z- — £(£ - *)à U,

Sx 
Sv 
Sx 
SV,

(3)

Les lignes ut, v, sont les asymptotiques de la surface (x). 
Effectuons encore le changement de variables

Mo = log U„ V0 = log V,. (4)

Au système (3) correspond

S2x
M4

S2x
~i + 2e2 dt’î

Posons enfin

Sx Sx ]
3 Mo S'i’o ’ f

Sx Sx q (
3v0 Su0 ’ ]

(3)

x = XX, (6)
ou

X = 0-e*‘o-e!l’o + f

On obtient finalement le système

X20 — x°* = o, 
X02 - X10 = 0, (?)

où Xlk représente la dérivée de X prise i fois par rapport à u0 
et li fois par rapport à v0.

Les quantités X4, X2, X3, X4 sont les coordonnées normales 
de Wilczynski des points x de la surface (x).

Observons, ce qui sera utile dans la suite, que l’on a

X10 = — eX, X01 = — e2X, X20 = Xe2, X02 = X e, X11 = X.

3. Désignons par U, V les points de l’hyperquadrique Q 
d’un espace linéaire à cinq dimensions représentant les droites
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L. Godeaux. — Sur !'enveloppe des quadriques de Lie

de l’espace ordinaire, image des tangentes asymptotiques au 
point X de la surface (x). On a précisément

ü = | X X401, V = | X X01 |.

En vertu des équations (7), on a

U10 = V, V01 = U.

La suite de Laplace dans laquelle les points U, V sont con
sécutifs, comprend les points

ut = u01, u2 = us1, r3 = lt, ...,
V^V10, V2=vf, V3 = V“..„

et tous ces points, comme les points U, Y, satisfont à l’équa
tion de Moutard

e*‘ = 6.
On a d’ailleurs

L\ = | X X11 | — J X10 X0f |,
U2 = 21 X0i X« | + | X X01 |,
Us = 2 I X10 X11 I -f- I X X101,
U4 = I Xi0 X01 I + I X X11 I,
U. = | x x01 I = V

et la suite de Laplace considérée a la période six.
Les points Uj, V, n’appartiennent pas à 0, mais les points 

U2, V2 = U3 appartiennent à cette hyperquadrique. Les qua
driques de Lie de la surface (æ) n’ont que deux points carac
téristiques : l’un de ces points est le point X de cette surface; 
l’autre est le point Y sommet du faisceau de rayons représenté 
sur Q par la droite U2 V2,

4. Les coordonnées du point Y s’expriment, en fonction 
de celles du point X, par l’équation

Y = X — 2 X11.
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de la surface cubique ayant trois -points doubles biplanaires.

On en déduit
ÿ = X Y = —2

d2x
d u0 3 v0

y = — %u.Vi s2x
3 Midi\

, dX r. 3X- 2e2 — --2e- - - - - - - -x
3«o dV0

«1, vit

_ „ 3x - $x2e2«j-------■ZSV,------- X.
dut dvt

Enfin, en fonction des variables primitives u, v, on a

3y = — 2u2x20 — 2uvxli — 2r2Æœ + 6uxi0 -f- 6i>æ01 — 3x.

On en déduit
Vi = Jh_ = Jh_ = yt

X\ X% X$ — X4

On voit donc que les deux nappes de l’enveloppe des <pia- 
driques de Lie de la surface (x) se correspondent dans l’homo
logie harmonique ayant pour centre le point commun aux plans 
tangents à la surface (x) aux points doubles, et pour plan le 
plan de ces points.

Les premières directrices de Wilczynski de la surface (x) 
passent par le point X -f- Y, c’est-à-dire par le centre 
(0, 0, t, 0) de l’homologie. Les secondes directrices de 
Wilczynski sont situées dans le plan d’homologie.

La surface (y) a pour équation

ViDtVi + .i/! = 0

et les coordonnées du point Y vérifient les relations 
Y*o__ y01 = 0, Y02__ Y10 = 0

5. Nous allons maintenant démontrer que la surface (U) 
est rationnelle et établir sa représentation plane dans le 
plan (u, v),

En exprimant les coordonnées du point U en fonction de u, 
v, on trouve

* e (1 — e) X2 U = u | x xi01 — e2v | x x01 |.
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L. Godeaux. — Sur Venveloppe des quadriques de Lie

On en déduit

__  U13_________ Ud4 ______ L'23 __ ^24 ^ U34

3eu3v3 (e — 1)uJr —3 u3 e(e—l)î(t)4 3s2i>;J| —£2(e — i)uv

On en conclut que les sections hyperplanes de la surface (U) 
correspondent projectivement aux courbes du système linéaire 
dont nous écrirons l’équation en coordonnées homogènes sous 
la forme

V«ï«i+ ^3«i«2«3 + ^44«l“3 + >-23Wl«2"3 + ^24 «1 *'3+ ^>^2^3= 0. (8)

Ces courbes, du sixième ordre, ont des points doubles à 
tangentes fixes aux sommets du triangle de référence; le 
système a par suite le degré 18. Mais si l’on observe qu’il est 
composé au moyen de l’involution engendrée de l’homographie 
de période trois

u[ : u'2 : u3 = e»4 : e2i/2 : u3, (9)

on voit que la surface (II) est du sixième ordre. Comme elle 
représente une involution plane, elle est rationnelle.

Les courbes (8) sont de genre se ossèdenl six points
de coïncidence pour l’involulion engendrée sur chacune d’elles 
pour l’homographie (9) (deux de ces points sont dans le voi
sinage de chacun des sommets du triangle de référence). 11 en 
résulte que les courbes sections hyperplanes de la surface (U) 
sont elliptiques. La surface (U) doit donc être une des surfaces 
rencontrées par M. Toglialti. Nous allons montrer que c’est la 
surface (I) de ce géomètre.

Posons
Vl vt v3 

u\u2 u\ w3 a 3 w, ’

l’équation (8) s’écrit

\2v\v2 -(- \3v\v3 -f- \3vlVi + \tvlv3 + = 9, (8')

ce qui démontre notre affirmation.
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de la surface cubique ayant trois points doubles biplanaires.

Les surfaces (U), (V), (UJ, (VJ, (UJ, (VJ sont deux-à-deux 
projeclivement identiques.

Au système linéaire.

+ \v\Vi + \vlviv3 + \v\vz = 0 (10)

correspond le système

\ U\ + \ u\ + = 0.

Aux courbes du système (10) correspondent donc les sections 
planes de la surface (x). Observons que le système (8') et le 
système (10) ont un réseau en commun.

6. Les coordonnées du point V s’expriment, en fonction, u, 
v, par la formule

e(1 — e)X2 V = ev | x x0i | + u \ x x10 \.

On a par suite

^12_  ^ 13 _ _____ V23 _ V24 _
—3e8 *u3r3 e2(e — l) * 6 *u4v 3u3 e(e— \)uvA —3sy3 —(e —l)«y

On en déduit les équations de l’homographie qui fait passer 
de la surface (U) à la surface (V),

V,2 = _V«_ = = V23 _ \u =
6 U,2 £' Ui3 — ÜM £2 U2J £ U34

C’est une homographie de période six qui fait correspondre
les surfaces (VJ à (V), (VJ à (VJ, (UJ à (VJ, (UJ à (UJ et
enfin (U) à (UJ.

Liège, le 14 avril 1932

Marcel HAYEZ, imprimeur de l’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles.


