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Sur les Courbes tracées
sur la Surface représentant ^Involution engendrée 

par une Homographie plane cyclique

Considérons une homographie cyclique, de période p 
premier, non hornologique, dans un plan rn; elle engendre 
une involution lp d ordre p. Dans le système formé par 
les courbes d ordre p du plan m, il existe p systèmes 
linéaires composés au moyen de l’involution lp; l’un a la 
dimension | (p -f- 8) et est dépourvu de points-base; les 

autres ont la dimension (p -f l) et ont pourpoints-base 
les points unis de l’involution. Posons p = 2n-f- \ j;n 
rapportant projeclivement les courbes du premier système 
aux hyperplans d’un espace linéaire S,1 + 2 à n -{- 2 dimen
sions, on obtient une surface F, d’ordre p, image de l’in- 
volution ïp. Aux points de 1 involution correspondent sur 
F trois points de diramation qui sont des points multiples 
de cette surface. Nous avons indiqué, dans deux notes 
antérieures ('), un procédé permettant de déterminer les 
singularités des points de diramation pour la surface F.

Aux courbes des p — 1 autres systèmes linéaires com
posés au moyen de Ip, dont il a été question plus haut,

(<) Sur les homographies planes cycliques. (Mémoires de la Société royale 
des Sciences de Liège, 1929, 3» série, t. XV); Sur les Surfaces représentant les 
involutions planes ençendrées panics homographies cycliques (Idem 4930 
3e série, t. XVI).



correspondent, sur la surface F, des courbes gauches 
d’ordre p. passant par les points de diramalion. Il s agit 
de déterminer la manière dont se comportent ces courbes 
en ces points. Ce problème peut être résolu en suivant 
une marche analogue à celle que nous avons adoptée pour 
déterminer les singularités des points de diramalion, mais 
il semble difficile d’arriver par cette voie à des résultats 
généraux (4). Il faut donc trouver une autre méthode. La 
considération des systèmes linéaires de courbes d’ordre 2p, 
composés au moyen de l’involulion I„, dans le plan ns, 
permettra probablement de faire un pas vers la solution 
du problème posé, même dans le cas plus général d une 
involution cyclique appartenant à une surface algébrique 
quelconque. Nous allons montrer, dans cette note, que 
l’on est conduit à la solution dans le cas où le point 
de diramalion de la surface F est un point double bipla- 
naire, auquel sont infiniment voisins successifs n — I 
points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire.

1. Soit, dans un plan ro, l’homographie cyclique non 
homologique

x± = fl = Xs (I)
a-, êæ2 %3

où e est une racine primitive d’ordre premier p > 2 de 
l’unité. Elle engendre une involution I„. d ordre p, ayant 
comme points unis les sommets du triangle de référence.

Désignons par | G | le système complet des courbes 
d’ordre p du plan rn, par | G, | le système de dimension 
n -f 2, dépourvu de points-base, composé au moyen

m Le cas u = 5 a été traité de celte manière par M>'« Pessart, Sur les 
Surfaces représentant l’involutiou engendrée par une homographie cyclique 
de période cinq du plan (Mémoires de la Société roij. des Sciences de Luge, 
1931. 3' série, t. XVII).



de Ip, où il est donné par p = 2» -f- I. Les courbes Cj 
ont pour équations

<p = X0ÆÎ"+‘ + X1.tï"-1a!2a;3 4------(- + ••• )
+ + ln+lxln+l + XJI+2;rl,,+1 = 0. ) '

En posant

Xo x, xÉ
a,i"+1 x2ln-lx!x!t xïni‘+ixi2xi

_ ^ "_____ _________  X„^,2
Æj x\n+l a'|n+1

et en interprétant les X comme coordonnées projectives 
homogènes d un espace linéaire Sn + 2 à ?ï-|-2 dimensions, 
on obtient les équations d’une surface F d’ordre p, nor
male, image de l’involution Ip, à savoir

! X0 X, •• X„_i X2A n
Xi X2 ... X„ Xn+i x„+2

Au point uni O, (x2 = x3 = 0) de l’involulion \p 
correspond sur la surface F le point de diramation 
0;(Xi = X2 = ... = Xn + 2 = 0). Ce point est double 
biplanaire pour la surface F (voir notre note Sur les 
Homographies...), les plans tangents à la surface en ce 
point étant

X2 = X3 = — X„ = Xn+1 = 0,
X2 = X3 = ••• X. = X„+2 = 0.

Projetons la surface F à partir du point 0(, sur l’hyper- 
plan X0 = 0. Nous obtenons une surface FJ5 d’ordre p — 2, 
d’équations

Xi X2 • • x„_i Y «

X2 X3 • • X„ x„+i x„+2

Aux courbes C4 correspondent les sections hyperplanes
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de la surface F. Appelons C1 j les courbes Cj passant 
par Oj et dont l’équation est obtenue en faisant X0 = 0 
dans (2). Les courbes ont en üj la multiplicité deux, 
les tangentes x2 — 0, x3 = 0 étant fixes. Aux courbes Clt 
correspondent les sections de F par les hyperplans passant 
par OJ> et par suite les sections hyperplanes de Ft.

A l’entourage du point Og sur F correspond sur Fj 
l’ensemble des droites

X0 = X2 = X3 = ... = X„ = Xn+1 = 0, (aj
X0 = X2 = X3 = = x„ = X„+2 = 0,

que nous désignerons respectivement par an, a12.
Les courbes C115 assujetties à avoir en Oj une tangente 

distincte de x2 = 0, x3 = 0, acquièrent un point quadruple 
à tangentes fixes x2 = 0, x3 — 0 en ce point. Nous dési
gnerons ces courbes par C12 ; elles ont pour équation 
l’équation (2) où l’on a posé X0 = 0, \ = 0. A ces 
courbes CJ2 correspondent les sections de la surface Fj par 
les hyperplans passant par le point Oj (X0 = 0, X2 = ... 
= X„ + 2 = 0). Ce point Oj est double hiplanaire pour 
la surface Ft. La projection de celle-ci sur l’hyper- 
plan Xj = 0 à partir de Oj est une surface F2 dont les 
équations s’obtiennent en effaçant la première colonne 
dans les équations Ft. Au domaine de OJ sur F4 corres
pondent deux droites a2l, a22 de F2, à savoir

Xo=N1 = 0, X3=- = X„ = Xn+1 = 0, (a,,)
X0 = x1 = 0, X3 = - = X. = X,+t= 0. (an).

D’une manière générale, nous désignerons par C1(6 les 
courbes dont l’équation se déduira de (2) en posant 
\ = 0, Xj = 0, ..., X*_ 4 =0. Ace système de courbes, 
nous associerons la surface F* d’équations

X, X*+1 • • X„_t \2
= 0

x*+1 Xft + 2 • • X„ x„+1 Xn+2



dont les sections hyperplanes correspondent aux cour
bes Clk.

La surface F* a en 0'k (X0 = ... = \k == 0, X4 + 1 
= ••• = Xn + 2 = 0) un point double biplanaire dont les 
plans tangents sont

Xft+2 = ... = X„ = 0, X„+1 = 0,
Xft+2 = ••• = X, = 0, X„+2 = 0,

dans l’espace linéaire Sn_A.+ 2, à n —k -|-2 dimensions, 
donné par

X0 = X1 = —*=X*_1 = 0.

La surface F* est d’ordre 2 (n— k) -f- L 
Aux courbes Cl4 correspondent les sections de la sur

face F/t_ i par les hyperplans passant par le point 
qui est double biplanaire pour la surface. Au domaine du 
point 0'i_i sur la surface Fli._1 correspond sur la sur
face F* l’ensemble de deux droites an, ai2, d’équations

Xo = X4 = ••• = Xft_4 = \K+i = ••• = X„ = X.+1 = 0, (aKi)
X® = X4 — ••• = Xft_j = X*+1 = ••• = X„ = X„+2 = 0. (aft2).

Ces droites passent par 01.
En particulier, pour k = », aux courbes Cln

InXiXÇxÇ + X,+1i|"+‘ -(- ln+2xln+i = 0

correspondent les sections planes de la surface cubique F„ 

X.-1X.+1X,+2=X»,

pour laquelle le point üj,_j est biplanaire ordinaire. Les 
droites ani, an2 sont mises en évidence dans la représenta
tion plane de la surface F„ obtenue en la projetant de 
0,'j _ , sur le plan Xn_j = 0.

Pour k = n -j- 1, les résultats précédents cessent d’être 
valables. Les courbes Cln + i ont en 04 un point p-uple



à tangentes variables et dégénèrent d’ailleurs en ces p 
tangentes.

2. Considérons les courbes Cu. (0 < k <n). Elles ont 
en Oj un point multiple d’ordre 2k, à tangentes fixes 
x2 = 0, x3 = 0. Par suite, ces courbes ont en commun, 
outre O,, un certain nombre de points infiniment voisins 
(dans les domaines successifs) de Oj. Sur chaque branche 
d’une de ces courbes, le dernier point fixe du domaine 
de Oj est un point uni parfait de l’involution Ip. Au 
domaine du premier ordre de ce point correspond, sur la 
surface F^_j, une courbe infiniment petite du domaine 
de Oi_lf c’est-à-dire sur la surface F*, une des droites 
akj, ai2. On voit donc que ces courbes ClA ont deux 
branches d’origine Oj ; le dernier point infiniment voisin 
de Oj, sur chacune de ces branches, appartenant à toutes 
les courbes Clt, est simple pour celles-ci.

Précisons ce résultat pour k — \ et pour k = n.
Les courbes C^ ont en Oj un point double à tangentes 

fixes x2 = 0, ,x3 = 0• Pour mettre en évidence le dernier 
point commun à toutes les courbes Cj,, sur la branche 
tangente à x3 = 0 en 0lt effectuons 2n — 1 fois la trans
formation quadratique

xl:x2:x3=--zl:z,zi:ziz3. (4)

Aux courbes Cj, correspondent les courbes

\ Z* l2« -11Z3 + ).J Zl- 2>zl" Z%-\-------h ln Zp n zf*<Zÿ }

~T An + 1*4 *2 An + 2*2 *3 >

Ces courbes ont, en z2 = :3 = 0, un point simple 
à tangente variable

+ ^'n-H Z2 — b.



A» point infiniment voisin de z2 = z3 = 0 sur cette 
courbe correspond le point découpé par l’hyperplan

\ X, + X„+i X„+1 — 0
sur la droite u12.

En reprenant les notations de nos travaux cités plus 
haut, on voit que les courbes Cn ont en commun les 
*2n — i points 012, Om, 012...2 infiniment voisins 
successifs de Oj.

On verrait de même que les courbes passent par les 
2n—1 points 0J3, 0133, 013...3 infiniment voisins
successifs de O,, sur l’autre branche des courbes. Aux 
points infiniment voisins du dernier correspondent les 
points de la droite an découpés par les hyperplans

XjXj -f- Xn+2X„+2 = 0-

Examinons maintenant les courbes Cln, d’équation
KXiXŸx? + X.+1 a^+1 + X,,+taf«+* = 0.

La transformation (4), effectuée sur ces courbes, donne
À„zf+2z« -f X,+1*î»+ij!e + X„+,z2zi'1+1 = 0. (5)

Le point 012 est donc simple pour ces courbes. 
Effectuons sur les courbes (5), n — 1 fois la transfor

mation
z\ : z2 : z2 = z\ : z2z3 :

On obtient
X„zfz3 + X„+tzf z2 + X„+2z2z* = 0.

Ces courbes ont en z2 = z3 = 0 un point simple à tan
gente variable

Z3 + ^n + ) 22 = 0

et au point infiniment voisin du point considéré corres
pond le point découpé sur la droite an2 par

+ X„ + 1Xn + 1 = 0.
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Les courbes Cln ont n points 012, 0123, . ..3 simples 
infiniment voisins successifs de Oj. On verrait de même 
qu’elles ont également en commun les n points simples 
018, 0132, 0132...2 infiniment voisins successifs de O.,,
le domaine du dernier point ayant pour homologue la 
droite ani.

On ne peut utiliser la même méthode pour les courbes 
Cd*, parce qu’elle conduit à des complications de notation. 
Ainsi les courbes ClA ont en commun X points 012, 0122, 

012...2 infiniment voisins successifs de 015 X étant 
le plus grand entier contenu dans —~ y,-—-. Au dernier 
de ces points font suite des points 012 -23, ... communs 
à toutes les courbes.

3. Considérons le système complet |2Cj des courbes 
d’ordre 2p du plan ro. Il contient p systèmes linéaires par
tiels composés au moyen de l’involution lp; l’un d’eux, 
que nous désignerons jCJ, est dépourvu de points-base 
et a la dimension 2p -|- 3. Les p — 1 autres ont pour 
points-base les points unis de lp et ont la dimension de
2p + 2.

Les courbes ont pour équation

a.ï (a.-i, x% t Xÿ) -j- - • • 0, (b)

les termes non écrits contenant xt à une puissance infé
rieure à p.

En rapportant projectivement les courbes Cj aux hyper- 
plans d’un espace linéaire S2n+3 à 2n-f-3 dimensions, on 
obtient une surface F, d’ordre 4p, image de 1 involu
tion Ip. Il suffit de comparer les équations (2) et (6) pour 
voir que la surface F est la projection de F à partir d un 
espace linéaire à n dimensions, coupant F en 3p points.

Au point uni O, de \p correspond sur F un point de 
diramation qui est un point double biplanaire de la sur-
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face, auquel sont infiniment voisins n — 1 points doubles 
biplanaires dont le dernier est ordinaire. Cette singularité 
correspond à la singularité du point 0^ pour la surface F, 
dans la projection dont il vient d’être question.

On jieut considérer les systèmes linéaires | Clt |, | C121, 
..., | ClB | définis comme les systèmes | C1± J, |C12|, ..., 
|Cln|. Les courbes Cl4 seront représentées par l’équa
tion (6), où l’on aura posé, dans <p, X0 = 0, \ = 0, 

= 0. Et tout ce qui a été dit pour les courbes C1/t. 
pourra être dit pour les courbes CJA, au sujet du compor
tement au point uni Oj de ces courbes, et au sujet du 
comportement des courbes correspondantes sur la sur
face F, vis-à-vis du point de diramation correspondant
à Oj.

Aux courbes C11( C12, ..., C(i, ..., Cln correspondent 
sur F des courbes d’ordre Up, découpées par des hyperqua- 
driques, se comportant vis-à-vis des droites au, «12, a2i, 
a22, ...,anl,an2 respectivement comme les courbes Cn,
Ci2, ..., Cjk, ..., Lin.

4. Revenons aux systèmes linéaires de courbes d’or
dre p du plan ra, distincts de J |, composés au moyen 
de l’involution lp. Ils sont au nombre de p — I = et 
nous les désignerons par j C2 j, | C31, ..., | j.

Considérons en particulier les systèmes représentés par 
les équations

'f* Oo x2, X3) = X^ £ xlin'xixi
i

+ xln~K + i jjT v, æf ~2ixîxi = 0,
j

'fin -H + l (Xit X2, X3) = X3 p'{xltn~i)~ll + lXt2X3
i

+ xf'~h+l ^ y'jxf~llJxixi = 0, 
j

où 1 < k < n, i prenant toutes les valeurs depuis O
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jusqu’au plus grand entier compris dans * (2n — A: -j- I ), 
et j toutes les valeurs de O au plus grand entier contenu 
dans Ik.

On a
<pft (Xi> £XÜ> ^"«s) = £*0* (Xl> X2 ’ Æ3),

ex2> e'2"x3) = e2n"'t + 1tp2n .K+l(xlt x2, sr3).

Désignons ces systèmes respectivement par |C*|,
! C2n - k + i I •

Le terme de cp* ayant la puissance la plus élevée 
en xt est

•, /ytin — h -+■ 1 .»>h •! u2 y

donc les courbes C* ont en O, la multiplicité k, les k tan
gentes étant confondues avec x2 = 0. De même, les 
courbes C2n_A + 1 ont la multiplicité k en U,, toutes 
les tangentes étant confondues avec x3 = 0. Par consé
quent, le système | C* -f C2n _ * + t | est formé de courbes 
d’ordre 2p ayant en Ot la multiplicité 2/c, avec k tangentes 
confondues avec x2 = 0 et k tangentes confondues avec 
æ3 = 0. Ces courbes se comportent donc, au point 0lt 
comme les courbes C1Æ et par suite comme les courbes C1(6.

Si l’on compare le premier membre de l’équation

"fft i.Xl’ X2’ X3> tP2n _ *+> X2>

ordonné par rapport aux puissances décroissantes de aq, 
à l’équation (6), où l’on a posé X0 = 0, = 0, ...,
\k_ j — 0, on voit que l’on a effectivement

= C* + Cîn-ft + i-

Comme nous l’avons vu, les courbes Cik ont deux 
branches d’origine O*, et sur chacune de ces branches il y 
a un certain nombre de points infiniment voisins succès-
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sifs de Oj, communs à toutes les courbes Cu, le dernier 
de ces points étant simple. Désignons par À2 le dernier 
de ces points situé sur la branche tangente à x2 = 0 
en 04, par A3 le dernier point situé sur la branche tan
gente en Oj à x.s = 0. Au domaine du point A2 corres
pond, sur la surface Ft, l’une des droites akï, ak>, par 
exemple ai2. Au domaine du point A3 correspond sur F* 
la droite alk. Les courbes Cl4 se comportent en O, et 
dans le voisinage de ce point comme les courbes ClA, car 
on a

ï'ift = C* -f- c.

Les courbes C*t passent donc simultanément par les 
points Ag, A3 et ont des points variables simples infiniment 
voisins de ces points. Pour en conclure que les courbes Ck 
passent simplement par A2 et les courbes C2n_* + 1 sim
plement par A3, il faut encore prouver que l’on ne peut 
trouver de courbes CiA particulières passant doublement 
par un de ces points. C’est ce que nous allons faire.

Rapportons projectivement les courbes C1(i aux hyper- 
plans d’un espace linéaire ayant la même dimension 
(lue |Ci*|; nous obtenons une surface F*, image de l’in- 
volution Ip, analogue à la surface Ft. Aux courbes ClA + 
correspondent les sections de F* par les hyperplans pasî 
sant par un point O* double biplanaire pour la surface. 
Aux domaines des points A2, A3 correspondent sur F* des 
droites âi2, aH se coupant en Ô;. Cela étant, s’il existe 
une courbe ClA passant doublement par A2 par exemple, 
il lui correspond sur F* la section de celte surface par un 
byperplan contenant la droite âi2 et passant par suite 
par 0,. Mais alors, celle courbe C1(i, serait une courbe 
Ci* + i et aurait en la multiplicité 2 (A -f 1), contrai-
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rement à l’hypothèse. (On aurait lk = 0). On en conclut 
que

Les courbes Ck (ou C2n_k + 1) se comportent, dans le 
voisinage du point Oj, exactement comme les branches 
des courbes Clk tangentes à la droite x5 = 0 (ou x3 = 0) 
en Oj.

Appelons respectivement T*, r5n_A + 1 les courbes qui 
correspondent, sur la surface F*, aux courbes C*, C2„_*+1. 
Les courbes rA, F2n_4 + 1 rencontrent respectivement les 
droites ai2, aki en un point variable. Nous avons donc le 
résultat suivant :

La singularité de la surface F au point 0(, est équiva
lente, au point de vue des transformations birationnelles, 
à un ensemble p — 1 droites (‘j. Il existe sur la surface 
p — | sgstèmes linéaires de courbes d’ordre p ; les courbes 
d’un de ces systèmes rencontrent une des droites en un 
point variable, mais ne rencontrent pas les autres droites.

Liège, le 6 janvier 1931.

P) On peut préciser en observant que deux droites consécutives de 
la suite

an, a2l, —, dm, —, (i„i, a„2, — , a*z, —>

se coupent en un point, une droite de la suite ne rencontrant que la 
précédente et la suivante.


