
Sur les surfaces donnant lieu, dans l’espace réglé, 
à une suite de Laplace terminée,

par Lucien GODEAUX, correspondant de l’Académie.

Étant donnée une surface (x), les surfaces de l’espace à cinq 
dimensions qui représentent les tangentes aux asym ' ues 
des deux systèmes de la surface sont consécutives dans une 
suite de Laplace (*). Dans nos travaux antérieurs, nous avons 
considéré les surfaces pour lesquelles celte suite de Laplace 
est illimitée dans les deux sens, ou périodique (*). Nous nous 
proposons, dans cette note, de commencer l’étude des surfaces 
pour lesquelles la suite de Laplace est terminée Nous avons 
établi antérieurement que la suite de Laplace envisagée est 
autopolaire par rapport à l’hyperquadrique qui représente les 
droites de l’espace contenant la surface (x). Il en résulte que 
lorsque la suite de Laplace.est limitée dans un sens, en pré
sentant le cas de Laplace, elle est limitée dans l’autre sens, 
mais en présentant le cas de Goursat; et inversement, sous 
1 hypothèse que la courbe qui termine la suite dans le cas 
de Laplace n appartienne pas à un espace linéaire à trois 
dimensions.

Nous montrons que lorsque la surface (x) possède pour 
asymptotiques d un système des courbes appartenant à des

(!) Bompiani, Suit’ equazione di Laplace {ltend. Circolo Matem. 
Palermo, 1912, t. 34, pp. 383-407). — Tzitzeica, Géométrie différentielle 
projective des réseaux. Paris, Gauthier-Villars, 1924,

(2) Voir les notes que nous avons publiées sur ce sujet dans les 
Bulletins de l’Académie ro?/. de Belgique, depuis décembre 1927. Voir 
aussi deux notes parues, l’une dans le Bulletin de la Soc. Math, de 
France, 1928; l’autre dans les Annales de la Soc. polonaise de Mathéma
tiques, 1928.
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces dormant lieu,

complexes linéaires, la suile de Laplace correspondante se 
termine dans les deux sens dans les conditions indiquées 
plus haut.

Ajoutons que nous avons utilisé, dans ce qui suit, l’élé
gante interprétation géométrique de la fermeture d’une suite 
de Laplace dans le cas de Goursat, due à Bompiani (*).

1. Soit, dans l’espace ordinaire S3, une surface (x) rap
portée à ses asymptotiques u, v. Les coordonnées projectives 
xiy x2, x3, j?4 du point x de cette surface sont des fonctions 
analytiques de u, v satisfaisant à un système d’équations aux 
dérivées partielles du second ordre, complètement intégrable. 
En multipliant ces coordonnées par une fonction convenable
ment choisie de u, v, ce système d’équations peut s’écrire sous 
la forme (Wilczynski)

x20 + 2/nr01 -f- ctx = 0, 
x02 + 2 axi0 + e2x — 0,

où nous posons
di + kx 
3 u1 dv”

Soit Q l’hyperquadrique de S5 qui représente les droites 
de S3. Les tangentes aux asymptotiques u, v en un point x 
de (x) sont représentées sur Q par les points

U = | x x101, V = | x xM |.

Les coordonnées de ces points satisfont aux équations
U“+2éV = 0, V°* -)- 2aU = 0. (1)

Ces équations montrent que si l’une des fonctions a, b est 
identiquement nulle, la surface (x) est réglée. Écartons ce cas. 
Alors, les points U, V dérivent des surfaces (U), (V) et sont 
consécutifs dans une suite de Laplace (Bompiani, Tzitzeica).

Désignons par U1( U2, ... les transformés successifs de

t1) Bompiani, loc. cit.
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dans l'espace réglé, à une suite de Laplace terminée.

Laplace de U dans le sens des v, par Y,, V2, ... ceux de V 
dans le sens des u. On a les relations de récurrence

U< = UJLj — ü,.* (log bht... Cf = luU,_ ,,
v< = Vf_t — vi-i (log ak{... k^r, Vf = k, V{_4,

ht = — (log b hi... hi-ij1 + hi _i,
kt = — (log akf... ki-if + ki_i.

et les équations aux dérivées partielles

LT — Cf (log bht... hi,01 — h( U, = 0,
Vf — Vf (log a kt... k()10 — k{ V, = 0.

2. — Supposons que la suite de Laplace

..., Uf,..., Uj, L, V, Vj,..., \i,... (2)

se termine dans le sens des v, au point U„, en présentant le 
cas de Laplace. Les tangentes aux lignes v, sur la surface 

aux différents points d’une courbe u, forment un cône 
dont le sommet est un point U„. Les coordonnées de ce point 
sont indépendantes de u et l’on a U“ = 0; d’où hn = 0. 
Lorsque v varie, le point U„ décrit une courbe (U„) ; nous 
supposerons que cette courbe n’appartient pas à un espace 
linéaire à quatre dimensions. Dans ces conditions, les points 
U„, U®1, UJf, ... U®5 sont indépendants.

Soit
O (p, q) = 0

l’équation de la polarité de S5 dont Q est l’hyperquadrique 
fondamentale, de telle sorte que l’équation de cette byper- 
quadrique soit

Q (P> P) = o.

Nous avons établi que la suite de Laplace (2) est autopolaire 
par rapport à l’hyperquadrique Q. D’une manière précise, le 
point U, est le pôle de l’hyperplan V!_2Vt-_1ViVt + 1Vl+2. Ces 
conclusions sont encore valables dans le cas actuel pour i < n 
et l’on a

D (U„, V„_2) = 0,.... Q (U„, V„+1) = 0, û (Un, V„+2) = 0,
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L. Godeaux. — Sur tes Surfaces dormant lieu,

cette dernière relation pouvant d’ailleurs être remplacée par

Ü(U„ V“+1) = 0,

dans l’hypothèse où les points Vf existent pour i < n 2. 
En dérivant cette dernière relation par rapport à u, on en 
déduit

Q (o« v»+1) = o:

En dérivant plusieurs lois de suite par rapport à v les rela
tions précédentes, on trouve successivement

Û(Ü^V„_1) = 0, Ü(U°‘,V„) = 0, û(D“V„+)) = 0,

Q (U0„s V“+ 0 = 0, ü (U“ V“+ 0 = 0; 
ü(üï,V.)-0, ü(U“,VB+0=0, Û(U«VÎ?+1) = 0, Û(DÏ,V»4j)=0; 

Û(L“, Vn+0 = 0, Ü(U“ V‘V) = 0, ü(U“ V*h) = o.

D’après l’hypothèse faite plus haut, les points U„,U°\ Ujf, U“ 
déterminent un espace linéaire à trois dimensions; la droite 
conjuguée de cet espace par rapport à Q contient les points 
Vw , VJ.% V“+1. On a donc une relation de la forme

V^°+1 + AV“+1 + BVb+1=0. (3)

Sur la surface (V„+1), les lignes u sont donc des droites.
Un raisonnement analogue permet de voir que sur la sur

face (V„) les courbes u sont planes, que sur la surface (V„_i) 
les courbes u appartiennent à des espaces à trois dimensions; 
enfin que sur la surface (Vn_2) les courbes u appartiennent 
à des hyperplans.

Sur la surface réglée (Vn+1), le point Vn + 2 donne lieu à la 
relation

V“+2 = fcn + 2Vn+1

et ce point décrit donc une courbe (Vn + 2), arête de rebrousse
ment de la surface (Vn + 1), qui est donc une développable. 
On voit donc que la suite de Laplace (2) se termine dans le 
sens des u en présentant le cas de Goursat.
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dans Vespace réglé, à une suite de Laplace terminée.

3. Supposons maintenant que la suite de Laplace (2) se 
termine au point V„ + î en présentant le cas de Goursat. Le 
point Vn + 1 a des coordonnées satisfaisant à un système 
d’équations aux dérivées partielles, complètement intégrable,

v»+i — vn+1 (loga\... kn+l)l0 — kn+l\n+l = 0,
V«+i + AV“+1 -f- BVn+i = 0.

Les conditions d’intégrabilité sont

(log ah\... k„+iy°+Qog ak{... kn+i)l°+A (log a/c4... fc„+t)i0+B = 0, J
kn+i + A01 = 0, ( (4)

kn+i + kn+i (log aki... k„+l)10 -f- Afcn+1 + B01 = 0. )
Supposons que la suite de Laplace (2) ne s’arrête pas avant 

le point U„ dans le sens des v.
On a alors

O (U»-*> v« + 1) + AQ(U„_1, V«+1) = 0. 
Or, par un calcul simple, on trouve 

ki (D._t, VJ®+1) = (- 1 )—*. 4bht... hn_, A,

û (ü._lf V**+1) = (— !)”-*. 4b^... hn( log an+l kt ... k„ V° 
b’'h?-L...hn_J ’

où A représente le déterminant

A = | x xi0 x01 xu |.
On en conclut

/ /l"+i fr» h \10
A = ( log ——)

En observant que l’on a

A01 = hn - kn+l,
on voit que la seconde condition d’inlégrabililé donne

= 0.

Par suite, la suite (2) est terminée au point U„. Le raison 
nement qui vient d’être fait montre que si la suite (2) était 
terminée au point Un en présentant le cas de Goursat, on
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L. Godeaiix. — Sur les Surfaces donnant lieu,

aurait /cn_2=0 et le point Vn.2 décrirait une courbe, ce qui est 
incompatible avec les hypothèses.

On voit donc que si lu suite de Laplace (2) se termine au 
point U„ en présentant le cas de Laplace, elle se termine au 
point Vn+2 en présentant le cas de Goursat, et inversement, 
sous l’hypothèse que la courbe (U„) ne soit pas contenue dans 
un hyperplan.

Observons que de la relation (3), en tenant compte de la 
première des équations (4), on déduit

vio _J_ V
v n + 2 v n +2

fl«+«fcr+*...fc,+1y°_ 0
bnK-l...hn^ )

D’autre part, les conditions (4) donnent
fl-+3fc”+»...fe„+,y°__n

hH-t J "

donc

ou
V„+3 = V“+2 — Vn+2 (log a /r,... fe„+2)“

Vn+3 —

fl«+»tt+«...fc,+2y

ce qui montre bien que le point Vn+3> ayant toutes ses coor
données nulles, n’existe pas.

On déduit en outre de ces formules kn+3 — 0.

4. Dans nos travaux antérieurs, nous avons défini une 
suite de quadriques

d>,d>1,d>2,...

dont la première est la quadrique de Lie relative au point x 
de la surface (x). Deux quadriques consécutives de la suite se 
touchent en quatre points dont le lieu fait partie de l’enveloppe 
de chacune des quadriques. Les génératrices des deux modes 
de la quadrique «b, sont représentées, sur Q, par les sections de 
cette hyperquadrique par les plans U, Ui+1 Ui+2, Vf Vi+1 Vi+2 
conjugués par rapport à Q.
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dans l'espace réglé, à une suite de Laplace terminée.

Dans le cas actuel, la quadrique «JVj existe et dépend des 
deux paramètres u, v ; la quadrique <£>„ existe également, mais 
ne dépend plus que du paramètre v ; elle termine la suite des 
quadriques.

Désignons par Lj, L2 les points de rencontre de la droite 
U„ Un01 avec l’hyperquadrique Q, par Lj, Lj ceux de la droite 
V„ Vn+1, enfin par li, l2, l[, /j les droites de S3 représentées 
respectivement par ces points. Les droites U„ U®1 et Yn Yn+1 
étant conjuguées par rapport à Q, les droites ly, /2, l[, /j forment 
un quadrilatère gauche, les deux premières de ces droites ren
contrant chacune des deux dernières.

La quadrique <!>„., est représentée dans S5 par les plans 
Un.j U„ U®1 et V„.f V„ Vn+1. Les sommets du quadrilatère gauche 
formé par les droites l sont des points caractéristiques de cette 
quadrique (et de la quadrique <ï>n). Lorsque u varie seule, les 
points L,, L2 et les droites lif l2 restent fixes ; les points Lj, Lj 
et les droites l[, /j varient; par suite les droites /,, l2 font 
partie de la partie commune de l’enveloppe des quadriques 
^n-i- ‘f’n- 0° vo't donc que la partie considérée de l’enveloppe 
des quadriques <!>„., est une surface réglée, représentée sur Q 
par la section de cette quadrique par le lieu de la tangente à la 
courbe (U„).

Passons à la quadrique d>n, représentée par les plans U„ 
U®1 Ujf et V„ Vn+1 Vn+2 conjugués par rapport à Q. L’équation 
de cette quadrique peut s’écrire (*)

^XiXK <■+1 
1 n+ 2

= 0.

En dérivant par rapport à v, on a
KV 
V n + l

’ n+ 2

t1) Voir la seconde de nos notes : Sur les lignes asymptotiques d’une 
surface et l’espace réglé. (Bull, de l'Acad. roy. de Belg., 1928, pp. 31-51.)
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces donnant lieu,

et des deux quadriques se rencontrent suivant la courbe carac
téristique de la première. La seconde quadrique est repré
sentée sur Q par les sections de cette hyperquadrique par le 
plan Vn.j Vn+1 V„+2 et par le plan conjugué du premier par 
rapport à Q. Si l’on désigne Md M2, les points de rencontre de 
la droite Vn+1 \n$ avec Q, par m4, m2 les droites de S3 repré
sentées par ces points, on en conclut que ces droites font 
partie de la courbe caractéristique de la quadrique <!>„. Cette 
courbe est complétée, comme on l’a vu plus haut, par les droites 
lit /2. On voit donc que l’enveloppe de la quadrique se 
compose de deux réglées représentées sur Q, l’une par l’inter
section de Q et de la développable d’arête de rebroussement 
(U„), l’autre par l’intersection de Q avec la surface (Vn+1).

5. Appliquons ce qui précède au cas n== 1. Le point Uj 
décrit une courbe (U,) et l’on a A,=0. La surface (V2) est une 
développable dont l’arête de rebroussement est la courbe (V3), 
les droites de la surface (V2) étant les lignes u.

Sur la surface (Vj), les lignes u sont planes ; sur la surface 
(V), elles appartiennent à des espaces linéaires à trois dimen
sions ; sur la surface (U), elles appartiennent à des hyperplans. 
D’une manière plus précise, une courbe (m) sur la surface (U) 
est la section de cette surface par l’hyperplan polaire par rap
port à Q du point U, correspondant.

On en conclut que sur la surface (x), les lignes u appartien
nent à des complexes linéaires. Inversement, si la surface (x) 
présente cette propriété, les lignes u sur la surface (U) appar
tiennent à des hyperplans et la suite (2) est terminée en V3, 
en présentant le cas de Coursât, (4). Il en résulte qu’elle est 
terminée, au point U1( en présentant le cas de Laplace.

Les points U, sont les secondes images des complexes 
linéaires auxquels appartiennent les lignes u de la surface (x).

(!) Cela résulte d’un théorème de M. Bompiani, loc. cit.
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dans l'espace réglé, à une suite de Laplace terminée.

I^es droites UjU^1 sont les secondes images des congruences 
linéaires caractéristiques de la famille oc1 de ces complexes 
linéaires. Par conséquent, les points de rencontre des droites 
Uj IJ'i1 avec Q représentent les directrices de ces congruences. 
On voit donc que si les asymptotiques d’une famille d’une 
surface appartiennent à des complexes linéaires, l’enveloppe 
des quadriques de Lie de cette surface se compose de la surface 
elle-même et de la réglée lieu des directrices des congruences 
linéaires caractéristiques de la famille formée par les com
plexes linéaires (*).

Quant aux quadriques dq, elles ont pour enveloppe les 
deux réglées représentées sur Q par les courbes découpées sur 
cette hyperquadrique par les développables dont les arêtes de 
rebroussement sont les courbes (UJ, (V3).

6. Nous avons fait plus haut l’hypolhèse que la courbe (U„) 
n’appartenait pas à un hyperplan de l’espace S5. Voyons ce 
qui se passe lorsqu’on laisse tomber cette hypothèse.

Des relations qui ont été établies plus haut, on déduit

Û (ü« V“+1) = 0, 0(U« V»+J) = 0-

Si la courbe (U„) appartient à un hyperplan (mais non à un 
espace linéaire à trois dimensions), on a, en outre,

Û (U°„5, V“+i) = 0.

Le point V„ + 2 est par suite le pôle, par rapport à l’hyper- 
quadrique Q, de l’hyperplan contenant la courbe (U„) ; la sur
face (Vn + 1) est donc un cône ayant ce point pour sommet.

Si la courbe (U„) appartient à un espace linéaire à trois 
dimensions, mais non à un plan, on démontre de même que 
les points Vn + 1, VJ,°+1, V|°+1 appartiennent à la droite conju-

t1) Si l’on suppose n = 0, le point U décrit une courbe, la surface (x) 
est réglée et l’on a b = 0. La suite de Laplace (2) se termine au point V2, 
en présentant le cas de Goursat, dans l’hypothèse où la surface (X) 
n’appartient pas à un complexe linéaire.
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces dormant lieu, etc...

guée par rapport à Q de l’espace de la courbe (Un). La sur
face (Vn + 1) se réduit actuellement à cette droite lixe.

Si la courbe (U„) est plane, le point V„ appartient toujours 
au plan conjugué, par rapport à Q, du plan de celte courbe. 
11 en est par suite de même de toute la suite (2); il est facile 
d’en conclure que le plan de la courbe (U„) appartient tout 
entier à Q.

Si la courbe (U„) se réduit à une droite, toute la suite de 
Laplace (2) appartient à l’espace à trois dimensions conjugué 
de cette droite par rapport à Q.

Si, enfin, le point U„ est fixe, toute la suite de Laplace (2) 
appartient à l’hyperplan polaire de Un par rapport à Q. Le 
point U„ appartient en particulier à l’hyperplan et par suite 
à l’hyperquadrique Q. La surface (x) appartient à un com
plexe linéaire.

De ce qui précède, on peut conclure que si la suite de 
Laplace (2) est terminée dans un sens en présentant le cas de 
Goursat, elle est terminée duns l’autre sens en présentant le 
cas de Laplace.

Liège, le 9 mai 1931.
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