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Géométrie projective différentielle.

Une propriété caractéristique des surfaces de courbure
projective — 2,

par Lucien GODEAUX, correspondant de la Classe.

Soient (x) une surface, <> la quadrique de Lie relative au
point X de cette surface, r une droite issue de X et non située
dans le plan langent en ce point a la surface (x), s la conjuguée
de la droite r par rapport a la quadrique d> M. Cech (*)
a démontré que s’il existe une infinité de points de la droite s
tels que le plan tangent en un de ces points a la surface qu’il
engendre passe par la droite r, les droites r, s sont les direc-
trice de Wilczynski de la surface (Xx) et celle-ci a la courbure
projective — 2. Nous nous proposons de démontrer que Les
surfaces telles que les plans focaux de la seconde directrice de
Wilczynski (directrice appartenant au plan langent) passent par
les foyers de la premiére directrice de Wilczynski, sont les sur-
faces de courbure projective 2.

1. Soit (x) une surface rapportée a ses asymptotiques u, V.
Les coordonnées projectives normales de Wilczynski Xit X2,
X3, x4 des points de cette surface satisfont au systeme comple-
tement intégrable (2)

02 - 2ex(l -J- ixx = 0,
a0; -f Suab + r2x -= 0.

tl) Fubini et Cech, Géométrie/, proieltiva differenziale, t. I, pp. 150-151
(Bologne, 1926).

(2) Pour les notations utilisées, voir nos travaux parus antérieurement
dans les Bull, de VAcad. roy. de Belg. depuis décembre 1927.
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Propriété des surfaces de courbure projective — 2.

La premiére directrice de Wilczynski r de la surface, au
point X, a pour équations locales

2 = B = O
(log b)it ~ (loga)lt —2'
et la seconde, s,

2zt + 72 (log a)l0 -f 29 (log b)!1 = 0, 2,=0. (s)

Nous avons fait voir () que les foyers de la droite r sont
donnés par

[16a/; — (log ab)H — (log a)10 (log b)il == ¢p] X )
-j- 2al0 (log b)ll + 2al (log a)l0 —\xil. |
Les plans focaux de la droite s ont pour équations locales
4zt + 2z., (log a)l0 + 223 (log b)(! j
+ 24 [(log + (log fI)10 (log b)0l == cp] =m 0, \
ou I'on a posé
ep=V(/'i — KY+ <
Appelons p, q les foyers de la droite r obtenus en prenant

le signe -f- et le signe — devant a; p, a les plans focaux de la
droite s obtenus dans les mémes conditions.

2. Ecrivons que le plan p passe par p; nous obtenons
la condition

O]
et réciproguement, si cette relation est vérifiée, le plan p passe
par p et le plan a par g.

Si nous écrivons que le plan p passe par g et le plan < par p,
nous obtenons

hi  f)—<¢ =0, ht -p fif + o =0,

c'est-a-dire la relation (1) et, en outre, ¢ — 0. On sait que,

f1) Sur les congruences formées par les directrices de Wilczynski d’une
surface. (Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1928, pp. 335-355.)
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dans ces conditions, les droites r et s sont les tangentes asymp-
totiques de certaines surfaces.

On voit que la condition (1) implique, dans tous les cas, le
passage des plans focaux des par les foyers de r.

3. Considérons les droites
w M3 we
1=*=2
et
2*l— 53=0, =0, Q)]
conjuguées par rapport a la quadrique de Lie
wawa w23 ¢ labZl = o
relative au point X de la surface (xX). Tout point de la droite (3)
peut étre représenté par
\X + 2&w + A (j\X + £10).

Si I'on exprime que le plan tangent en ce point a la surface
qgu’il engendre passe par la droite (2), on obtient les relations

A»=—ra—2b)* Amn=2n+5\
Les conditions d’intégrabilité donnent
N=-_ (log a)y, 5= — (log b){,
hi + K= 0.

Les deux premiéres montrent que les droites (2), (3) sont
bien les directrices de Wilczynski ; la troisieme montre que les
surfaces considérées par M. Cech sont bien celles que nous
nous avons rencontrées plus liant. Le théoreme énoncé au
début de cette note est donc démontré.

Liege, le 4 mars 1931

Marcel HAYEZ, imprimeur de I’Académie royale de Belgique, rue de Louvain, 112, Bruxelles
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