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INTRODUCTION.

La théorie des transformations birationnelles fut créée par 
Cremona en 1863-1865. Avant lui, les seules de ces transformations 
connues étaient l’homographie et la transformation quadratique 
(inversion). Dans un Mémoire resté inédit, de Jonquières avait éga
lement considéré, vers i8t34, certaines transformations auxquelles 
son nom est resté attaché. Une transformation birationnelle d’ordre n 
du plan fait correspondre aux droites des courbes d’ordre n formant 
un réseau homaloïdal, c’est-à-dire un réseau dont deux courbes 
variables se rencontrent en un seul point variable. La connaissance 
de ce réseau implique celle de la transformation. 11 est aisé de cons
truire un réseau homaloïdal d’ordre quelconque, il suffit de sou
mettre le réseau homaloïdal le plus simple, celui des droites du plan, à 
un certain nombre de transformations quadratiques successives. C’est 
d’ailleurs cette remarque qui a conduit Cremona au concept général 
de transformation birationnelle. La réciproque est vraie et, par suite, 
toute transformation birationnelle est le produit d’un nombre fini de 
transformations quadratiques. Ce théorème, énoncé vers la même 
époque par Clifford, Nœther et Rosanes, et démontré dans les cas 
étendus par ces deux derniers, ne fut complètement établi que par 
Castelnuovo (1901).
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Le concept de transformation Irrationnelle a conduit les Géomètres 
à construire une géométrie, la géométrie algébrique, dont le groupe 
principal est le groupe des transformations birationnelles. Dans cette 
géométrie, deux figures sont considérées comme identiques lorsque 
1 on peut passer de 1 une à l’autre par une transformation irration
nelle. En géométrie algébrique plane, on s'est proposé de déterminer, 
dans chaque famille de figures birationnellement identiques, une 
figure-type possédant des caractères projectifs déterminés. Les figures 
étudiées sont les systèmes linéaires de courbes planes de genre donné, 
les transformations birationnelles cycliques et les groupes continus 
finis de transformations birationnelles.

Dans cet opuscule, après avoir rappelé la composition des points 
singuliers des courbes planes au moyen de la notion de points mul
tiples infiniment voisins, nous exposons la théorie des transformations 
birationnelles et la décomposition de celles-ci en produits de transfor
mations quadratiques. Nous exposerons ensuite les résultats obtenus 
en géométrie algébrique plane.

b — Points singuliers des courbes algébriques planes.

1. Points singuliers. — Si f(x, y) est un polynôme entier et 
rationnel de degré n en x, y, et si, en un point P(x = xn, y=y0) 
de la courbe algébrique G d’équation cartésienne

(L f(x,y) = o,

les dérivées partielles premières dy) sont identiquement milles,, 
le point P est appelé singulier pour la courbe G. D’une manière plus 
précise, si toutes les dérivées partielles de f(x, y) jusqu’à l’ordre

s — i (s < n)

sont identiquement milles pour x = xai y — y0, l’une au moins des 
dérivées partielles d’ordre s n’étant pas nulle, le point singulier P est 
dit multiple d'ordre s ou s-uple pour la courbe C. En P, la 
courbe C possède s tangentes (distinctes ou non), c’est-à-dire qu’il 
existe s droites rencontrant la courbe C ens + i points au moins, 
confondus en P.

2. Branches d’une courbe algébrique. — Supposons que la courbe C



ail un point s-uple ù l’origine O et n’y soit pas tangente à l'axe Ox. 
Considérons x et y comme des variables complexes. Pour x, de module 
suffisamment petit, l’équation (i) admet exactement s racines y,, 
y.,, . . ., y $ voisines de zéro. Si, dans le plan complexe (x), nous 
faisons décrire au point x un contour fermé très petit entourant 
l’origine, les s racines y,, y2, ..., ys subissent une substitution se 
décomposant en un certain nombre r de cycles d’ordres respectifs a, 
a,, . . ., a,_i. On a

cc -+- y. i -f-. . . —i— ccr—i = s.

Soit (y,, y-2, . . ., ya) un de ces cycles. Si nous posons x — ta, et 
que nous fassions décrire à la variable complexe t, de module suffi
samment petit, un tour complet autour de l’origine, la variable x 
fait a tours complets autour de l’origine, et les quantités y,, 
y.,, ..., ya se reproduisent. On a donc, pour chacune d’elles, un 
développement en série

y = at -+- b t--I- c l3 ...,

convergent pour t suffisamment petit en module. Si 6 est une racine 
primitive d’ordre a de l’unité, les développements de y,, y2, .. ., ya 
se déduiront de l’un d’entre eux en remplaçant t par / (), tf)-, ....

On peut également écrire

i
y = ax^-y- bxa gx -t-....

Quelques-uns des coefficients a, b, ... peuvent être nuis, mais
i

l’ensemble des exposants de xa dans les termes du développement ne 
peut avoir que l’unité comme facteur commun avec a. Les axes étant 
par hypothèse en position générique, le premier coefficient non nul 
sera précisément g, et nous écrirons le développement sous la 
forme

q + a’ q + q' + a" q + a' + ...+ q',,‘)
( 2 ) y = a0 x -t- at x “ -4- a% x a -f-. . . -t- am x a -t-.. . •

L’ensemble des a développements ainsi obtenus a été appelé 
système circulaire par Puiseux [46) auquel est due la théorie pré
cédente, et cycle par Halphen [29]. Nous lui donnerons le nom de 
branche, généralement adopté aujourd’hui.

Les nombres a, a' sont Y ordre et la classe de la branche (2).
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Halphen a montré que ces nombres étaient corrélatifs. Les branches 
d ordre a = i sont appelées branches linéaires, celles d’ordre a , 
branches super linéaires.

La droite
y = «o*

est la tangente a la bnjnclie(2) au point O; elle rencontre la branchj 
ena—La points confondus en O. Une droite distincte de la tangent! 
et passant par O rencontre la branche (2) en a points confondis 
en O.

d. Branches linéaires. — Supposons que nous ayons en O dem 
branches linéaires.

y l ('*') — Uio & -h Cti^X3 . . JJ
Yi(&) = «20* -t- «»i*2-l- a22*3-+-___

Si 1 on a am = (*20) obi les deux branches ont même tan
gente en O. Dans 1 hypothèse où aucune autre branche de la courbe C 
en O n ait la même tangente, celte droite rencontre la courbe C 
eii 5 + 2 points confondus en O. En introduisant une notion fécond: 
due a Nœther [42], nous dirons que la courbe C a un point double O
infiniment voisin de O sur la tangente considérée.

c: __
01 1 on a — a-»o, ci\ 1 = «21, «12 7*= «22? les deux branches son 

osculatrices en O. La parabole

y = aI0x -+- a^x--

renconlre la courbe.C en 5 -4- 4 points confondus en O. Nous diron. 
que la courbe C possède deux points doubles O,, LL infiniment voi
sins successifs de O sur cette parabole.

Plus généralement, si la courbe G possède, en O, n branche 
linéaires ayant entre elles un contact d’ordre v, nous dirons que h 
courbe C a, sur ces branches, une suite de v points O,, O.,, . . ., O 
multiples d ordre t, infiniment voisins successifs de O. Si, di 
plus, <7 de ces branches ont en O un contact d’ordre v + v', non 
diions que la courbe C possède, sur ces branches, une suite d( 
v points Ov+<, ..., Ov+v-, multiples d’ordre u’, infiniment voisins 
successifs de Ov. Et ainsi de suite.

4. Branches superlinéaires. — Considérons la branche super-
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linéaire
a-*-a' a-f-a'-f-a" a-f-a'-K..4-a

(0 y(x) = a0x-+-aix 01 -yaxx “ ■+■...+ a,nx * + ...,

et cherchons le nombre de ses intersections confondues en O avec 
une branche de courbe

P+P' P + P-+P- p + p-+...+ pw
yx{x) = b„x + bxx P -H b^x P h-bv.x ? -+-___

Si nous supposons a„ b0, on a aj3 points communs.
Si a0 = b(l, soient ah le plus grand commun diviseur

de a, a'; (3* celui de 3, [3',

a'=gra+«i, a = <7, a, -+- a,, oh-\-—qh*h,
P — S' P + Pô ? = ÿ i Pi *+■ fb> • • -. P/.-i = q'h et-,

les opérations faites pour trouver c/./,, fi/,. Supposons que (3, j3' aient 
été choisis de manière à avoir

<7 = 9 1\ = (11. 97= 97+1 > 7if l •

Il est facile de voir que le nombre des intersections des deux 
branches absorbées en O est

( ÿ-H l)afj+ ÿia,p, - qiai î'i+l «1+1 pi'H-l -+- «l+l pi+2-

Tout se passe donc comme s’il s’agissait de deux courbes ayant en 
commun q 4- > points respectivement a-uples et [3-uples; q, points 
respectivement a,-uples, (3,-uples, q'i+t points respectivement
ai+i -uples, |3i+,-uples; enfin un point respectivement a1+1-uple, 
Pi+2-uple. Cela étant, nous dirons que la branche (i) possède un 
point O multiple d’ordre a et qu’il y a q points a-uples infiniment 
voisins successifs de O, puis q\ points ai-uplcs infiniment voisins 
successifs, . . ., puis enfin qa points a^-uples infiniment voisins 
successifs.

Le raisonnement se poursuit en supposant at — b,, a^y^b^
Ct'

et - = — > et en cherchant les intersections des deux branches con- 
a

fondues en O. On est ainsi conduit à supposer que la branche (i) 
possède une nouvelle suite de points multiples infiniment voisins 
successifs aux premiers, les nombres et multiplicités de ces points 
étant obtenus en cherchant le plus grand commun diviseur a, de a/, 
et a". On reprendra ensuite le même raisonnement, et l’on sera
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conduit à chercher le plus grand commun diviseur de a) et de a", et 
ainsi de suite. Le procédé s’arrêtera lorsque l’on trouvera l’unité 
comme plus grand commun diviseur (ce qui doit nécessairement se 
produire d’après une remarque faite plus haut). Pour une étude 
complète de cette question, nous renvoyons le lecteur aux Leçons 
d’Enriques-Chisini, t. IL

5. Composition d’un point multiple. — L’analyse des diverses 
branches de la courbe C au point s-uple O conduira à distinguer des 
suites de points multiples infiniment voisins successifs du point O. 
La multiplicité d’un de ces points pour la courbe C sera, par défi
nition, la somme des multiplicités de ce point pour les diverses 
branches de la courbe. Nous avons ainsi a points 0(, CL, . . ., Op 
infiniment voisins de O dans des directions différentes, les tangentes 
distinctes à la courbe C en O étant OOt, OCL, . . ., OOp. Les multi
plicités s,, s-2, . . ., sp de ces points ont pour somme au plus s. Il y a 
ensuite des points O,,, Ol2, . . ., de multiplicités s,,, s12, . . ., infi
niment voisins de O,, des points 02i, 022 ..., de multiplicité 
s22, ..., infiniment voisins de CL, etc. On a d’ailleurs

*11 —t- •*»* —t- - • - *1, S21-t-S»-2-t-. . . \ î2, ....

Un point s-uple sera dit ordinaire lorsque toutes les tangentes sont 
distinctes (p = s). La courbe a, en ce point, s branches linéaires non 
tangentes (s* = s2 =. . . = sp = i).

6. Intersection de deux courbes algébriques. —- La notion de 
points multiples infiniment voisins permet de calculer aisément le 
nombre des intersections de deux courbes algébriques absorbées en 
un point multiple commun à ces courbes. Ce calcul se fait en tenant 
compte des points multiples infiniment voisins communs aux deux 
courbes comme si ces points étaient les poihts multiples ordinaires 
sans tangentes communes aux deux courbes. On le démontre en ana
lysant les intersections des diverses branches des deux courbes au 
point multiple commun considéré.

II. — Systèmes linéaibes de coubbes planes.
i
7. Systèmes algébriques. — Une condition, imposée à une courbe 

algébrique plane C, est dite algébrique lorsqu’elle se traduit par une
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ou plusieurs relations algébriques entre les coefficients de l’équation 
cartésienne de la courbe. Le nombre de ces relations indépendantes 
est la dimension de la condition.

L’ensemble des courbes C, d’ordre n, satisfaisant à des conditions 
algébriques irréductibles données, constitue un système algébrique 
-de courbes C et est représenté par [ C j.

Si, dans l’équation cartésienne de la courbe générique C du 
système { C j, r coefficients restent arbitraires, on dit que j C j est de 
dimension r. Par /• points du plan, il passe en général des courbes C 
en nombre fini; ce nombre est Y indice du système \ C j.

Le nombre de points communs à deux courbes quelconques du 
système j C j et variables avec ces courbes est le degré du système.

8. Systèmes linéaires. — Les systèmes algébriques d’indice t sont 
appelés systèmes linéaires et sont représentés par |C|. En parti
culier, un système linéaire de dimension /■ = i est appelé faisceau, 
un système linéaire de dimension r = 2 est appelé réseau.

Si xx, x.,, x3 sont les coordonnées projectives du plan, on peut 
toujours trouver, et d’une infinité de manières, /• —(— 1 courbes C0, 
C,, . . ., Cr, respectivement d’équations

/o(®i> x3) = o, /i(a? hx.,,x3) — o, ..., fr(xu x3, x3) = o,

telle que toute courbe du système soit représentée par 

'(') Wo(#n dJ3)-r- Ài/i(a7|, X,, X3) 4-, . .4- \,.f,.{xu xt, x3) = o.

Cette relation n’est vérifiée identiquement pour aucun système de 
valeurs non toutes nulles des X. Les courbes C0, Ci, ..., Cr sont 
dites linéairement indépendantes et permettent de définir le 
système |C|.

9. Points-base. —• On appelle point-base d’un système algé
brique j C j un point commun à toutes les courbes du système. Les 
points-base d’un système algébrique sont en général en nombre fini, 
mais peuvent être en nombre oo1 ; dans ce dernier cas il existe une 
courbe algébrique fixe, lieu de ces points, appartenant à toutes les 
courbes du système.

L’ensemble des points-base d’un système algébrique est appelé 
groupe-base du système, les multiplicités de ces points pour les 
courbes du système étant supposées déterminées.
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L’ensemble des courbes C, d’ordre n, ayant des multiplicités 
déterminées en des points donnés, constitue un système linéaire | C | 
appelé système complet vis-à-vis du groupe-base donné. Il peut 
arriver qu’en un des points-base, la multiplicité effective des courbes C 
soit supérieure à la multiplicité assignée; pour cette raison, cette 
dernière est appelée multiplicité virtuelle.

Si l’on calcule la dimension du système j G | comme si toutes les 
conditions imposées aux courbes C par le passage aux points-base 
étaient indépendantes, on trouve un nombre p, appelé dimension 
virtuelle de | G |, au plus égal à la dimension effective r. Si /• = p, le 
système |C| est dit régulier; si r>p, le système jCj est sura
bondant et m = r — p est la surabondance du système (6).L’étude 
des systèmes surabondants a été l’objet de travaux récents de 
Gambier [25] et Légaut [33].

10. Points multiples des courbes d’im système linéaire. — Bertini [2 | 
a démontré que la courbe générique d'un système linéaire ne peut 
avoir de points multiples (variables) en dehors des points-base.

La démonstration de Bertini est basée sur des identités entre les 
dérivées partielles dont l’égalité à zéro exprime la condition d’exis
tence d’un point multiple. Severi [33] a donné plus tard une démons
tration basée sur lelemme suivant : « Si une courbe plane G, variable 
dans un sysLème continu, possède un point s-uple variable, les 
courbes du système infiniment, voisines de C ont en ce point la mul
tiplicité s -— i au moins. »

11. Systèmes linéaires réductibles. — Un système linéaire | C | est 
réductible lorsque la courbe G générique se décompose en plusieurs 
courbes. Dans le cas opposé, le système est irréductible.

On peut imaginer des systèmes linéaires réductibles en supposant 
que :

i° Toutes les courbes du système ont une partie fixe commune;
2° Les courbes du système sont formées de m courbes variables 

dans un faisceau ;
Ou en combinant ces deux hypothèses.

11 est aisé de traduire la première hypothèse en équation. Dans la 
seconde hypothèse, il suffit de considérer /' —(— i formes de même
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degré ®0([at, |x2), ®i(ia,, p2), . . «/.(p.,, p2) par rapport à deux
formes p.t (x,, x2, x3), p2(a;,, x3, x3) ayant même degré; l’équation

Xo Ço "t- Xi cp i -4- . ..+ lf.fr = 0

représente, lorsque les), varient, un système linéaire dont les courbes 
sont formées chacune de in courbes du faisceaii

' )'i Pi(*i, #2, xa) + (*2(^1. ^2, se3) = o,

m étant le degré des formes tp par rapport à jjl,, p2.
Si un système linéaire | G | pouvait être réductible sans rentrer 

dans les hypothèses envisagées, sa courbe générique posséderait des 
points multiples variables. On a donc ce théorème de Bertini [2] : 
Si toutes les courbes d'un système linéaire se décomposent et n'ont 
d'autre part aucune partie fixe commune, ces courbes sont formées 
de courbes variables dans un même faisceau.

12. Courbes fondamentales d’un système linéaire. — Envisageons 
un système linéaire, irréductible et complet, oor, | G |. Une courbe F, 
qui n’est rencontrée en aucun point variable par les courbes du 
système |C|, est appelée courbe fondamentale. Les courbes fonda
mentales d’un système linéaire de dimension r î sont nécessai
rement isolées; elles sont complètement déterminées par leurs singu
larités aux points-base du système.

Les courbes de | C | passant par un point d’une courbe fondamen
tale F se décomposent en cette courbe F et en des courbes variables Ct 
formant un système linéaire | G, |, de dimension r — i, nécessairement 
complet.

L’étude des courbes fondamentales d’un système linéaire irréduc
tible quelconque a été faite par Castelnuovo [6J, qui démontre 
notamment, en s’appuyant sur la théorie des séries de groupes de 
points appartenant à une courbe algébrique, que le genre d’une 
courbe fondamentale est au plus égal à la surabondance du système.

13. Système jacobien. — Soient | G | un système linéaire irréduc
tible oo2 au moins, et 2 un réseau formé de courbes de ce système.

Parmi les oo2 courbes de ce réseau S, il y en a oo* qui ont un point 
double variable. Le lieu de ces oo1 points doubles est une courbe
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algébrique Cy, la jacobienne du réseau S. Si n est l’ordre des 
courbes C, la courbe Cy est d’ordre 3(n— i). En un point-base 
s-uple à tangentes variables des courbes G, la courbe Gy a la multi
plicité 3 s — i.

Les courbes du réseau 2 passant par un point de la jacobienne sont 
tangentes en ce point.

Les jacobiennes des divers réseaux formés au moyen des courbes 
du système | C | appartiennent à un système linéaire | Cy|, le jacobien 
du système | C |.

Les courbes fondamentales du système |C| sont des composantes 
fixes du système jacobien Gy |.

14. Réseaux homaloïdaux. — Un réseau irréductible de courbes 
planes de degré î est appelé réseau homaloïdal. Les courbes d’un 
tel réseau sont évidemment rationnelles et forment un système 
complet.

Soit n l’ordre des courbes C d’un réseau homaloïdal | C |. Soient st, 
s2, ..., Sv les multiplicités des points-base (distincts ou infiniment 
voisins). En exprimant que le réseau est de degré i et ses courbes 
rationnelles, on trouve

s| -t- sf . -es2 = /i2 — i,

-H S-2 -f-. ..-HSy — 3(n — i).

De ces relations, on déduit tout d’abord qu’un réseau homaloïdal 
est régulier. De plus, si s(, s2, s3 sont les plus grands des nombres s, 
on a

S i -+- S-2 S3 71.

Pour le faire voir, observons qu’il y aura au moins un des nombres s, 
soit s,, supérieur ou égal à

s?-t-.. .-t-s2 _ n2—i n -h i 
si -h.. .H- sv 3(« — i) 3

Posons s, = p + 8(8^o). Un des nombres s restants, soit s2, sera 
au moins égal à

, s3-H...-+-s2 . s,
p = 7—;-------— =p —0

s2 ' Sj - ■sv

Posons = p' + 8'(8'^o). Un des nombres s restants, soit s3, sera
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au moins égal à
S 5 -4- Syj , (N, S;} -h . . . -+- Sv

o" —-----------------  — P — ô ” •

Mais on a Si < « — i, ï2 = « — i et. Par suite)

S2-f-. . .-+- Sv= 2(n —')> S3 -V. . . -+- Sv= n *•

Par suite,
p'>p--  ip, S3rïp"^p'—S', *2-l-î3=2p',
r r 2

Si-t- s.-H S3= p -t- 2p'= 3 p ou n-1-i.

Une courbe d’un réseau homaloïdal ne peut acquérir de point 
double sans dégénérer. D’autre part, les courbes du réseau |C| 
passant par un point P de la jacobienne U/ doivent se toucher en ce 
point. Comme le réseau est de degré i, les courbes C passant par P 
doivent dégénérer en une partie fixe F, qui est une courbe fonda
mentale, et une partie Ci, variable dans un faisceau. 11 en résulte que 
la jacobienne Cj d’un réseau homaloïdal j C | se compose des courbes 

fondamentales de ce réseau.
La courbe fondamentale F et les courbes C, sont de plus ration

nelles.

III. — Transformations birationnem.es.

15. Transformations rationnelles. —- Soient Xi, Xj, x% les coor
données projectives d’un plan m; x\, x'2, x3 celles d’un plan ra'. 

Considérons les formules
^i) x\ : x\ : x2, x3) • xï-> xi) '• f*(xi) **»

où , fi-, fz sont des formes de même degré n, sans facteur commun. 
Ces formules font correspondre à un point X(x,, Xi, du plan ra, 
un point X'(xj, x2, x') du plan ci'.

D’après les hypothèses faites, le point X/ ne peut rester fixe lorsque 
le point X varie dans le plan w. Considérons le réseau de courbes | C | 

représenté par
(2) Xi/i-(-X,/2-i- X3/3= O.

Si ce réseau est réductible, chacune de ses courbes est formée 
d’un certain nombre de courbes d’un meme faisceau |r|. Aux points X 
d’une courbe T, correspond un seul point X', et lorsque cette courbe 
varie dans le faisceau |T|, le point X décrit une courbe U. A 1 en-
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semble des points X dn plan ra, correspondent donc, par les for
mules (i), les points X' d’une courbe Y' de nr'.

Si le réseau [ C [ est irréductible, le point X' peut occuper une 
position quelconque dans le plan ra'. C’est dans cette dernière hypo
thèse que nous nous placerons désormais.

Observons que. moyennant les formules (i), les points de la 
droite

^î^i + = o

du plan w' correspondent aux points de la courbe (2) du réseau | C |. 
Aux droites de w' correspondent donc les courbes du réseau | C | et 
réciproquement. De plus, aux droites du plan cr' passant par un 
point X correspondent des courbes C formant un faisceau, et réci
proquement. Le point X' considéré correspond aux points-base de 
ce faisceau de courbes C qui ne sont pas communs à toutes les 
courbes du réseau.

Les formules (1) établissent donc une transformation ration
nelle (j, m) des points du plan ra' en ceux du plan ra, m étant le 
degré du réseau |C|. On voit de plus que celte transformation est 
obtenue en établissant une projectivité entre les droites du plan ra' et 
les courbes du réseau | C |.

If). Éléments fondamentaux. -— Les formules (1) font correspondre 
un point X' de ra' bien déterminé à tout point X de ro, sauf si ce 
poini X coïncide avec un point-base du réseau | CI.

Soit O un point-base s-uple du réseau | C |. Supposons tout d’abord 
que les courbes C aient, en O, s'(<s) tangentes variables. Consi
dérons une droite cl passant par O et distincte des tangentes fixes 
aux courbes C en ce point. A un point X de d correspond un 
point X bien déterminé de m , et aux droites passant par X' corres
pondent les courbes C passant par le point X. Lorsque le point X 
tend vers O sur d, le faisceau formé par les courbes C passant par X 
a poui limite le faisceau des courbes C tangentes en O à la droite d. 
Aux courbes de ce faisceau correspondent les droites de ra' passant 
par un point Xj bien déterminé. Ce point Xj correspond au point 
infiniment voisin de O sur d. Lorsque la droite d tourne autour de O, 
le point X( décrit une courbe Q' rationnelle. Celte courbe 0' coures- 
pond au domaine du premier ordre de O; elle est d’ordre s'.
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Le point O est appelé point fondamental de la transformation, et 
la courbe IV, courbe fondamentale correspondante.

Supposons maintenant cjue les courbes C aient toutes leurs tan
gentes fixes au point-base O. Le raisonnement précédent tombe en 
défaut. Lorsque le point X tend vers O sur la droite d, le faisceau 
des courbes C passant par X a pour limite un faisceau de courbes C 
ayant un point (s-!- i )-uple avec une tangente variable en O. A ce 
faisceau correspond dans le plan w' un faisceau do droites de som
met O'. Les points infiniment voisins de O et de O se correspondent 
projectivement puisqu’il y a une correspondance projective entie les 
droites passant par O et les courbes C ayant en O la multiplicité s -f-1 • 
Les points O et O' sont encore appelés « points fondamentaux ».

17. Transformation birationnelle. — Lorsque le réseau |Cj est 
homaloïdal (m — i), la transformation envisagée est rationnelle dans 
les deux sens, elle est birationnelle. Une telle transformation s obtient 
donc en rapportant projectivement les droites d’un plan aux courbes 

d’un réseau homaloïdal.
Aux droites du plan ra correspondent, dans le plan m , des courbes C 

formant également un réseau homaloïdal | C' |. Si l’on envisage une 
droite d de rn et la courbe G' qui lui correspond dans ra', une droite d 
de w' et la courbe G correspondante dans ro, les points communs à d 
et à G correspondent un par un aux points communs à d'et à C . Les 
courbes C et C' sont donc du même ordre n, appelé ordre de la 

transformation.
Les transformations birationnelles sont également appelées trans

formations crémoniennes, du nom du géomètre italien Gremona qui 
les a le premier étudiées d’une manière générale [14].

18. Transformations quadratiques. — La plus simple des trans- 
malions birationnelles est la transformation homographique (n = i ), 
elle est dépourvue d’éléments fondamentaux, ioute transformation 
birationnelle jouissant de celte dernière propriété est d’ailleurs une 

homographie.
Les transformations quadratiques, d’ordre n — 2, jouent un role 

important dans la théorie des transformations birationnelles. Elles 
possèdent, dans chaque plan, trois points fondamentaux distincts ou 
infiniment voisins, et les réseaux homalo 1 daux sont formés de coniques.
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Il y a trois types de transformations quadratiques qui, par un choix 
convenable des triangles de référence, peuvent être représentées par 
les formules suivantes :

/\ | X j . X 2 . X 3 = X2X$ . X$X y . Xy X
\a) \ ” ,t xy : x2 : x3 = x% x3 : x\x\ : x\ x’.>.

Les réseaux homaloidaux sont formés de coniques passant par 
trois points distincts (les sommets des triangles de référence). Il y a, 
dans chaque plan, trois points et trois droites fondamentaux, som
mets et côtés des triangles de référence :

x\ : a?'2 : x':i — x., x3 ; x'\ : x, x.,,
xt : Xi : x3 = x'., x\ : x'} : x\ x\.

Les réseaux homaloidaux sont formés de coniques passant par 
deux points distincts et tangentes à une droite fixe en un do ces 
points. 11 y a dans chaque plan trois points fondamentaux dont deux 
sont infiniment voisins et situés sur la tangente commune aux coniques. 
Il y a deux droites fondamentales : droite joignant les points fonda
mentaux distincts et tangente commune aux coniques :

^ | : x'3 : x'3 = x\ x3 x3 : x, xt : x\,
l xt : x-2 : x3 — x'^x'-j : x% : x\x'.t — x\.

Les réseaux homaloidaux sont formés de coniques osculatrices en 
un point. Il y a dans chaque plan trois points fondamentaux infini
ment voisins successifs et une seule droite fondamentale : la tangente 
commune, aux coniques.

19. Transformations à points fondamentaux ordinaires. — Repre
nons la transformation birationnelle considérée plus haut ; nom 
supposerons tout d’abord que les courbes C, G' ont, aux points fon
damentaux respectivement des plans ra, us', des tangentes variables. 
Dans ces conditions, nous dirons que les points fondamentaux sont 
ordinaires.

Désignons par O,, CL, ..., Ov les points-base du réseau |Cj. 
par s,, s-,, ..., sv les multiplicités respectives de ces points pour les 
courbes G. Nous avons

-H 5 r> H—. .. fl - — I,
S y H- $2 “l~ $v = 3(/l ---- l).

(0
(*)
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Soient de même O',, (X, •••, (X- les points-base du réseau |C|, 
s', s',, . . s'v leurs multiplicités pour les courbes C'. Nous avons

{ 3 ) 5 j + .s' !j -4- . . . s = fl ï,

s't h- s'.> -+-.. . H- s{,> = 3 ( n i).

Dans le plan il existe v courbes fondamentales 0,, Qs, . . ., ûv, 
d’ordres respectifs a,, s2, »v. Aux droites de n passant par le
point O, correspondent des courbes C' formant un faisceau ; ces 
courbes comprennent ü, comme partie fixe et une partie mobile C; 
variable dans un faisceau. Les courbes C', rencontrent la courbe ü't en 
un point variable et, par suite, Q| fait partie de la jacobienne J' 
de |C'|. La jacobienne J' étant d’ordre 3(« —i), elle se compose, 
par (4), des courbes û,, ü'2, . . û'v comptées chacune une fois.

Soit O' un point commun aux courbes ü,, ü/r Si ce point n est pas 
fondamental, il lui correspond un point infiniment voisin de 0„ si 
on le considère comme appartenant à ü-, et un point infiniment 
voisin de O*, si on le considère comme appartenant à Q',,. Cette con
clusion est absurde, donc le point est fondamental.

Soit maintenant O" un point multiple d’une courbe fondamen
tale Qj. Si ce point n’était pas fondamental, il lui correspondrait 
autant de points distincts infiniment voisins de O, que la courbe im
passe de fois par O , ce qui est absurde.

Les points communs à deux courbes fondamentales et les points 
multiples des courbes fondamentales sont des points fonda

mentaux.
Les points fondamentaux étant ordinaires, les courbes fondamen

tales ont, par suite, en ces points, des tangentes distinctes.
Soit o-'ik la multiplicité de la courbe û- au point 0'k. A une droite d' 

passant par O* correspond une courbe C dégénérée en une courbe 
fondamentale Q*, d’ordre s',., correspondant à 0'/(, et en une courbe C*,
d’ordre n__s\, variable dans un faisceau. La droite d rencontrant la
courbe Q] en Si — appoints en dehors de O*, le point O, est multiple
d’ordre s;__aj7. pour les courbes C*. L’ensemble des courbes ü*,
C* doit passer 5; fois par O;, donc la multiplicité ah de O, pour 0,,est 
égale à cL/ti = Si - (Si - a)*) = «',*• La multiplicité d'un point fon
damental O' de ro' pour la courbe fondamentale 0' est égale à la 
multiplicité du point fondamental O de ra, correspondant à la



courbe Q, pour la courbe fondamentale Q', correspondant au 
point O'.

Un faisceau de courbes d’ordre n possède 3(« — 1)2 courbes ayant 
un point double, et si ce faisceau possède un point-base s-uple, ce 
nombre est diminué de (s — 1)(3s -+- 1) unités. Appliq lions ce 
résultat à un laisceau de courbes C. Il y a, dans ce faisceau, courbes 
comprenant chacune une des •/ courbes fondamentales du plan tb et 
possédant par suite un point double. En tenant compte des multi
plicités des v points-base, on a

Ui~ i)(3i,-f-i) (j* —i)(3j,-i- i)-i-. ..-+- (sv—i)(3sv-t-i) + v' = 3(n — 1)2.

En tenant compte des formules (1) et (2), on en déduit v = v'. Le 
nombre des points fondamentaux est le même dans les deux 
plans.

Ce théorème et cette démonstration sont dus à Cremona [14]. 
Clebsch [12] adonné une démonstration basée sur le compte des 
multiplicités des courbes fondamentales aux points fondamentaux. 
Une autre démonstration, due à Pannelli [44], est basée sur l’éva
luation du genre de la jacobienne J de |C|.

20. Propriétés des nombres a.ik.— Deux courbes fondamentales Q(-, 
du Plan ne pouvant se rencontrer en dehors des points fonda

mentaux et ayant, d autre part, des tangentes distinctes en ces points, 
on a

* a<i a.< i -1- */««**-+-... -t- a;'./a/tv = s'i s’,t.

Ces couibes sont rationnelles, et l’on a pour Ot-, par exemple,

(6) anfa,! —, (a,,—1)+ a/v(a,v—i) — (*i _!)(*}_ 2).

Les nombres a;,, a;.,, .. ., a(v expriment les multiplicités du point 
fondamental 0[ pour les courbes fondamentales , ü!,, .. ., Q'v du 
plan tb1. Comme ces courbes forment la jacobienne .1 de |C'[, et que 
cette courbe J' a la multiplicité 3s’ — 1 en un point-base s'-uple 
de | C' |, on a

a/i ■+■ a/2 H- H- a/v = 3s';— 1.

En comparant cette relation à la formule (6), on a 

<*?1 -H <Xi2 + ...+ I,!v = s'd -h I.

10 LUCIEN GODEAUX.
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Formons le carré du déterminant

A = | <x,a|-

En utilisant les formules (5) et (7), on obtient

I -h s\J S , S.t
s'l <

A2 =
sj s'., 1 -+- s'.? s'.2 s',

S\K .....................
1 -H $v2

tilisant les formules (3) et (4)!

A* = 1-4- sj2 -4- s'.f -4-. . .-4-Sv2 = «2--

La valeur absolue du déterminant A est donc égale à n, résultat dû 

à Clebsch [12].

21. Distribution des points fondamentaux de même multiplicité 
dans les deux plans. — Considérons, dans le plan w, le groupe des 
points fondamentaux d’une multiplicité déterminée et le groupe des 
courbes fondamentales d’un ordre déterminé. Pour fixer les idées, 
supposons que ce groupe de points soit formé par O,, 02, • • Ok, 
et ce groupe dç courbes par £!,, Q2, • • - , On suppose donc

4, = s, = . . .= sk, s', = SÔ= • ..= */•

De plus, nous supposerons Formons le tableau

an, <*i2> •••! *1*1

“21! “22i •••! aikj

. . ., • ■ • • > • • ' !

a II, «/»! ••■! “/*>

dont les lignes horizontales donnent les multiplicités des points O,, 
O............. O* pour les courbes Qlf Q„ et les colonnes, les mul
tiplicités des points O'., O',, ..., O; pour les courbes fondamen
tales Q',, ..., Q'k dans le plan m'.

Dans la formation du réseau | C |, les points O,, 02, ..., 0* jouent 
un rôle symétrique, et de même dans la formation de la jacobienne .1 
de ce réseau, les courbes Qu £L, ..., 0, jouent également un rôle 
symétrique. Il en résulte que les différentes lignes (ou colonnes) du 
tableau précédent doivent être formées des mêmes nombres et pré
senter les mêmes permutations de ces nombres, chacune de ces per-
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mutations le même nombre de fois. Par suite, le nombre de permu
tations se présentant dans les lignes horizontales du tableau doit être 
un d,viseur de Z, et de même le nombre de permutations se présentant 
dans les colonnes doit être un diviseur de k. Ceci n’est possible une 
t ans deux cas : ou bien tous les nombres a sont égaux ou bien, 
< ans chaque ligne et dans chaque colonne, tous les nombres a sont 
égaux entre eux, sauf l’un d’eux qui est différent des autres. 
Dans ce dernier cas, on a k = l.

Si le premier cas se présente, reprenons le même raisonnement en 
considérant un second groupe de l' courbes fondamentales de même 
ordre du plan ra. Ou bien on aura k = If ou bien les multiplicités 
des points O,, O.,, ..., O* pour les courbes considérées sont toutes 
égalés. Dans ce dernier cas, on considérera un troisième groupe de 
courbes fondamentales de même ordre, et ainsi de suite. On trouvera 
certainement un groupes de k courbes fondamentales de même ordre 
dans le plan w, sans quoi, puisque *> !, le déterminant A aurait au 
moms deux colonnes identiques et serait nul, ce qui est impos-

En continuant le raisonnement précédent par la considération des 
tiveis groupes de points fondamentaux du plan m de même multi- 
p .cité, et en observant que le nombre des points fondamentaux est 
aussi ce ui des courbes fondamentales, on parvient au résultat 
suivant s il y a, dans le plan xs, /-, points fondamentaux simples, 
r-2 points fondamentaux doubles, ..., points fondamentaux 
y )ruPles p°ur tes courbes C, et dans le plan ns', r\ points 
fondamentaux simples, r\ doubles, ..., r'.,_{{n - i)-up les pour
les courbes C', les nombres r.
nombres t a • • •) rn-i, à k ordre près [14].

rn\ sont égaux aux

2“' Construction de réseaux homaloïdaux. - La recherche des 

11 ents types de transformations biralionnelles revient à la cons
truction des réseaux homaloïdaux, c’est-à-dire à la résolution des 
equations (.) et (a). Cependant, toutes les solutions arithmétiques de 
ces equations ne donnent pas des réseaux homaloïdaux. C’est ainsi 
que la solution

S> °’ f2 s,~ ■**— Ss~ 3, ss = i9 = i, v = 9, «=io

ne donne pas de réseau homaloïdal.
On trouve d’assez nombreux types de réseaux homaloïdaux dans
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les premiers mémoires de Cremona [14], de Cayley [i9]> de 
Roberts [47]. Des recherches systématiques ont été entreprises par 
de Jonquières [16|, S. Kantor [33], Rutfini [49[, Lance [34], et, 
tout récemment, par Montesano [39]. Ce dernier indique un procédé 
pour déterminer si une solution arithmétique des équations (i) 
et (2) correspond à un réseau homaloïdal, procédé basé sur la décom
position des transformations birationnelles en produits de transfor
mations quadratiques. Sans entrer dans le détail de ces recherches, 

bornons-nous à quelques indications.
Supposons

LES T II AN S FO KM AT IONS BIRAT10NNELLES MJ PLAN.

: s, 5 s3 Sy

On voit que si l’on a s, > '-n, on a nécessairement 

si n est pair et si s, = %, ou doit avoir s* < ^n, car autrement les

coniques passant par les quatre points de multiplicité - n ne rencon
treraient pas les courbes du réseau en des points variables. 

Supposons s, n, et soit s, = s < = • • • = Sk ®a+i • Un a

*i>|(« + i), /fsi$3(« —1);

donc

On a donc /. < 8, et l’on ne peut avoir k = 8 que pour n> 17.
Si nous désignons par /•,, r2, ..., les nombres de points fon

damentaux respectivement simples, doubles, ..., (n i)-u[)les pour 
les courbes du réseau, les équations (1) et (2) s écrivent

7'l 4 ^2 ^ * )* ^fl- 1 = 11 * î

/*,-+- • •-+“(/& — O rn—1 = 3(Al i).

Quelques solutions de ces équations sont
,-, = -i(,i-i), r1 = ...= r„-2=o, r„_, = 1 (réseau de Jonquières),

71 = -t-I,(X> 2), 7-X=4, = 7'3 = . . . = O
(réseau de Ruffini),

n = i,
11 = 5,

7-, = 3,

ri = 0, r3 = 6, 7-3 = ... = ri — 0, |
| (réseaux n’ayant

71 = 8, 7’i = r2 = 0, r3 = 7, r* =... = 7-7= 0, > que des points-base

7? = IJ, 7-1 = • ■ .= 7-3 = 0, 7*6 = 8, 1 de même multiplicité).

/’7 = . . J
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23. Remarque. — La connaissance d’un seul des réseaux ICI I C' I 
implique! la connaissance de la transformation hirationnelle, e’t par 
su.te celle du second réseau. Dans ce qui précède, nous avons sup
pose les points fondamentaux ordinaires dans les deux plans, mais 
on peut construire des transformations Irrationnelles ayant des 
po.nts fondamentaux ordinaires dans un seul des plans.

Considérons, par exemple, le réseau | C | homaloïdal

1 ‘ ( bi **+ b' **) (Cl Xl + °1 x*) ■+■ x3 xi ( c. *1 + c„ x2 ) ( a, x3 + a3 x3)

-+■ b3 x, x3{aiX, H- a3 x3)(b3x3 -h b, xt) = o.

H a trois points-base doubles aux sommets du triangle de référence
11 trois points-base simples aux sommets du triangle formé par les 
droites 1

«1*1+a,*, = o, 0,*,+ ^*!= o, c, x3 c3x% = o,

que nous supposons non concourantes. Les tangentes des courbes C 
en ces points sont variables.

En rapportant project!veulent les courbes de J C| aux droites d’un 
p an , on obtient une transformation birationnelle qui peut être
représentée par les formules

px,~ ( b'C%x'.,x\ — aîc1x,ix\ + aïbix\x'.,)
X ( b3c[x'.,x'3^~ a.3c,x'.3x\ — a3b3x\ x3),

p.r-2— ( b3ct x.j x-, c.,x'3 x\ — a3 b:)x\ x„ )

x ( C c, x., x'3 a2r, x‘3 x\ -t- a3b, x\ x'.,),

( bi ci x'i x'i + a < c, x3 x\ -+- a„ b, x\ x'., )
X ( C c2x'.2 x’3 — a, c2 x3 x\ -+- a2 b3 x\ x\2 ).

Le réseau | C' | est, par conséquent, formé par les quartiques passant 
doublement par les sommets du triangle fondamental et y ayant une 
tangente fixe; .1 y a donc, dans m', trois points fondamentaux doubles 
ajant chacun un point fondamental simple infiniment voisin Le fait 
que les points fondamentaux du plan ne sont pas des points ordi
naires provient de la composition de la jacobienne J du réseau I C I 
Cette courbe est formée de six droites, côtés des triangles formés par 
les points fondamentaux doubles et par les points fondamentaux 
simples les trois cotés du premier de ces triangles étant comptés 
chacun deux fois. La jacobienne J a précisément pour équation

xixixHa.xi+a3x3)(bJx3-h blx,)(c,.vl + c2x2)=,0.
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La courbe fondamentale correspondant au point x\ — x'., = o est 
formée des droites x3 — o et ciX\-\- c1x^ = o, et la courbe fonda
mentale correspondant au point fondamental simple infiniment 
voisin du point x\ = x'n = o est la droite x3 — o.

On remarquera que le réseau | G j n’est pas le réseau homaloïdal le 
plus général formé de courbes du quatrième ordre ayant trois points- 
base doubles et trois points-base simples.

24. Transformations à points fondamentaux quelconques. — Sans 
établir une théorie générale des transformations birationnelles à 
points fondamentaux non ordinaires, il convient cependant d’entrer 
dans quelques détails en vue de la démonstration du théorème sur la 
décomposition d’une transformation quelconque en produit de trans
formations quadratiques.

Supposons en premier lieu que le réseau |C| possède un point- 
base s-uple O auquel soit infiniment voisin un point-base s,-uple O, 
(sans autre point-base infiniment voisin successif à 0|). Supposons, 
de plus, si < s. Nous avons vu qu’aux points infiniment voisins de O 
correspondent, dans ra', les points d’une courbe fondamentale O' 
d’ordre s — s,.

Considérons une courbe algébrique L passant par les points 0,0,. 
A un point X de f correspond un point X' de ta' et au faisceau de 
droites de sommet X' correspond le faisceau des courbes C passant 
par X. Lorsque le point X se déplace sur F et tend vers Ot, ce fais
ceau de courbes G a pour limite le faisceau des courbes C osculatrices 
à F en O. Les droites correspondantes de ta' forment un faisceau de 
sommet X',. Lorsque la courbe T varie en restant tangente à la 
droite OO,, le point X', décrit une courbe fondamentale Q', ration
nelle et d’ordre s,.

A une droite d passant par O correspond une courbe G' compre
nant comme partie fixe les courbes Ü' et ii', et une partie G,, variable 
dans un faisceau et d’ordre n —s, puisque d est rencontrée par les 
courbes C en n — s points variables. En particulier, si la droite d 
passe par 0|, la courbe G'( correspondante se décompose en la 
courbe fi', et en une courbe d’ordre n — s —s, rencontrée en un 
point variable par les courbes C'. Les courbes C', rencontrent la 
courbe 0' en un point variable, mais elles ne rencontrent la courbe 0' 
qu’en des points fixes. La courbe fondamentale 0' intervient une fois
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<lans la jacobienne J' du réseau | C |, la courbe Q’ intervient deux 
fois.

Ces propriétés peuvent se généraliser : si l’on suppose qu’au 
point s-uple O, les courbes C ont une suite de points O,, 02, ..., O, 
respectivement s,-uple, s2-uple, s,~uple infiniment voisins, sans 
autre singularité, et si, de plus, on a 5 > > s2 > ... > sr, il y
aura /•+1 courbes fondamentales Q', Q',, Q',, ..., Ü) dans le plan ns'; 
les ordres de ces courbes seront respectivement s, s,, s.,, ..., sr, et la 
courbe û't interviendra f +1 fois dans la composition de la jaco
bienne J du réseau | C |. Ces propriétés s’établissent aisément lorsque 
les courbes C ont en O des branches linéaires; il en est autrement 
lorsqu il j a des branches superlinéaires, et les propriétés peuvent 
alors devoir être modifiées.

Supposons maintenant que les courbes C aient en O un point 
s-uple a tangentes fixes. Dans ce cas, les courbes C tangentes en O à 
une droite d distincte des tangentes fixes, acquièrent en O un 
point (s i)-uple; elles dégénèrent donc en une courbe fixe ü ayant 
en O la multiplicité s — s,, et en une courbe C,, variable avec d, 
ayant en O la multiplicité s, + i, avec s, tangentes fixes. Les coui besC, 
forment un faisceau, et il leur correspond, dans ro', un faisceau de 
droites de sommet O . Les courbes C’ ont en O des tangentes fixes, 
car autrement toutes les droites du plan m devraient passer par O, ce 
qui est absurde. Les points infiniment voisins de O et de O' sont en 
correspondance biunivoque, et aux droites passant par ü corres
pondent, dans ra , des courbes C' dégénérées en une courbe fixe ü', 
ayant la multiplicité s' — s', en O' et des courbes G',, formant un 
faisceau et ayant en O la multiplicité .vj + i et s j tangentes fixes. Les 
courbes G' ont, en O, la multiplicité s'.

L étude des faisceaux de cubiques planes à point de rebrous
sement conduit à une transformation birationnelle présentant des 
points fondamentaux de cette espèce et où l’on as^s [26],

25. Transformations de Jonquières. — Nous aurons l’occasion de 
rencontrer plus loin les transformations de Jonquières. Pour la trans
formation la plus générale de ce type, le groupe-base du réseau | C 
comprend un point O (71 — i)-uple et 2(71 — 1) points O,, 02, ..., 

simples. La jacobienne est formée des 2(71 — 1) droites OO,. 
002, .002(„_ij et d une courbe 0, d’ordre 71 — 1, passant 71 — 2
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fois par O et une fois par G|, 02, .. -, 02(/i_i). Le réseau j C’ | pré
sente exactement la même structure, et nous désignerons ses points- 
base et ses courbes fondamentales par les mêmes lettres accentuées. 
Observons qu’à une droite passant par O correspond une droite pas
sant par O'.

Si un des points-base simples, 0«, de | G est infiniment voisin 
de O, c'est-à-dire si les courbes G ont une tangente fixe 00,, en O, 
la courbe ü se décompose en cette tangente et en une courbe 0, 
d’ordre n — 2. La droite 00,, intervient deux fois dans la jaco- 
bienne J de [ C-|.

Si, de plus, il y a un second point-base 0| de | C infiniment voisin 
de O successif à 0„, c’est-à-dire si les branches des courbes G tan
gentes en O à 00„ sont de plus osculatrices, la courbe Qi se décom
pose en la droite OO,, et en une courbe 02 d’ordre n — 3. La 
droite 00„ intervient trois fois dans la jacobienne .).

Dans chaque cas le réseau j C' j possède les mêmes propriétés 
que | G .

On peut, en particulier, considérer les transformations de Jonquières 
où les réseaux | C j, | G' | sont formés de courbes d’ordre n ayant un 
point (n—• i)-uple à tangentes fixes (distinctes) et n — 1 points 
simples comme points-base, et celles où les réseaux | G |, [ C j ont un 
point-base (n ■—i)-uple à tangentes fixes, les n — 1 branches étant 
osculatrices en ce point.

26. Transformée d’une courbe algébrique. — Considérons une 
transformation birationnelle T faisant passer des points du plan uj à 
ceux du plan rrs'. Nous désignerons par T—1 la transformation inverse, 
qui fait passer des points de ra' à ceux de ra. Conservons, pour les 
multiplicités des points fondamentaux, les notations adoptées précé
demment et considérons, dans le plan ro, une courbe algébrique T, 
d’ordre m, passant ~ 1 fois par un point fondamental d’ordre s,'. Le 
lieu des points de ro' correspondant à ceux de F est une courbe 
d’ordre mn comprenant <Ti fois la courbe û',, cr2 fois la courbe .. ., 
i.j fois la courbe 0), et une courbe F que nous considérerons comme 
la transformée de T pour T. L’ordre de cette courbe F' est

m' = mn — .ï| a, — —. . .—

La multiplicité d’un point fondamental du plan to' pour F est égale
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au nombre des points d intersection de T avec la courbe fondamen
tale correspondante en dehors des points fondamentaux. La courber 
est la transformée de T par la transformation T~b

Si la courbe I possède, en dehors des points fondamentaux et des 
courbes fondamentales de m, une singularité déterminée, la courbé T 
possède, au point correspondant, la même singularité.

Dans la suite, nous supposerons en général les plans ra, m1 super
posés.

IV' — Composition des thansfo«mations birationnellks.

2t. Décomposition des singularités des courbes algébriques. — Au 
moyen d’un nombre fini de transformations quadratiques, INœtber [ Ü2J 
a montré que 1 on peut transformer une courbe algébrique plane 
quelconque en une courbe n’ayant que des points multiples à tan
gentes distinctes.

Considérons une courbe C ayant un point multiple d'ordre s en O, 
auquel sont infiniment voisins, dans diverses directions, des points O,, 
CL, ..., O,-, respectivement s,-uple, .s’2-uple, ..., s,.-uple. On a

S i So -h . . . -f- Sr<S,

Effectuons une transformation quadratique T ayant pour points 
fondamentaux O et deux points quelconques A,, A.,. Si O, A,, A'2 
sont les points fondamentaux correspondant aux droites A, Aa, A20, 
A, O, la courbe C aura pour transformée une courbe C’ ayant en O' 
un point multiple d’ordre m à tangentes distinctes, en A' et en A!, 
des points (m— s)-uples à tangentes distinctes, m étant l’ordre de la 
courbe C. Aux points CL, ü2, ..., Or correspondent des points O',, 
°,. • • •> Or respectivement Si-uple, s2-uple, . .., s,.-uple, situés sur la 
droite fondamentale A, A!2. La courbe C’ a l’ordre 2tn — s.

Si l on effectue une seconde transformation quadratique ayant pour 
points fondamentaux O, et deux autres points quelconques, la 
courbe C se transforme en une courbe C' d’ordre 2 (2 m — s) — s, et 
sui la droite fondamentale correspondant à 0(, cette courbe C" aura, 
en dehors des points fondamentaux, des points multiples correspon
dant aux points multiples de C', infiniment voisins de O,. Et ainsi de 
suite.

I ar des transformations quadratiques, on fait apparaître les points
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multiples infiniment voisins successifs du point ü sur la courbe G, 
tout en faisant naître des points multiples à tangentes distinctes (aux 
points fondamentaux O , A,, A!,, ...). On peut d ailleurs étalilu, en 
suivant Hamburger [31], et Nœtlicr [43], que ces points multiples 
infiniment voisins successifs sont bien ceux qui ont été introduits au 
moyen des développements de Puiseux.

Considérons une branche de courbe d ordre a et de classe cl , 

représentée par le développement de Puiseux,

a + a' a -+- »' + a"

y — nQx ■+■ a,x a + a>oc “ -+■■■■,

ou, en prenant pour axe des x la tangente y = a0x à cette branche, 

par „

(1) y — a,x “ atx “ -+-••••

Effectuons la substitution
y= xyu

c’est-à-dire la transformation quadratique représentée en coordonnées 

homogènes par
x : y \ z — x,5, : x,y, : z\.

Aux points infiniment voisins de O, celte transformation fait cor
respondre les points de la droite x, = o et au point infiniment voisin 
de O situé sur 0.ï, le point x,=yt = o. La transformée de la 

branche ( i) peut s’écrire (x = x,),
a' a'-*-a*

(2) yi = a,xa -+- a^x “ -t-----

Si l’on a a.' > x et précisément a' = q% -1- a, (a, < et), on pourra 
écrire (2) sous la forme

« + (<7 — i)a-t-a,

y, — a,x * -H...,

et l’on aura une branche d’ordre a et de classe (t/ i)a -4-a,.
Si l’on a a! a, en posant X = G, nous écrirons

x — t*, y, = a, oc21*+ a. • ••

Ce développement représente une branche d’ordre a et de 
classe a — a', ayant pour tangente à l’origine l’axe des y,.
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Dans les deux cas, on peut appliquer les raisonnements faits clans, 
l’étude des développements de Puiseux, et l’on trouvera la même 
composition pour la branche, à partir du premier point multiple 
infiniment voisin. On observera qu’en même temps se trouve établi 
que le nombre de transformations quadratiques à effectuer suivant le 
procédé de Nœther est fini.

28. Composition d’une transformation birationnelle. — Envisageons 
deux transformations birationnelles T, I , du plan en lui-même. Aux 
droites du plan, T fait correspondre les courbes d’un réseau homa- 
loïdal , G | et à ces courbes C, T, fait correspondre des courbes C, 
formant un réseau homaloïdal j C| |. En rapportant projectivement les 
courbes Cj aux droites du plan, on définit une transformation bira
tionnelle T'que l’on appelle produit des transformations T, T,. Nous 
écrirons

T'= T, T.
On en déduit

T = Tq1 T'.
N

Cela étant, nous allons établir que : Une transformation bira
tionnelle peut se décomposer en un produit d'un nombre fini de 
transfor mations quadratiques.

Ce théorème a été énoncé vers la même époque par Clifford [10], 
Nœther [il] et Rosanes [18], et démontré dans le cas général par ces 
deux derniers. Cette démonstration est basée sur le fait que dans un 
réseau homaloïdal, il y a toujours trois points-base dont la somme des 
multiplicités pour les courbes du réseau est inférieure à l’ordre de 
celles-ci.

Envisageons une transformation birationnelle T faisant corres
pondre aux droites du plan les courbes d’un réseau homaloïdal ! C 
d’ordre n. Soient O,, CK, ü3 trois points-base de [ C | de multipli
cités , ^2) •*:! telles que s\ —|— s2 —f— s3 n.

Si les points Oi, 02, 0;! sont distincts, en rapportant projecti
vement les coniques passant par ces points aux droites du plan, on 
définit une transformation quadratique Q qui transforme C ; en un 
réseau homaloïdal j C, | d’ordre 2n — s, — s.2 — s3 <fn. Si T, est la 
transformation qui fait correspondre les courbes C( aux droites du 
plan, on a

T = QT,.
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En répétant ce raisonnement sur le réseau j C, | et ainsi de suite, on 
parviendra finalement au théorème énoncé.

Le raisonnement précédent est encore valable si 1 un des points 02 
ou O;) est infiniment voisin de Ot, mais il tombe en défaut si les 
points CL, Os sont infiniment voisins deOt dans des directions diffé
rentes. Nœther a indiqué la voie à suivre dans ce cas pour établir le 
théorème. Lorsque les points CL, 03 sont infiniment voisins suc
cessifs de O,, Segre [52] a remarqué que si ces points appartiennent 
à une branche superlinéaire d’origine O,, il se peut que les coniques 
passant par CL, CL, 03 soient nécessairement dégénérées. Dans ce 
cas, le raisonnement précédent tombe en défaut. Castelnuovo [8] a 
montré comment on pouvait établir le théorème de manière à éviter 
cette objection de Segre par 1 utilisation de transformations de 
Jonquières (qui sont elles-mêmes des produits de transformations 
quadratiques). Récemment Chisini [11] est parvenu a établir le 
théorème en n’utilisant que des transformations quadratiques ; nous 
exposerons cette démonstration.

29. Lemme. — Si O est un point-base de plus grande multiplicités 
d’un réseau homaloïdal | G |, auquel sont infiniment voisins dans des 
directions différentes ou non des points O,, 02, . • 0,. respective
ment si-uple, So-uple, ..., s,-uple, et si l’on a

s -+- st -t- s2 -h .. .-t-sr>

il existe un autre point-base 0,+t, non infiniment voisin de O, dont 
la multiplicité s,.+ (i satisfait à la relation

2s,.+i > n — s.

Si l’on désigne par s,-+2, •••) st les multiplicités des autres points 
de base, et si l’on suppose

Sp-\-l ' $r-+-2 ^ ■ L »v,

comme on doit avoir

s2+1 -f- **+I -t-..S* = «s — 1 — — s? — ■ ■ • — 4.
Sr2-1 “}— ^rA-2 “t” * • • “t* i'v —— 3(il 1 ) $ ^1 • ‘ * Srj

on a nécessairement
/t«—1 —s2 —.4 —■ ..— si 

Sr+i> 3(« — 1) — s — *i — — Sr
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Mais on a
s “H s I -+- . . . -f- Sr 71 ii + iî + ...-f s,S s,

donc
S1 ■ n — S, /l — S, . . ., /i — s;

/i ( n — s) 
■2 n ou

Il —s

d(). Démonstration du. théorème do Noether. — Reprenons la trans- 
formation birationnelle T cl le réseau | C | d’ordre n. Pour démontrer 
le théorème de Nœlher, d suffira de faire voir que, par des transfor
mations quadratiques, on peut transformer |C| en un autre réseau 
homaloïdal d’ordre inférieur à n et en se plaçant dans le cas où deux 
des trois points de multiplicités maxima sont infiniment voisins du 
troisième dans des directions différentes, ou se succèdent sur une 
branche superlinéaire. Nous avons alors, pour le réseau ICI, un 
point-base O, de multiplicité maximum s, auquel sont infiniment voi
sins, dans des directions différentes ou non, k points O,, 02, ..., O,, res
pectivement multiples d’ordres 5,, s2, sk, tels que —s.

effectuons une première transformation quadratique Q, en rap
portant projectivement les coniques passant par O, tangentes à la 
droite 0(),, et passant par un troisième point quelconque A, aux 
droites du plan. La transformation Q,1 fait correspondre aux droites 
du plan des coniques passant par un point O', tangentes en ce point 
a une droite lixe (c’est-à-dire passant par un point O, infiniment 
voisin de O sur cette droite) et passant par un point A'. Au 
réseau C J correspond un réseau homaloïdal J C, |, d’ordre 2 n — S — St. 
Les courbes C, ont la multiplicité n — s, en O', la multiplicité n — s 
au point infiniment voisin O',, et comme à O', correspond la droite OA, 
il y a n — s branches linéaires de la courbe C, passant par O', O,, et 
ces branches ne sont pas osculatrices deux à deux. De plus, aux 
points 02, 03, ..., O* correspondent des points O!,, O!,, ..., O) 
infiniment voisins de O' et ayant mêmes multiplicités que leurs cor- 
respond an ts.

Cela étant, effectuons la transformation quadratique Q2 obtenue en 
iappoi tant projectivement aux droites du plan les coniques passant 
par O', O; et par un point A) arbitraire. Et ainsi de suite. Après k 
transformations quadratiques, j G | sera transformé en un réseau J Ck |, 
homaloïdal, d’ordre

nk— n-+-k(n -«) —(«,-+- s* + ... -I- sk),
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ayant un point 0(4) multiple d’ordre

H -H (k— i )(n — 5) — ($2 **),

auquel sont infiniment voisins k points O'/'1, O1/1’, 0)k), de multi
plicité n — s, et les branches des courbes passant par ces points 
seront linéaires et non deux à deux osculatrices.

D’après le lemine établi plus haut, le réseau | C* | aura encore un 
point-base A* multiple d’ordre s/,+i lel que

2î/[+i > n/c—s(i) ou n— s.

Opérons la transformation quadratique Qa+i obtenue en rappor
tant projectivement les coniques passant par Ow, 0\k> et A*,. Le 
réseau | C* j se transforme en un réseau | C*+( |, d’ordre

«*+i — n-+- k(n — s) — (s. H- *2 + -. • H- **) — **+-1,

ayant un point 0(Ar+^ multiple d’ordre

s(t+l) = /I-l- (A- — I )(/J -----S) ------(Si+S. + ...-4-St) ------**4-1,

auquel sont infiniment voisins k — i points multiples d’ordre n—s. 
Par le lemine établi, il existera un point-base A*+2 de multiplicité a*+2

supérieure à — s). On opérera alors la transformation quadra

tique Q*+2 ayant pour points fondamentaux 0(/H",), Ai+2, et le point 
correspondant à O1*1, et ainsi de suite. On parviendra finalement à un 
réseau homaloïdal | C2* | d’ordre

nik— n k(n —■ s) — (*i-l-*2-t-. • .-*-**) — (**+i -t- **+2-t-... -H *2*)j 

où l’on aura

2s,-> n — s, 2*A+i> n — s (i = i, 2, ..k).

Par suite, on a n 2k <C «etla transformation birationnelleQ, Q2 ... Q2* 
transforme | G j en un réseau homaloïdal d’ordre inférieur. On pourra 
de même abaisser l’ordre de ce réseau par une transformation quadra
tique ou par un produit de transformations quadratiques, et l’on par
viendra en fin de compte à un réseau de coniques. Le théorème de 
Nœther est ainsi démontré dans tous les cas.

On observera, dans la démonstration précédente, que s’il existe un
MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 22.
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poinl multiple d’ordre inférieur ou égal à -fn — .s ), infiniment voisin 
de O, pour les courbes C, on aura un point de même multiplicité 
infiniment voisin de 0/c pour les courbes C*. La présence de tels 
points est sans influence sur le raisonnement.

V. — La Géométrie algébrique plane.

31. Groupe principal. — Le produit de deux transformations bira- 
tionnelles étant encore une transformation birationnelle, l’ensemble 
de ces transformations constitue un groupe. Nous appellerons 
« géométrie algébrique plane » la géométrie dont le groupe principal, 
au sens de Klein, est le groupe des transformations birationnelles du 
plan en lui-même. 11 résulte du théorème de Nœther que ce groupe 
peut être engendré en partant des homographies et des transfor
mations quadratiques.

Deux figures planes seront équivalentes au point de vue de la 
géométrie algébrique si l’on peut passer de l’une à l’autre par une 
transformation birationnelle; nous dirons qu’elles sont birationnel- 
lement équivalentes. Dans le cas opposé, nous dirons que ces figures 
sont birationnellement distinctes.

Une figure plane étant donnée, l’ensemble des figures de son plan 
qui lui sont birationnellement identiques constitue une famille dont 
les propriétés seront connues si l’on connaît un modèle projectif de 
la famille, c’est-à-dire une figure appartenant à la famille et ayant des 
caractères projectifs déterminés. La détermination de ces modèles 
projectifs sera le principal problème de la géométrie algébrique 
plane.

32. Familles de systèmes linéaires de courbes planes. — Soit |C 
un système linéaire irréductible complet de courbes planes, indivi- 
duant une famille de systèmes linéaires. Nous avons vu plus haut que 
l’application d’un nombre fini de transformations quadratiques permet 
de transformer la courbe générique de ce système en une courbe 
n’ayant que des points multiples à tangentes distinctes. Les mêmes 
transformations font par suite correspondre au système |C| un 
système | C, | n’ayant que des points-base à tangentes distinctes. On 
peut de plus supposer que les tangentes des courbes C, en ces points- 
base sont variables. S’il existait, en efl'et, un point-base du système j C,
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où les courbes C, auraient des tangentes fixes, il suffirait d’opérer 
une transformation quadratique ayant ce point comme fondamental 
pour obtenir un nouveau système à tangentes variables aux points- 
base. Nous dirons qu’un point-base où les courbes du système ont des 
tangentes variables est ordinaire. Dans une famille de systèmes 
linéaires de courbes planes, il existe des systèmes n’ayant que des 
points-base ordinaires.

Remarque. — Ce résultat a été complété par Bertini [3]. On peut 
transformer une courbe plane quelconque point par point en une 
courbe plane n'ayant que des points doubles à tangentes dis
tinctes, mais en général, cette transformation birationnelle ne peut 
être étendue aux plans des deux courbes.

La démonstration de Bertini, modifiée par Young [58], se base sur 
les considérations suivantes : Supposons tout d’abord la courbe 
transformée en une courbe C n’ayant que des points multiples 0|, 
CL, •.., Ov, à tangentes distinctes, et envisageons les cubiques planes 
passant par 0| et par 6 points A,, A2, ..., A0 du plan. Ces cubiques 
forment un réseau de degré 2, et en les rapportant projectivement 
aux droites d’un plan ra', on obtient une correspondance [1,2] entre 
ce plan ra' et le plan® de C. Supposons que les points A(, A2, ..., A5 
étant fixés, on choisisse le point A0 en dehors des lieux suivants :

i° Lieu du 90 point-base d’un faisceau de cubiques planes passant 
par O,, A,, A2, ..., A;i, par un point fixe de C et par un point 
variable de C;

20 Lieu du 9" point-base d’un faisceau de cubiques planes passant 
par O,, A,, A2, ..., A5, et touchant la courbe C en un point 
variable ;

3° Lieu du 9e point-base d’un faisceau de cubiques planes passant 
par O,, A,, A2, ..., A5 et tangentes en l’un des points 02. 
CL, •••, Ov à une droite tournant autour du point choisi (ce lieu se 
compose de v — 1 cubiques);

4° Lieu du 9e point-base d’un faisceau de cubiques planes passant 
par 01, Ai, A2, ..., A5 et par 2 points variables P, Q de la courbe C 
tels que, dans le faisceau il y ait une courbe tangente à C en P 
et en Q.

Dans ces conditions, le lieu du 9e point-base des faisceaux de
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cubiques planes passant par Ot, At, A2, ..., Ac et par un point de C, 
est une courbe distincte de G, et il correspond à G, dans le plan xs', 
point par point, une courbe G . De plus, la jacobienne du réseau 
de cubiques planes passant par 0M Ai, A2, ..., A-, ne passe par 
aucun des points multiples 02, Oa, . . ., Ov de la courbe C, et il 
correspond à ces points, sur la courbe C', des points ayant la même 
multiplicité et des tangentes distinctes. En un point simple de la 
courbe G situé sur cette jacobienne, il n’y a pas contact de la courbe C 
et des cubiques passant par ce point et par O,, Af, A2, ..., Afi. Ces 
points donneront des points simples de G'. Mais la courbe C possédera 
des points doubles ordinaires provenant des couples de points de C, 
en nombre oo», qui appartiennent, avec O,, A(, A2, ..., Ac, à des 
faisceaux de cubiques planes.

L’application répétée de ce raisonnement conduit au théorème de 
Bertini.

Le théorème de Bertini a été démontré de plusieurs manières, en 
faisant généralement intervenir une courbe gauche correspondant 
point par point à C. Mentionnons une démonstration de Yessiot [56], 
établie sans sortir du plan.

33. Opérations sur les systèmes linéaires. — Considérons deux 
systèmes linéaires irréductibles complets, j G, |, j C2 |, respectivement 
d’ordres /?,, n2. Le système linéaire complet formé par les courbes 
d’ordre n, «2, ayant en chaque point-base de [ Ct | et de [ C2 [ une 
multiplicité virtuelle égale à la somme des multiplicités des courbes Ci, 
C2 en ce point, est appelé somme des systèmes | G, |, ] C2 (, et est 
représenté par [G, + C21. Si m,, m-> sont respectivement les degrés 
des systèmes | Ct |, | C21, et si i est le nombre des points variables 
communs à une courbe G, et à une courbe C2, le degré (virtuel) du 
système | C, -j- C21 est m, + m2 ii.

En particulier, on pourra considérer les systèmes | aC|, [ 3G j, ..., 
double, triple, ..., d’un système donné.

Soient maintenant [ C j, | G11 deux systèmes linéaires complets. S’il 
existe un système linéaire complet | Cs | tel que toutes les courbes 
C, + C2 appartiennent (comme courbes totales) au système | C|, nous 
représenterons le système | C.21 par | C — C, |.

Nous conviendrons de dire que si deux courbes appartiennent, 
comme courbes totales, à un même système linéaire, elles sont linéai

32
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rement équivalentes. Si ces deux courbes sont G, F, nous écrirons

C = r.

Deux systèmes linéaires complets | C [, | F j 
lieu à l’égalité symbolique

I c J = I r i.

coïncidants, donneront

34. Systèmes jacobiens et systèmes adjoints. — Considérons un 
système linéaire complet j C | de dimension 2, et les jacobiennes 
de chaque réseau appartenant à | C j. Nous appellerons système jaco- 
bien | Cy | de | G ) le système linéaire complet de courbes d’ordre 3 (n — 1) 
se comportant, aux points-base de | C j, comme les jacobiennes des 
réseaux de courbes de ce système, n étant l’ordre des courbes G.

Cette définition appelle une remarque. Il pourrait exister, en dehors 
des points-base de j C |, des points communs à toutes les jacobiennes 
des réseaux de ce système. Par exemple, il peut exister un point lixe, 
en dehors des points-base de j G |, qui soit double pour oo'~2 courbes C, 
et un tel point appartient à toutes les jacobiennes des réseaux. 
D’après la définition de | Cy|, ces points doivent être considérés 
comme inexistants.

Soit [Fj un second système linéaire. Cherchons le système jaco- 
bien du système | G —f- T |. Pour cela, observons que parmi les réseaux 
appartenant, à ce système, se trouvent des réseaux formés d’une 
courbe F fixe et d’un réseau du système | C J. Soient

<f(xlt a-5, x3) — o, Xi/j (a?i, x2, x3) -t- X-ifi{x\, x-2, x3) -+- X3/3(^i, x3, x3) = o

les équations d’une courbe V et d’un réseau de courbes C. On vérifie 
aisément que l’équation de la jacobienne

9/21 <p/i ) _ Q 

ô(x\, x3, x3)

du réseau de | C + T | se réduit à

à(ft, ft.fj)

On a donc

et si [ F | est au moins oo2,

' à(Xi, x3, x3)

(G -t- r ) j ^ c j -t- 3 r,

l
cy+3r = ry+3C.
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On appelle système adjoint du système [ G j le système 

| Ca j = I Gy 2 C |.

Si ce système existe, il est d’ordre n — 3.
Lorsque le système | T j est oc'2 au moins, nous avons

Ca -t- r = ra-f- c.

Nous utiliserons cette égalité symbolique pour définir le système 
adjoint à un système j T | de dimension i ou o. Dans tous les cas, le 
système adjoint a l’ordre égal à l’ordre du système donné, diminué de 
3 unités.

Le système jacobien, et par suite le système adjoint d’un système 
linéaire peuvent avoir des composantes fixes (courbes fondamentales 
du système linéaire); ces systèmes jacobien et adjoint, débarrassés 
de ces composantes fixes, seront appelés systèmes jacobien et 
adjoint purs.

Si deux systèmes linéaires sont birationnéllement équivalents, il en 
est de même de leurs jacobiens purs, car une courbe ayant un point 
double est transformée en une courbe ayant aussi un point double 
au point correspondant. Il en est de même des systèmes adjoints 
purs.

Etant donné le système linéaire complet | C |, nous avons défini son 
système adjoint pur |C'j. Le système adjoint pur | C" j à | C'| sera 
appelé le second adjoint pur de jCJ. Et l’on définira de même 
les 3e, 4e, ... systèmes adjoints purs | C"'|, | C"" |, .. . de | C |. On a le 
résultat fondamental suivant : Si deux systèmes linéaires sont bira- 
tionnellement équivalents, il en est de même de leurs adjoints 
purs successifs.

Ce théorème a été énoncé pour la première fois par S. Kantor f 331 ; 
la méthode que nous avons utilisée pour l’établir est due à Enriques [20], 
qui l’a employée dans le cas plus général des surfaces algébriques.

33. Caractères d’un système linéaire. — Nous avons considéré plus 
haut l’ordre, le degré et la dimension d’un système linéaire com
plet. L’ordre est un caractère projectif, car deux courbes biration- 
nellement équivalentes n’ont pas, en général, le même ordre. Par 
contre, la dimension et le degré sont des caractères invariants pour 
les transformations biradonnelles.
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D’une manière générale, si deux courbes variables sont soumises à 
une transformation birationnelle, le nombre des points variables 
communs aux deux courbes reste le même après la transformation. 
11 en résulte que le nombre de points variables communs à la courbe 
générique d’un système linéaire et aux courbes du système adjoint 
pur est invariant vis-à-vis des transformations birationnelles. Pour 
évaluer ce nombre, supposons le système linéaire transformé bira- 
tionnellement en un système |C|, d’ordre n, n’ayant que des points 
multiples d’ordres st, s2, ..., av, ordinaires et à tangentes variables 
comme points-base. Le nombre des points variables communs à une 
courbe C et à une courbe du système adjoint est donné par

n(n — 3) — st(5i — i) — Sî(s2 — i) —... — SvOv — 0-

Les jacobiennes passant 3a — i fois par un point-base ordinaire 
,ç-uple, les adjointes passent 5 — i fois par ce point. Le nombre trouvé 
donne également le nombre de points variables communs à une 
courbe C et à une courbe de l’adjoint pur; ce nombre est pair et sera 
représenté par 2x — 2. On a alors

x = 1 (n — i)(« — 2) — ~ — 1) —. .^ sv(sv-i)>

et x est le genre des courbes C. On dira que x est le genre du 
système | C J.

Le système adjoint pur d’un système linéaire du genre x découpe 
donc, sur une courbe de ce système, la série canonique de
dimension x— 1. Gomme les courbes adjointes, d’ordre n — 3, ne 
peuvent contenir des courbes C, d’ordre n, la dimension du système 
adjoint pur est x — 1. On en conclut aisément que le système adjoint 
est régulier.

La série linéaire découpée sur une courbe d’un système linéaire de 
degré m et de dimension r porte le nom de série caractéristique gr~' 
du système.

Remarquons que, pour un système linéaire oo' au moins de courbes 
rationnelles (x = o), les courbes adjointes n’existent pas. Pour un 
système linéaire oo2 au moins de courbes elliptiques (x = 1), il 
existe une seule courbe adjointe qui ne rencontre pas les courbes du 
système en dehors des points-base.
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36. Systèmes linéaires de genre donné et d’ordre minimum. —
Étant donnée une famille de systèmes linéaires complets et irréduc
tibles, on peut se proposer de prendre, pour modèle projectif de la 
famille, le système d’ordre minimum. Cependant, le nombre de sys
tèmes linéaires d’ordre minimum et de genre donné tt, birationnel- 
lement distincts, croît rapidement avec le genre, et la recherche de 
ces systèmes n’a été faite que pour tt = o, i, 2, 3 et pour les sysLèmes 
dont les courbes sont hyperelliptiques. Trois méthodes ont été sur
tout utilisées : une méthode arithmétique analogue à celle qui a été 
employée par Nœther pour établir la composition des transformations 
birationnelles au moyen de transformations quadratiques ; une méthode 
basée sur la considération des systèmes adjoints successifs et sur 
l’emploi des transformations de Jonquières ; enfin une méthode con
sistant à rechercher les surfaces rationnelles projectivement dis
tinctes.

Considérons un système linéaire j Cj, de degré m, de genre u, de 
dimension irréductible. Soient 0|, 02, ..., Ov ses points-base, 
distincts ou infiniment voisins; s,, s-2, ..., sv leurs multiplicités 
respectives. On a, n étant l’ordre des courbes C,

(1) ■+- $2-4-,..+ = ««— m,
( 2 ) -t- S2 -t- . . . -t- S2 — 3 n -h 2 ("Il — l) — TH.

Supposons pour un instant que les points-base de | C | soient ordi
naires (distincts et à tangentes variables). Ceci n’est pas une restric
tion puisque l’on peut trouver de tels systèmes dans toute famille 
considérée. On a alors

r — m — tt H- I -t- tu,

w étant la surabondance du système (caractère invariant pour les 
transformations birationnelles).

Observons que par m — points, passent oo1 courbes C, ayant
en commun na points; par suite,

s(+j]+...+ «3 + m — ■k -H a» < n2,

d’où ail7t. La surabondance d'un système linéaire de genre tt est 
au plus égale à tt. On peut observer de plus que si ni )> 2 7t — 2, la 
série caractéristique est non spéciale et a par suite la dimension

r — 1 — m — 71
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(théorème de Riemann-Roch sur une courbe algébrique). Par consé
quent, si dans un système linéaire on a ni >2ir— 2, le système est 
régulier (a> =0).

Cela établi, nous allons indiquer en quoi consistent les méthodes de 
recherche des systèmes linéaires d’ordre minimum.

a. Méthode arithmétique. — Cette méthode consiste dans la 
résolution des équations indéterminées (1) et (2). On commence par 
considérer le cas où les trois points-base ayant les plus grandes mul
tiplicités O,, 02, 0;i, par exemple, donnent

(3) ^1 -f- $2 n ,

et par rechercher les systèmes linéaires possédant cette propriété et 
dont l’ordre ne peut être abaissé par une transformation quadratique 
ayant O,, 02, 03 comme points fondamentaux. On recherche ensuite 
les solutions des équations (1) et (2), en supposant que la somme de 
trois nombres s est au plus égale à n, ou en supposant v = o, 1, 2. Il 
reste alors à examiner quelles sont les solutions arithmétiques don
nant des solutions géométriques.

Cette méthode a été utilisée par Guccia [27] dans le cas tz — o, par 
Bertini [1] et Guccia [27] dans le cas n = 1, par Martinetti [37] et 
de Franchis [13] dans le cas tc = 2. Jung [32] a considéré le cas 
général et appliqué ses résultats lorsque ti^3. Tout récemment, 
Nencini [40] a repris la question et a obtenu un résultat général pour 
les systèmes dont l’ordre ne peut être abaissé et qui donnent lieu à 
l’inégalité (3), Valdes Franciosi [00] a traité le problème en uti
lisant les transformations de Jonquières.

b. Utilisation des adjointes successives. — Ce procédé a pour base 
la démonstration du théorème de Nœther donnée par Castelnuovo [8], 
et a été appliqué par Ferretti [23] aux systèmes de genre tt = o, 1,2.

Le théorème fondamental de la méthode est le suivant : si le 
système | C | a l’ordre minimum et s’il possède des courbes adjointes 
d’indice h, mais non des courbes adjointes d’indice supérieur, on a, 
soit

né3k -t- 2,

soit au moins un point-base de multiplicité n—2k ■— 1 ou n — ik. 
Ce théorème se démontre par l’absurde. On montre que si n est

37
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minimum et supérieur à 3k + 2, et si les points-base sont au plus 
d’ordre n — 2k— 2, il existe une transformation de Jonquières qui 
abaisse l’ordre du système.

L’application de ce théorème aux systèmes linéaires de genre o et 
de dimension r > o et aux systèmes linéaires de genre 1 et de dimen
sion r ^> 1 est immédiate, car les premiers sont dépourvus d’ad
jointes (^ = 0), et les seconds sont dépourvus d’adjointes d’indice 
supérieur à l’unité (£ = 1).

Pour les systèmes linéaires de genre n>i et qui sont réguliers, on 
utilise le résultat suivant : si l’on a

~ air — 1m^zr. — 2-1------- -—,k

les adjointes d’indice supérieur à k ne peuvent exister. On le démontre 
en observant que les adjointes d’ordre i +1 découpent, sur les 
courbes G, des groupes formés de points dont le nombre est inférieur 
de m— 2(tc—i) à celui des points des groupes découpés sur les 
courbes C par les adjointes d’indice i, et en utilisant la relation

r = m — 7c -t- 1.

c. Emploi des surfaces rationnelles. — Supposons /•> 3, et rap
portons projectivement les courbes C aux liyperplans d’un espace 
linéaire S,, à r dimensions. Nous obtenons une surface F représen
table point par point sur le plan du système |C|, c’est-à-dire une 
surface rationnelle. 11 est clair que les surfaces de S,., qui représentent 
deux systèmes linéaires complets de dimension r, birationnellement 
équivalents, sont projectivement équivalentes, c’est-à-dire peuvent se 
déduire l’une de l’autre par une transformation projective de Sr. 
L’étude des systèmes linéaires de courbes du plan revient donc à 
celle des surfaces F. Cette remarque, faite par Segre [51 |, a été uti
lisée par Castelnuovo [5], pour l’étude des systèmes linéaires de 
courbes hyperelliptiques et des systèmes linéaires de genre 3. Dans 
le cas des systèmes linéaires de genre zéro, l’observation de Segre 
avait été faite auparavant par Picard [45], qui a déterminé les sur
faces dont les sections planes sont rationnelles par une méthode dis
tincte de celles qui sont mentionnées ici. ( Voir à ce sujet le Traité 
d’Analyse de ce géomètre, t. 11.)

Une surface F, de Sr, à sections hyperplanes de genre tt, qui repré
sente le système linéaire j G |, peut être multiple. Dans ce cas, les
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courbes C passant par un point générique du plan passent en consé
quence par p. —• i autres points. Le degré est multiple de ja, et il 
existe dans le plan un ensemble de <x>- groupes de ia points tels qu’un 
point du plan détermine le groupe auquel il appartient. Un tel 
ensemble est appelé involution d’ordre et l’on dit que |C est 
composé au moyen de cette involution. Deux courbes C ont en coin-

muu 77 groupes de l’involution, et la surface F est une surface
r

d’ordre - comptée u fois, possédant des points de diramation (en

général en nombre ce1'), c’est-à-dire des points de passage d’une à 
1 autre des ia surfaces formant F. Ces points de diramation corres
pondent aux points du plan qui comptent pour plus d'un point dans 
les groupes de l’involution auxquels ils appartiennent.

Deux systèmes linéaires birationnellement distincts peuvent donner 
naissance à deux surfaces dont l’une soit un cas particulier de l’autre. 
Nous en verrons plus loin un exemple. Il y a là une difliculté. d’ap
plication de la méthode.

3/. Systèmes linéaires de genre 0 et de genre 1. — Des travaux 
qui viennent d’être cités, relevons les résultats suivants qui nous 
seront ul des.

7 out système linéaire complet, oo1 au moins, de genre zéro, est 
birationnellement équivalent à un des systèmes suivants :

i° Réseau des droites du plan (m = i, /• == a);
2° Faisceau de droites (ni = o, r — i);
3° Système linéaire des coniques du plan (m = 4, r = 5) ;
4° Système linéaire de courbes d'ordre n ayant un point-base 

(n— i)-uple avec X tangentes fixes(o<\l4n — i) (m — in — X — î, 

/■= 2 n — X) ;
o° Système linéaire de courbes d'ordre n ayant un point- 

base ( zi — î)-uple à tangentes variables et un point-base simple à 
distance finie du premier (m = in — 2, r = in — 1).

En rapportant projectivement les courbes du troisième système 
aux byperplans d’un espace S5, on obtient la surface de Véronèse. 
Aux deux derniers systèmes, correspondent des surfaces réglées 
d’ordre r — 1 de Sr, et l’on a un exemple de surfaces dont les cas

^9
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particuliers donnent des systèmes linéaires birationnellement 
distincts.

Tout système linéaire complet, ce' au moins, de genre un, est 
birationnellement équivalent à un des systèmes suivants :

i° Faisceau de courbes d'ordre 3 n ayante) points-base n-uples, 
situés sur une cubique (m — o, r — î) ;

2° Systèmes linéaires de cubiques ayant X points-base simples 
(o<X< 7) distincts ou infiniment voisins (m = q — X, r — q — X) ;

3° Systèmes linéaires de quartiques ayant 2 points doubles 
distincts ou infiniment voisins (m = 8, r = 8).

Les faisceaux de courbes elliptiques d’ordre 3n, ayant 9 points- 
bases /t-uples, sont appelés faisceaux de Halphen [30], du nom du 
géomètre qui a démontré leur existence. Ce sont des systèmes sura
bondants.

38. Transformations birationnelles cycliques. — Une transfor
mation Irrationnelle T du plan en lui-même telle que T P soit l’iden
tité est dite cyclique de période p si p est le plus petit entier positif 
donnant lieu à cette identité. Bertini [1] dans le cas p — 2, et 
Kantor [33] dans le cas général, ont déterminé les types biration
nellement distincts de ces transformations.

Soit | C! | un système linéaire quelconque. Les transformations T, 
TJ, ..., Tp~' lui font correspondre des systèmes linéaires |C2|, 
| C31, ..., | Cp I, et le système complet

I C 1 = | Ci -4- Cj -h...-+- C^|

est transformé en lui-même par T, c’est-à-dire que T transforme une 
courbe de |C[ en une courbe de jCj, distincte ou non de la pre
mière.

Le système | C j étant transformé en lui-même par T, il en est de 
même de ses adjoints purs successifs, et en particulier du système 
adjoint pur d’indice le plus élevé. Ce dernier système ne peut être 
qu’un système linéaire de genre o ou de genre 1, et par suite, par 
une transformation birationnelle, on peut ramener une transfor
mation cyclique à une autre de même période, transformant en lui- 
même un des systèmes linéaires de genre o ou 1 énumérés plus 
haut.

4°
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Si une transformation périodique T transforme en lui-même le 
réseau des droites ou le système oo5 des coniques du plan, c’est 
nécessairement une homographie périodique.

Si celte transformation laisse invariant un système linéaire de 
courbes d’ordre n ayant un point (n — i)-uple O, elle transforme en 
lui-même le faisceau des droites de sommet O, et cette transfor
mation est nécessairement du type de Jonquières.

Supposons maintenant que cette transformation laisse invariant un 
système linéaire de courbes elliptiques. Nous allons tout d’abord 
montrer que ce ne peut être un faisceau de Halphen de courbes 
d’ordre 3/ï>3. Pour cela nous prouverons qu’un tel faisceau ne 
peut être un système adjoint. Supposons, si c’est possible, qu’un 
système linéaire j C j de courbes d’ordre 3 (/i —|— i) ait comme adjoint 
pur | C' J un faisceau de Halphen d’ordre 3 n, ayant p points-base Oi, 
CL, ..., 09 multiple d’ordre n. Nous pouvons supposer | C| irréduc
tible. Le système adjoint à | C étant oo1, | G j est de genre tz = i. 11 
en résulte que | C | ne peut avoir la multiplicité n + i en chacun des 
points-base O,, 02, ..., 09, car alors les courbes C seraient ellip
tiques. Il faut donc que jC| ait 8 points-base (n + i)-uples 0|, 
CL, ..., CL et un point-base /i-uple 09 (auquel peuvent être infini
ment voisins des points multiples). Mais alors les courbes C' ren
contrent les courbes G en n points variables, et puisque—=2, on 
doit avoir /i = 2. Dans ce cas, les courbes C, de genre 2, ont un 
point double en 09, et à ce point doit être infiniment voisin un 
second point double. Mais cela est impossible, car le degré de | G | 
serait l’unité, et les courbes C seraient rationnelles. Un faisceau de 
Halpl îen d’ordre 3/r>3 ne peut donc être l’adjoint d’un système 
linéaire.

Si une transformation périodicjue laisse invariant un faisceau de 
Halphen, c’est donc nécessairement un faisceau de cubiques, et 
celui-ci est l’adjoint d’un système linéaire oo3 de sextiques ayant 
8 points-bases doubles, et par suite de genre 2. La transformation 
doit laisser ce système invariant.

Si une transformation périodique laisse invariant un système 
linéaire de cubiques passant par X = o, 1 ou 2 points, c’est une homo
graphie, car dans le cas où X = o, elle laisse invariant le réseau des 
droites comptées trois fois, et lorsque X = 1 ou 2, elle laisse invariant 
le réseau des droites comptées deux fois.

4 l
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Supposons enfin qu’une transformation périodique laisse invariant 
le système des quartiques ayant deux points doubles 0|, 02. Si 02 est 
infiniment voisin de O,, la transformation change en lui-même le 
faisceau de droites de sommet O,. Dans tous les cas, les coniques 
passant par O,, 02 forment un système invariant, et la transfor
mation est une homographie ou une transformation quadratique. 
Dans cette dernière alternative, les points O,, 02 sont fondamentaux, 
et la transformation laisse invariant, si 0| et 02 sont distincts, cha
cun des faisceaux de droites de sommets O,, 02, ou elle les permute 
entre eux. Si cette permutation se présente, en soumettant la trans
formation à une homographie échangeant entre elles les droites 
par O, et 02, on est ramené à une transformation (birationnel- 
lement équivalente) laissant invariant chacun des faisceaux de som
mets 0| , 0.2.

En résumé : Une transformation birationnelle cyclique du plan 
est birationnellement équivalente à :

i° Une homographie périodique ;
i° Une transformation de Jonquières laissant invariant un 

faisceau de droites ;
3° Une transformation laissant invariant le système des 

cubiques passant par 3, 4) 3, 6 om 7 points ;
4° Une transformation laissant invariant le système des 

sextiques de genre a ayant 8 points-base doubles.

Kantor [33], et après lui, d’une manière plus rigoureuse, Wiman[57J 
ont déduit de ce théorème les divers types de transformations cycliques 
birationnellement distincts. Nous allons poursuivre le raisonnement 
pour p — 2 et retrouver ainsi, par une voie différente, les résultats de 
Bertini.

39. Transformations birationnelles involutives. — Commençons 
par considérer le cas où une transformation birationnelle T, involu- 
tive (c’est-à-dire de période 2), laisse invariant le système |C| des 
cubiques passant par 7 points Cfi, 02, ..., Ox (2 <X< 8). Nous 
écarterons a priori le cas où T est une homographie.

Si T transforme en elle-même toute courbe C, le degré de | C [ doit 
être pair, ce qui écarte les cas \ — 4 et ~k = 6.

\ 2
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Si X = 6, j G | est de dimension r = 3. Rapportons projectivement 
les courbes G aux plans d’un espace S3; nous obtenons une surface 
cubique F représentable point par point sur le plan et à la transfor
mation T correspond une homographie involutive de S3 transfor
mant F en elle-même. Si cette homographie est biaxiale, un des axes 
doil appartenir à F, et il existe, dans le plan de |C|, un faisceau de 
droites ou un faisceau de courbes rationnelles transformé en lui- 
même par T (ces deux cas sont d’ailleurs birationnellement équi
valents). Si l’homographie de S3 est une limnologie, le centre de 
cette homologie doit appartenir à F, et il existe un système linéaire 
de courbes C, passant par un septième point, transformé en lui-même 
par T ; on est alors ramené au cas X = 7.

Le cas X = 4 se traite comme le précédent X = 6.
Examinons le cas X = 3. Les droites et les coniques passant 

par 0|, 02, 03 forment des courbes C, par suite T fait correspondre 
aux droites les coniques circonscrites à un triangle et est donc une 
transformation quadratique. Les faisceaux de droites de sommet O,, 
02, 0:, sont transformés en eux-mêmes par T.

Supposons X = 5. Les droites du plan et la conique déterminée 
par 0|, CL, 03, 0.i, 05 forment des courbes G. T n’étant pas une 
homographie, fait correspondre aux droites du plan les coniques 
passant par trois des points-base, par exemple, O,, 02, 03, et à la 
conique passant par les 5 points correspond alors la droite 0405. 
T est donc une transformation quadratique et change en eux-mêmes 
les faisceaux de droites de sommets 0(, CL, 03.

Reste le cas X = 7. | G est alors un réseau, et les couples de points 
correspondants par T sont les points qui, avec les 7 points-base, sont 
communs à toutes les courbes C d’un faisceau.

Supposons enfin que la transformation T laisse invariant le sys
tème JC] des sextiques de genre 2 ayant huit points-base doubles. 
Soit | C'| le système adjoint. Par un point P passe une courbe C' 
et co- courbes G qui rencontrent encore la courbe G' en un point en 
dehors des points-base et de P. Ce point doit être (ixe puisque G’ est 
elliptique. Par suite, les courbes C passant par un point passent 
nécessairement par un second point, et ces couples de points sont 
nécessairement les couples de points que T fait correspondre l’un 
à l’autre.

En remarquant enfin que si une homographie est involutive, c’est
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une homologie harmonique, nous pourrons énoncer le théorème 
suivant :

Toute transformation birationnelle involutive du plan est 
birationnellement équivalente à :

i° Une homologie harmonique ;
2° Une transformation laissant invariant un faisceau de droites 

( transformation de Jonquières);
3° Une transformation dont les couples de points correspon

dants sont donnés par les intersections variables des cubiques 
passant par sept points fixes;

4° Une transformation dont les couples de points correspon
dants donnent une condition simple pour les sextiques ayant 
huit points doubles fixes.

On remarquera que, dans cet énoncé, une transformation quadra
tique est considérée comme cas particulier d’une transformation de 
Jonquières.

40. Involutions planes. — Nous avons défini plus haut une invo
lution plane comme un ensemble de go2 groupes de n points tel que, 
en général, un point du plan appartienne à un seul groupe. Le 
nombre n est Vordre de l’involution. Il y aura généralement des 
points exceptionnels, en nombre fini, appartenant à go1 groupes 
d’une involution, les autres points de ces oo1 groupes engendrant des 
courbes, mais quelques-uns pouvant d’ailleurs, être fixes. Ces points 
exceptionnels sont appelés points fondamentaux, les courbes cor
respondantes fondamentales. L’ordre d’une courbe fondamentale est 
l’ordre du point fondamental correspondant. Il y a en général un 
certain nombre de groupes d’une involution ayant 2 points sur 
une droite, ce nombre est la classe de l’involution (caractère 
projectif).

Une transformation cyclique de période p ^engendre une invo
lution (cyclique) d’ordre p, chaque groupe contenant les trans
formés d’un quelconque de ses points au moyen des diverses puis
sances de la transformation.

On n’a pas déterminé les types birationnellement distincts 
d’involutions planes d’ordre n, mais Castelnuovo [7] a établi à
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leur sujet un théorème important : Toute involution plane est 
rationnelle (c’est-à-dire représentable groupe par point sur un 
plan). Nous indiquerons rapidement en quoi consiste la démons

tration.
Considérons une involution plane d’ordre n et de classe v. Il existe 

en général oo' points formant une courbe algébrique en chacun 
desquels deux points d’un même groupe de l’involution sont infini
ment voisins; ce sont les points de coïncidence, et leur lieu est la 
courbe de coïncidence de 1 involution. Soit p. 1 ordre de cette 

courbe.
Les ii — i points qui, avec chaque point d une droite d, foiment 

des groupes de l’involution, appartiennent à une courbe D. Les 
courbes of + D appartiennent totalement à un système linéaire com
plet | C | composé au moyen de l’involution, et =o3 au moins. Si r est 
la dimension du système complet |C], en rapportant projectivement 
les courbes C aux hyperplans d’un espace S,., on obtient une sur
face <Ii, image de l’involution. La surface <t> est d’ordre m — i'‘ + p+ i, 
ses. sections hyperplanes ont le genre it = v et l’on a r = v + p+ 2. 
Castelnuovo démontre, en outre, que les sections hyperplanes de <b 
découpent, sur l’une d’entre elles, une série complète, d’où la ratio
nalité de la surface <b. Cette question est du domaine de la théorie 
des surfaces algébriques; cependant les résultats de Castelnuovo 
peuvent conduire à une classification des involutions planes, classifi
cation projective basée sur les diverses valeurs de la classe v. Cette 
classification a été faite, par cette voie, pour les premières valeurs 

de v, par Ferretti [24].

LES TRANSFORMATIONS RI RATIONNELLES DU PLAN

YI. — Groupes continus finis de transformations rirationnelles.

41. Classification des groupes continus. — Suivant Lie, on appelle 
groupe continu (ini de transformations birationnelles un ensemble 
continu de transformations, dépendant d’un nombre fini de para

mètres et tel que :
i° Le produit de deux transformations de l’ensemble soit encore 

une transformation de l’ensemble ;
20 La transformation inverse d’une transformation de 1 ensemble 

appartienne à l’ensemble (l’identité est donc une transformation de 

l’ensemble).
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Soit (| un groupe continu Uni de transformations birationnelles du 
plan, dépendant de l paramètres. La transformation générique du 
groupe sera d un certain ordre qui ne pourra s’abaisser que pour des 
transformations particulières.

Si 1 on applique toutes les transformations du groupe (/aux courbes 
d’un système linéaire de dimension au moins égale à l’unité, on 
obtiendra un système continu de courbes d’un certain ordre //, en 
général non linéaire, transformé en lui-même par ces transformations 
(corps du groupe (j). Les courbes de ce système appartiennent, 
comme courbes totales, à un système linéaire j Gj, d’ordre /i, trans
formé en lui-même par les transformations de Ç.

Les systèmes adjoints purs successifs de | G | sont également trans
formés en eux-mêmes parles transformations de (/, et par conséquent, 
ces transformations laisseront invariant un système linéaire complet 
de courbes rationnelles ou elliptiques, dernier adjoint de |C|. Il en 
résulte que le groupe est birationnellement éq uivalent à un groupe (j, 
dont les transformations laissent invariant un système linéaire | C, | 
complet, de genre o ou de genre i, d’ordre minimum. On est donc 
conduit à reprendre la discussion faite à propos des transformations 
birationnelles cycliques, mais ici il sera possible de préciser davan
tage.

Si G, est le réseau des droites ou le système oo5 de coniques du 
plan, les transformations du groupe (/, sont nécessairement des 
homographies.

Supposons ! C, j formé des courbes d’ordre n ayant un point 
(n O-uple O, (à tangentes variables) et un point simple CL, à 
distance finie de O,. Parmi les courbes C| se trouvent' les courbes 
formées de la droite O, CL et d’une droite passant par 0| , comptée 

n 1 f°is ! comme il n’existe aucun autre système analogue dans | C| J 
à celui formé par ces droites, le faisceau de droites de sommet 0, est 
transformé en lui-même par les transformations de (j. De même, le 
faisceau de droites de sommet CL est transformé en lui-même par ces 
transformations, et il en est de même par conséquent du système des 
coniques passant par O,, CL. Çt est formé par suite de transforma
tions quadratiques.

Supposons maintenant que j Ci | soit formé des courbes d’ordre n 
ayant un point (n i)-uple O, et \ tangentes fixes en ce point 
(O = XS n— i). Ce système est de dimension in — 1. Le faisceau de
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droites de sommets O, est invariant pour les transformations de (jV 
Supposons \<^n — 1. Les courbes C, devant contenir une droite 
passant par O, sont en nombre oo'2"_A-2 et comprennent des courbes 
d’ordre n -— i ayant la multiplicité n — 2 et X tangentes fixes en O,. 
Ces courbes forment un système linéaire invariant pour les transfor
mations de Çj',. Si X-<«— 2, le raisonnement précédent peut être 
repris, et l’on parviendra finalement, dans tous les cas, à un système 
linéaire de courbes d’ordre X -+- 1 ayant la multiplicité X et X tan
gentes fixes en 0|, invariant pour les transformations de £j’t.

Le cas où [ G, | est un faisceau de droites rentre dans un des deux 
derniers cas précédents, car alors les transformations de ty, sont du 
type de Jonquières.

Si le système j G( | est formé de quartiques ayant deux points-base 
doubles O,, 02, distincts ou infiniment voisins, le système des 
coniques passant par ces deux points est invariant pour les transfor
mations de Ç,, et ce groupe est formé de transformations quadra
tiques. De plus, les transformations de (f, laissent invariant chacun 
des faisceaux de droites de sommet Oi ou 02.

Il nous reste à examiner le cas où | C, J est constitué par les cubiques 
passant par X points O,, 02, ..., Ox(X = 3, 4> . .., 7, 9), puisque 
nous avons vu que le système adjoint | C( | ne pouvait être un faisceau 
de Halphen d’ordre supérieur à 3 et que, d’autre part, pour un système 
de cubiques planes ayant o, 1 ou 2 points-base, les transformations 
laissant un tel système invariant sont des homographies.

Considérons les coniques T passant par les points-base O,, 02. 
Une transformation générique du groupe transforme les coniques T 
en des courbes T' d’ordre p' passant s,, s2, . . ., sx fois respectivement 
par les points ü|, 02, . . ., Ox et sx+u • ■ - , .sv fois par certains points 
fixes Ox+.|, ..., Ov. Les courbes T' doivent rencontrer, comme les 
coniques T, les courbes C en quaLre points variables; de plus, les 
courbes F' doivent être rationnelles et former un système de degré 2. 
En exprimant ces diverses conditions, on trouve

S \ s2 H—. • • -t- — 3 [X — 4,

5 ^ -t- S 2 -H . . . -t- 5 ^ -— ( S j -I— S 9 -t- • . . -H SX “t- ■’), : 1 ”t* • . . “H Sy) = — 3 [J. -4- 2,

S J -t- s2 -t- . . . -t- S* = [J.® — 2.

On en déduit immédiatement «x+t = • • • = Sy = 0. Les courbes T' 
n’ont donc pas de point fixe en dehors des points-base de jCjJ. Le
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système | F'j est complètement déterminé par les points-base, et 
lorsque la transformation considérée du groupe (j t varie d une manière 
continue dans ce groupe, les nombres s,, s,, s, ne peuvent varier. 
En particulier, si 1 on soumet les coniques T à la transformation iden
tique, qui fait partie de Çj,, les courbes T' coïncident avec ces coniques. 
On aura donc st = s2 = i, s3 — ... = s\ = o, et les transformations 
de g, laissent donc invariant le système ) T j. 11 en résulte que (J, es! 
formé de transformations quadratiques. On déduit de même que les 
faisceaux de droites de sommets Ot, C)2 sont chacun invariant, pour 
les transformations de (j,.

En résumé : Tout groupe continu fini de transformations bira- 
tionnelles du plan est birationnellement équivalent à :

i° Un groupe d’homographies;
2" Un groupe de transformations quadratiques laissant inva

riants deux faisceaux de droites ;
3° Un groupe de transformations de Joncjuières laissant inva

riant le système des courbés d’ordre n ayant un point(n — i )-uple 
à tangentes fixes.

1-. Relations entre les groupes de transformations birationnelles 
et les groupes d’homographies hyperspatiales. — Les deux derniers 
groupes obtenus correspondent à des groupes d’homographies hyper- 
spaLiales transformant en elles-mêmes certaines surfaces rationnelles.

Considérons le second groupe, et soient O,, 02 les sommets des 
faisceaux de droites invariants (nous pouvons supposer ces points 
distincts, car s’ils étaient infiniment x'oisins, on aurait un groupe de 
la troisième catégorie pour n — 2). Les transformations du groupe 
laissent invariant le système des coniques passant par 0M 02. En 
rapportant projectivement ces coniques aux plans d’un espace S3, on 
obtient une quadrique Q (non conique), et aux transformations du 
groupe correspondent des homographies de S3 laissant cette quadrique 
invariante. De plus, ces homographies laissent invariant chaque 
système de génératrices. Un groupe formé par ces homographies 
dépend au plus de 6 paramètres.

Considérons le troisième groupe. En rapportant projectivement les 
oo'i+l courbes d’ordre n ayant un point (n — i)-uple à tangentes fixes, 
aux hyperplans d’un espace linéaire S/i+) à n1 dimensions, on 
obtient un cône F„ d’ordre n. Aux transformations laissant invariant
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le système formé par ces courbes correspondent des homographies 
de S„+, laissant le cône F„ invariant. Chacune de ces homographies 
possède le sommet du cône comme élément uni. L hyperplan uni 
opposé à ce point rencontre le cône suivant une courbe transformée 
en elle-même, ce qui peut être faitde co3 manières. Les homographies 
considérées dépendent de n 4- 5 paramètres.

Tout groupe continu fini de transformations birationnelles du 
plan est birationnelle nient équivalent ;

i° Au groupe Cj8, oo8 des homographies planes ;
2° Au groupe ca" des transformations quadratiques laissant 

deux points fixes (et laissant invariant chacun des faisceaux de 
droites ayant l'un de ces points pour sommet);

3° Au proupe oo'i+5 des transformations de Jonqw’ères
laissant invariant le système co"+1 des courbes d'ordre n ayant un 
point (n — i)-uple à tangentes fixes;

Ou à un des sous-groupes des précédents.
Le groupe (]„ correspond au grouoe des homographies de S:J 

transfor niant en elle-même une q uadrique et chacun de ses 
systèmes de génératrices.

Le groupe (bi+5 correspond au groupe des homographies de S„ hi 
transformant en lui-même un cône rationnel d'ordre n.

Ces théorèmes et les raisonnements qui y ont conduit sont dus à 

Enriques 1181.

43. Composition des groupes. — Le groupe total des homographies 
d’un espace linéaire quelconque, et en particulier le groupe total (j8 
des homographies du plan sont des groupes simples.

Le groupe (j„ des homographies de S3 transformant en elle-même 
une quadrique non conique Q et chacun des systèmes de génératrices 
rectilignes de cette quadrique, opère, sur un de ces systèmes de géné
ratrices, comme le groupe total des homographies binaires, qui 
est oo3. Le groupe possède donc deux sous-groupes invariants, 
formés d’homographies biaxiales. L’une de ces homographies a pour 
axes deux génératrices d’un même système de la quadrique Q et 
change en elle-même toute génératrice de l’autre système.

La composition du groupe (,'„+3 a été étudiée par Enriques [19] en 
considérant le groupe des homographies de reproduisant le
cône r„ d’ordre n de sommet O. Une de ces homographies, générale,
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possède le point O comme point uni. L’hyperplan uni opposé ne 
passe pas par O. Mais le groupe (j„+s contient oo”+1 homographies 
spéciales, possédant un point uni infiniment voisin de O, et pour 
lesquelles l’hjperplan uni opposé à O passe par ce point.

Le groupe Çjn+ 5 possède trois sous-groupes invariants :

ci. Un groupe Çju+i formé par les oo"+i homographies spéciales 
ayant un point uni infiniment voisin de O;

b. Un groupe g„+2 formé par les oon+- homologies générales de 
centre O (dont l’hyperplan uni ne passe pas par O);

c. 1 n groupe g//+i formé par les oo"+l homologies spéciales de 
centre O (dont l’hyperplan uni passe par O).

11 est facile de vérifier que ces sous-groupes sont invariants. De 
plus, les groupes Qh+a et gn+2 contiennent chacun le groupe gJ(+|? 
mais le groupe ((«+2 ne peut être contenu dans g„+4.

Le groupe g„+5 opère sur les génératrices du cône r„ comme le 
groupe co3 des homographies binaires. Ce dernier groupe est simple, 
et d’autre part, les homologies du groupe Cjll+2 laissent invariante 
chaque génératrice du cône ; il en résulte que le sous-groupe 
invariant (jre_|_2 ne saurait être contenu dans un sous-groupe inva
riant plus ample de gra+3 (autre que g„+5).

D un autre côté, s’il existait un sous-groupe invariant formé d’ho
mologies spéciales de centre O et distinct de g„+), il devrait exister 
un espace linéaire, de dimension inférieure à n-f-1, passant par O, 
invariant pour toutes les transformations de g^+g, ce qui est impos
sible.

Il résulte de tout ceci que les groupes g„.M, g„+2, g,;+) sont les 
seuls sous-groupes invariants de <y„+5.

Revenons maintenant aux transformations de Conquières du plan, 
et soit J C, I le système de courbes d’ordre n invariant pour les trans
formations du groupe, O, le point (n — i)-uple à tangentes fixes des 
courbes Ci. A une homographie générale du groupe gn+5 correspond 
une transformation de Conquières échangeant entre elles les droites 
passant par O, et ayant une courbe Ci invariante, non dégénérée en 
deux droites passant par O,. Lorsque l’homographie est spéciale, la 
courbe invariante G, se décompose en deux droites passant par O, 
(et comptées chacune un certain nombre de fois). Aux homologies 
générales et spéciales de g„+5 correspondent des transformations de
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Jonquières laissant invariante toute droite passant par Oi et possé
dant comme courbe invariante une courbe C| non dégénérée ou 
dégénérée en deux droites passant par O,.

On peut voir que le groupe Qn+s est holoédriquement isomorphe à 
un groupe d’affinités de S„T) de la manière suivante : Par dualité, il 
correspond au cône r„, considéré comme enveloppe, une courbe 
rationnelle normale I„ située dans 1 hyperplan de l’infini. Aux trans
formations de Çfii+s correspondent des homographies laissant inva
riante la courbe P',, et par suite, l’hyperplan de l’infini; ces homo
graphies sont donc des affinités, formant un sous-groupe du groupe 
affine. Une affinité donne, pour des volumes correspondants, un 
rapport constant. Les affinités appartenant au sous-groupe corres
pondant à (j„+* conservent les volumes ; celles qui correspondent aux 
homologies de (j„+2 et de Çjll+I sont les homothéties et les translations.

Les recherches d’Enriques sur le groupe (j,i+5 ont été poursuivies 
plus lard par Mohrmann [38].

44. Seconde méthode pour la classification des groupes continus.— 
Les résultats obtenus par Enriques ont été retrouvés par Fano [21], 
au moyen de raisonnements qui ont l’avantage de pouvoir être 
étendus aux problèmes analogues dans les espaces à un nombre 
quelconque de dimensions. Voici brièvement en quoi consiste la 
méthode de Fano.

Étant donné un groupe continu fini (J de transformations biration- 
nelles du plan, nous construirons un système linéaire j L | invariant 
pour les transformations de ij et oo3 au moins. En rapportant projec- 
tivement les courbes C aux hyperplans d’un espace linéaire Sr 
(/• étant la dimension de | C |), nous obtenons une surface rationnelle F. 
Au groupe correspond un groupe Ç' d’homographies de S,- con
servant F.

Supposons le groupe (j transitif et cok(k = 2). Il y a dans (j1 un 
sous-groupe oo*-2 dont les homographies laissent fixe un point donné 
de F, et ces homographies donnent un groupe projectif dans le 
faisceau des tangentes à la surface F en ce point. En utilisant les 
résultats de Lie, Fano montre que si ce groupe projectif dans le 
faisceau des tangentes est :

i° oo3, le groupe Q est birationnellement équivalent à un groupe co5 
au moins d’homographies planes ;

5l
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2° co2 (ou oc', mais formé alors d’homographies paraboliques), la 
surface F est birationnellement équivalente à un cône rationnel 
normal d un certain espace, et le groupe Cj à un groupe de transfor
mations de Jonquières (ou, en particulier, à un groupe d’homo
graphies laissant un point lixe) ;

•5° oo1 (mais formé, en général, d’homographies non paraboliques), 
la surface F contient un système oo1 d’indice deux de courbes ration
nelles. Si ce système se scinde en deux faisceaux, F se ramène bira
tionnellement à une quadrique, et Çj à un groupe de transformations 
quadratiques laissant deux points fixes. Dans le cas opposé, (J se 
ramène birationnellement à un groupe oo3 d’homographies planes 
laissant fixe une conique ;

4" co°, le groupe (/ est simplement transitif, et F contient un fais
ceau de courbes rationnelles, invariant par rapport au groupe (ces 
courbes sont les trajectoires d’un sous-groupe invariant oc1). Le 
groupe est birationnellement équivalent à un groupe de transfor
mations de Jonquières ou à un groupe de transformations quadra
tiques laissant deux points fixes.

Si maintenant le groupe (( est intransitif et n’est pas contenu dans 
un groupe transitif plus ample, il y aura sur la surface F un faisceau 
rationnel de courbes rationnelles invariantes pour les transformations 
du groupe. Le groupe Ç)’ se ramènera, par une transformation bira- 
tionnelle, à un groupe de transformations de Jonquières.

La détermination des groupes continus de transformations bira- 
tionnelles de l’espace, birationnellement distincts, a été faite par 
Enriques et Fano ( A/mali di Matemalica, 1897).
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