
Géométrie algébrique.

Sur une propriété des surfaces algébriques irrégulières 
contenant une involution régulière d’ordre deux,

par L. GODEAUX, professeur à l’Université de Liège.

Nous nous proposons de poursuivre, dans cette note, nos 
recherches sur les involutions régulières d’ordre deux, n’ayant 
qu’un nombre fini de points unis, appartenant à une surface 
algébrique irrégulière. Nous établissons le théorème suivant :

Si une surface algébrique irrégulière contient une involution 
régulière d'ordre deux, n’ayant qu’un nombre fini de points 
unis, elle est l’image d’une involution d’ordre deux, privée de 
points unis, appartenant à une surface algébrique de même 
irrégularité.

Nous utilisons, dans la démonstration de ce théorème, les 
résultats que nous avons obtenus antérieurement sur les corres
pondances (1, 2) entre deux surfaces algébriques (*), résultats 
que nous rappelons au début de cette note.

1. Soit F une surface algébrique d’irrégularité q > 0, dépour
vue de faisceau irrationnel de courbes, contenant une involution 
régulière I2, d’ordre deux, n’avant qu’un nombre fini de points 
unis (ou points de coïncidence). Nous désignerons par T la 
transformation biralionnelle de F en elle-même génératrice 
de I2, par <I> une surface image de cette involution, et nous 
supposerons les surfaces F, irréductibles.

(*) Mémoire sur les Surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini de points de 
diramation. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1914, pp. 289-312.) 
Sur les Involutions régulières d’ordre deux appartenant à une surface irrégulière. 
(Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 1924. pp. 434-446; 1925, pp. 37-47,157-166 )
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L. Godeaux. — Sur une propriété des surfaces algébriques, etc. 3

Dans nos travaux cités plus haut, nous avons obtenu les 
résultats suivants :

1° Le nombre de points unis de l’involution 12 ne peut être 
nul et est multiple de quatre. Nous le désignerons par 4a.

2° Les genres arithmétiques pa de F et 7t„ de <1> sont liés par 
la relation

pa = 2ua — a-f L

3° On peut construire, sur la surface F, un système continu, 
irréductible, complet, JCj, dépourvu de points-base, transformé 
en lui-même par T et jouissant des propriétés suivantes :

a) Le système jCj est formé de a;" systèmes linéaires.
b) Le système JCj contient 22" = 2/c -j- 2 systèmes linéaires 

|C0|, | Cd |, | C21, ..., |C2A+1|, transformés chacun en lui-même 
par T.

c) Chacun des systèmes linéaires | C0 j, | C41, ..., | C2/t+11 
contient deux systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de l’involution I2 et l’un au moins de ces 4k -j- 4 systèmes est 
dépourvu de points-base.

Nous désignerons par jCa|, |C,-2| les systèmes linéaires 
partiels composés au moyen de I2 et appartenant au système
10,1(1 = 0, 1,2,_, 2A: —J— I ); nous supposerons que le système
| C011 est dépourvu de points-base.

d) Le système |Ca| a pour points-base 4a,4 points unis de I2 
et le système |C,2| les 4a,2 = 4(a — aa) points unis restants. 
En particulier, on a, d’après l’hypothèse faite plus haut, a01 = 0 
et, par suite, a02 = a.

Si le diviseur de Severi a de <b est impair, les nombres a,,
(t = 1,2....... 2/c -j- 1) sont supérieurs à zéro et inférieurs à a.
De plus, deux des 4/c -(- 2 systèmes |CfI|, |C,-21 (i = 1,2, ..., 
2/c -j- 1) ne peuvent avoir les mêmes points-base.

Si le diviseur a- de <b est pair, il existera toujours, parmi les 
systèmes |Ca| ou |Cf2|, (i = 0, 1,2, ..., 2/c + 1), un second 
système ayant les mêmes points-base qu’un système choisi
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arbitrairement. Pour fixer les idées, nous supposerons que 
les systèmes |C;i|, |C*+i+11| (i = 0, 1, “2, .... k\ ont mêmes 
points-base et que, par suite, il en est de même des sys
tèmes |C,-j|,|C4+i+12|. En particulier, le système |Ct + 11| est 
dépourvu de points-base et le système |Ct+12j a comme 
points-base les 4a points unis de I2. Deux quelconques des 
systèmes j G±11, |C21|, .... jCtl| auront des points-base diffé
rents et les nombres an, a21, aki seront supérieurs à zéro 
et inférieurs à a.

4° Un second système continu complet et irréductible }C'{, 
formé de oof/ systèmes linéaires, transformé en lui-même par T 
et contenant un système linéaire partiel composé au moyen 
de I2 et n’ayant pas pour points-base des points unis de I2, se 
comporte vis-à-vis des points unis de I2 comme le système jC}. 
D’une manière précise, il y aura, dans le système |C'{, 
22a+1 = 4k -j- 4 systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de I2 et l’un quelconque de ces systèmes linéaires partiels aura 
pour points-base les points unis de I2 qui sont points-base pour 
l’un des systèmes |Cfl |, |C,-2 j (i = 0, 1,2, ...» 2/c —(— 1 ).

5° S’il existe sur F un système continu complet |C"j, 
transformé en lui-même par T et formé de x>" systèmes linéaires, 
et si, de plus, parmi les 2*17 systèmes linéaires de |C''J, trans
formés en eux-mêmes par T, il y en a un au moins qui contient 
deux systèmes linéaires partiels composés au moyen de I2, le 
système complet J2C"J contient un système linéaire partiel 
composé au moyen de I2 et n’ayant pas pour points-base des 
points unis de I2. 2 * * * * *

2. Désignons par p la dimension du système partiel |C01|.
En remplaçant éventuellement JCj par un de ses multiples
convenablement choisi, nous pouvons supposer p > 3. Cela
étant, rapportons projectivement les courbes C01 aux hyper-
plans d’un espace linéaire à p dimensions, S0; nous obtenons
ainsi, dans S0, une surface normale birationnellement identique
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à d>. Nous prendrons désormais cette surface comme modèle 
projectif de <ï> et nous continuerons à la désigner par <P.

Aux 4a points unis de I2 correspondent, sur <[>, 4a points 
doubles coniques. Chacun de ces points doubles est équivalent, 
au point de vue des transformations birationnelles, à une 
courbe rationnelle de degré — 2.

Si nous désignons par Y les sections hyperplanes de <b, par n 
l’ordre de cette surface, par n le genre des courbes f, les 
courbes C01, qui correspondent aux courbes F, et, par suite, 
les courbes C, ont le degré 2n et le genre 2u — 1.

Nous désignerons par T0 les courbes de <f> qui correspondent 
aux courbes C02 de F, par ra les courbes qui correspondent aux 
courbes Ca, enfin par fî2 celles qui correspondent aux 
courbes GtJ (i — 1, 2, ..., 2/c -f- 1). Les courbes f0 sont 
d’ordre n, de degré n — 2a, de genre n — a; elles forment un 
système linéaire complet j l'0 j et passent simplement par les 4a 
points doubles coniques de d». Si l’on désigne par A la somme 
des courbes rationnelles équivalentes à ces 4a points doubles, 
on a la relation fonctionnelle

2 r = 2 r0 + a.

Les courbes fa ont l’ordre n, le degré n — 2aa, le genre 
u — aa ; elles forment un système linéaire complet | fa | et 
passent, simplement, par les 4<xa points doubles coniques de d> 
qui correspondent aux points-base de j Ca |. Si l’on désigne 
par Aa la somme des courbes rationnelles équivalentes à ces 
4aa points doubles, on a

2 [ = 21 u -f- \ti.

De même, les courbes ont l’ordre n, le degré n — 2aa, 
le genre k — ai2, forment un système linéaire complet | fi21 et 
passent par 4a;2 points doubles coniques de <I>. Si l’on désigne 
par Aa la somme des courbes rationnelles équivalentes à ces 
points doubles, on a

2r = 2Ti2 + Aa.
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6 L. Godeaux. — Sur une propriété des surfaces algébriques

Parmi les hypersurfaces qui découpent, sur d>, le système 
|2T|, il y en a une qui touche la surface le long d’une 
courbe F0, F;1 ou r,-2.

3. Considérons le système continu complet J2CJ; il est 
irréductible et transformé en lui-même par T ; il contient donc 
22® = 2/c -|- 2 systèmes linéaires transformés chacun en lui- 
même par T. Le système |C,- -f- C,-| appartient au système }2Cj 
et est transformé en lui-même par T. Si l’on associe deux à deux 
les 2A: —|- 2 systèmes |C0|, | CA |,..., |C2t+1|, on obtient (2k -j- 2)s 
systèmes linéaires qui doivent coïncider avec les 2/c -)- 2 sys
tèmes linéaires de J2CJ transformés en eux-mêmes pari. Nous 
avons montré que l’un de ces systèmes est

| U0 i = | 2 C(i j = | 2 Ct | = • • • = | 2 (,2ft +, |

et que les autres systèmes sont

I Pi I = I c0 + Ct |, | U21 = | C„ -(- C21,..., | 1)..A + 11 = | C0 -f- C2„+11.

Observons que les systèmes

IQ + Col, | Q + C21,| Ci + C2)t+11

ne peuvent coïncider deux à deux et qu’ils ne peuvent, d’autre 
part, coïncider avec | D01 ; par suite, ces systèmes donnent, 
dans un autre ordre, les systèmes | D± |, j D21, ..., | D2t + 1 |. 
Il en résulte que chacun des systèmes | |, | D2 , j D2t + 1 |
contient 2/c -f- 2 des systèmes | O, -(- Gy |. Pour fixer les idées, 
nous supposerons que | j contient les systèmes

I c0 + C21, I C2 -f- C3 j,..., | C2( -f C2j+11,| G,* C2ft+1 j.

Cela étant, posons

| D21 = | C0 + C21 = | Cj -f- Cj j.

Nous avons

l)4 + D2 = 2 C0 + Ct + C2 = C, + C2 + C3 -f C,,

sas
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et, par suite,
2 C0 = C3 -f- Lj, C3 = Lf.

On a donc

I 021 = | C0 —C21 = | C4 -|— C31

et, de même,
I l>3 | = | C0 + C31 = | C, -f- C21.

D’après les propriétés rappelées plus haut, le système | D, | 
contient deux systèmes linéaires partiels | Dtl1, | D121 composés 
au moyen de I2; l’un de ces systèmes, par exemple |DU|, a’ 
pour points-base les 4an points unis de I2, qui sont points-base 
de | Cjj |, et contient les courbes C01 Cfl. Le système | D121 
contient les courbes C01 -j- C12 ; il a pour points-base les 
4<x12 points unis de I2, qui sont points-base pour ! c121.

Les courbes C22 —|— C37, L22 -j- C32, C27 | C32, L22 | C37 
appartiennent à l’un ou l’autre des systèmes |Dtl|, |D12|, puis
qu’elles sont transformées en elles-mêmes par T. Supposons, 
pour fixer les idées, que les courbes C21 -|- C31 appartiennent 
à | D1± |. Si les courbes C21 -(- C32 appartenaient au même sys
tème, les points unis de I2 qui sont point-base de DH | appar
tiendraient tous aux courbes C21, ce qui est impossible. Un 
raisonnement analogue prouve que |DU| contient les courbes 
C22 -f- C32 et le système | D121, les courbes C21 + C321 U22 + C«.

Cela étant, désignons par le même symbole [Cl7l, Cj7] à la 
fois l’ensemble des points unis de I2 communs aux courbes 
Cl7i, CJlt et le nombre de ces points.

Les courbes C21 -|- C31, C22 + C32 ont en commun les points 
[C2), C32], [C22, C31] et parmi ces points se trouvent les 
4an points-base de | Dtl |. Supposons que l’un de ces points ne 
soit pas point-base pour |D1:11 ; il est alors point-base pour |D12|. 
Mais alors, il doit appartenir à l’un des groupes [C21, C31], 
[C22, C32], ce qui est impossible. Donc les points [C21, C32], 
[C22, C31] forment les 4au points-base de |D14] et, de même, les
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points [C21, C3i], [C22tC32] forment les 4<x12 points-hase de |D12|. 
On en conclut, par un calcul simple,

[CuC21] = [Ci4CJ = [C21C32] = 2 (alt -p a2J — a31),
[C.i<VI = [CaCJ = = 2 (a14 — a2i -f a31),
[C12C21] = [C12C31] = [C21C3J] = 2 (— au -f- a21 -)- a31),
[C..C*] ~ [C^Cjj] = LC22C32] = 2 (a -)- aJ2— a2J — a31).

Par un raisonnement analogue, on obtient

[C1(C2ij] = [CJ( C2j4.j2] = [C2j,C2i+J2] = 2 (aJ4 -f- a2jl —
\CuC2mi] = [^11^2(2] — [Co^C'ii+n] = 2 (aH — a2jl -f- ot2(+11),
[Ci2C2ij] = [C12C2j+11] = [ C2j1C2j+11] = 2 (— a.H -f- a2Ji -p 
[C«2C2j2] = [CJ2C2i+J2] = [C2i2C2j+12] = 2 (a -p a12 — am — a»^).

4. La surface d> possédant 4aH points doubles coniques et 
des courbes Fn donnant lieu à la relation fonctionnelle

<-> r = ® r 4- a

il existe, d’après un théorème que nous avons établi (*), une 
surface f1” contenant une involution J2, d’ordre deux, possé
dant 4ajj points unis, dont <I> est l’image. Aux courbes P et F^ 
de d> correspondent sur V' des courbes appartenant à un même 
système linéaii-e que nous désignerons par |L'|. Le système |L'j 
est de degré 2n et de genre 2- ■— I. Les points unis de l’invo- 
lulion J2 ont pour homologues, sur d\ les 4alf points doubles 
coniques appartenant aux courbes FH. Nous prendrons comme 
modèle projectif de la surface dr' la surface (que nous désigne
rons toujours par ) ayant pour sections hyperplanes les 
courbes L'. Cette surface W' possède 8a12 points doubles coniques 
qui correspondent aux 4a12 points doubles coniques de «P non 
situés sur les courbes FH.

Il existe de même une surface V" contenant une involution 
d’ordre deux, J^', possédant 4a12 points unis et dont <P est

(*) Mémoire sur les Surfaces algébriques doubles .. (loc. cit.).
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l’image. Aux points unis de J” correspondent sur 4> les 4a12 
points doubles coniques de d> situés sur les courbes 1 12. Aux 
courbes Y, F12 correspondent sur W" des courbes appartenant 
à un système linéaire L" |, de degré 2ji et de genre 2n 1. 
Si l’on prend pour modèle projectif de U ' la surface dont les 
sections hvperplanes sont les courbes L", cette surface possède 
8an points doubles coniques qui correspondent aux 4an points 
doubles de d> situés sur les courbes ru.

Nous dirons qu’un point de d ' et un point de d sont homo
logues s’ils correspondent à un même point de d>. Dans ces 
conditions, nous avons entre les surfaces d ', d" une corres
pondance (2,2). Nous désignerons par F' une surface image 
des couples de points homologues dans cette correspondance.

Soient M un point de d>, MJ, MJ les points qui lui corres
pondent sur d’’'; MJ', MJ', ceux qui lui correspondent sur W". 
Au point M correspondent quatre points de la surface 1* que 
nous pouvons représenter par (MJ M”), (MJ MJ'), (MJ M/) 
(MJ MJ'). Au point MJ de *F' correspondent, sur F', deux points 
(MJ MJ'), (MJ MJ') qui, lorsque M décrit 4>, engendrent une invo
lution IJ dont d" est l’image. Les points (MJ MJ'), (MJ MJ') 
forment un couple de celle involution. De même, les couples 
de points (MJ MJ'), (MJMJ') et (MJ MJ'), (MJMJ') appartiennent 
à une involution IJ' dont d " est 1 image. La surface b admet 
deux transformations biralionnelles b', b" en elles-mêmes, res
pectivement génératrices des involutions IJ, IJ'. D après ce qui 
précède, ces transformations sont permutables et la transfor
mation birationnelle

6 = b’b" = e''ô'
est involutive et engendre une involution d ordre deux, J2.

Pour qu’un point de F1 soit uni pour IJ il faut et il suffit que

l’on ait
(MJMÎ) = (MiMJ),

c’est-à-dire que MJ' et MJ' soient confondus. Les points unis de 
IJ correspondent donc aux points unis de JJ' sur d ", c est-à-dire
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aux 8a 12 points doubles de V'. De même, les points unis de I'' 
correspondent aux 8aH points doubles de VF".

Pour qu’un point de F' soit uni pour J2, il faut et il sulïit 
que l’on ait

c est-à-dire que le point M de <I> soit un point de diraination à 
la fois pour les correspondances (I, 2) existant entre d> et >F', 
'1> et *F . De tels points n existent pas, d’après la construction 
des surfaces lP', *F Il en résulte que l’involution J., est privée 
de points unis.

Soit Fj une surface image deJ2. Aux quatre points (MJ M"),..., 
(M2, M2) de 1’ (qui forment deux groupes de J2) correspondent 
deux points de Fj qui, lorsque M décrit d>, engendrent une 
involution d’ordre deux dont d> est l’image. Il est facile de voir 
qu aux 8aJ2 points unis de Ij correspondent 4a12 points unis 
de cette involution et qu’aux 8an points unis de I" corres
pondent 4au points unis de l’involution envisagée sur F,. La 
correspondance (1, 2) existant entre d> et F, a donc comme 
points de diramation, sur (b, les 4a points doubles de cette 
surface. Il en résulte que Fj et F sont birationnellement iden
tiques. Fm d autres termes, b est une image de l’involution J„ 
existant sur F’.

5- Aux courbes C du système continu irréductible jGJ 
de P correspondent, sur b , des courbes C' appartenant à un 
système continu |C/j. Les courbes G' ont le degré 4rt et le 
genre 4n 3. Le genre arithmétique p'a de F' a pour valeur 

+ I (*). On peut toujours supposer, sans restriction, que 
les courbes G sont non spéciales et que I on a (**)

___________  p'a + in — (4 71 — 3)-f 1 >0.

( ) Voir noire mémoire sur les Surfaces algébriques doubles... (loc. cit.).
( ) On peut en effet remplacer j C | par j X C j, X étant un entier positif quelconque. 

Cela revient à remplacer n et s respectivement par X2« et Xir-f- ^ X(X — i)n
(X —1). On peut, de plus, disposer de X de manière que jXCj soit non
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Dans ces conditions, le système complet jC'j est formé 
de oc'1' systèmes linéaires (* *), q' ^q étant l’irrégularité de la 
surface F'.

Parmi les systèmes linéaires appartenant à jC'j, on trouve
les systèmes jGq|, |C(|....... jC2/t+1|, respectivement transformés
des systèmes |C0|, |C2t + 1| de F, mais ces systèmes,
supposés complets, ne sont pas tous distincts. En effet, aux 
courbes F, F0de d> correspondent, sur F', des courbes C0, et aux 
courbes rilP F12, des courbes CJ,. Or, aux courbes T, rit cor
respondent, sur *F', des courbes d’un même système linéaire |L'j; 
aux courbes L' correspondent, sur F', des courbes formant un 
système linéaire qui comprend des courbes Cj,, CJ. Les systèmes 
linéaires complets |Cg|, jC(| coïncident donc.

Observons qu’à une courbe F0 de <l> correspond, sur W', une 
courbe Lj, irréductible, car F0 passe par les points de diramation 
pour la correspondance (1,2) entre d> et f'. Aux courbes 
Lo de lF'correspondent, sur F', des courbes irréductibles, car 
les courbes L,', passent par les 8a12 points de diramation pour la 
correspondance (1,2) entre W' et F'. Il en résulte que les 
courbes G' sont généralement irréductibles et que, par suite, jC'j 
est irréductible. 11 en est donc de même de la surface F'.

Le système continu jC'j, contenant des systèmes linéaires 
transformés en eux-mêmes par 9, 9' et 9", est transformé en 
lui-même par ces transformations,

A une courbe G' non transformée en elle-même par 9 corres
pond sur F une courbe G, de genre effectif — 3, possé
dant 2n points doubles (variables et en des points simples de F). 
Lorsque G' varie d’une manière continue dans JC'j et vient

spécial. Alors | T | et jC'i sont respectivement remplacés par | XF | et par JXC'j. 
Le système canonique de F ayant pour transformé sur F' le système canonique de 
cette surface, j XC'j est non spécial. On observera que ! Fi( |, par exemple, n’est pas 
remplacé par 1 Xrld|, mais par un système | T» | tel que 2Xr = 2rdl + Au.

(*) Severi, Sul teorema di Riemann-Roch e sulle sérié continue di curve apparte- 
nenli ad una superficie algebrica. (Atti della r. Accad. di Torino, 1904-4905.)
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coïncider avec une courbe C varie d’une manière continue 
sur F et vient coïncider avec une courbe C0 comptée deux fois. 
Par suite, la courbe C appartient au système |2C| et à cette 
courbe C correspondent deux courbes C' transformées l’une 
dans l’autre par b.

6. — Les systèmes |C'| = |C||, |Câj, ...,|C'A+1| sont transfor
més en eux-mêmes par 0, 8', 9". Ces systèmes (complets) peuvent 
ne pas être tous distincts; nous connaissons donc au plus 
22"—1 systèmes linéaires de }C'j transformés en eux-mêmes 
par 9. Supposons qu’il puisse exister un autre système linéaire 
| C'„ |, dans }C'{, transformé en lui-même par 9'. Deux cas 
peuvent se présenter :

1° Le système |C,'„| n’est pas transformé en lui-même par 0 
(ni par suite par 9"). Les transformations 9, b" font corres
pondre à | C'„ | un système linéaire jCJJ appartenant à jCJ| et 
transformé en lui-même par 0'. Aux courbes C),( correspondent 
sur F des courbes Cm de genre 4tt — 3, ayant 2n points doubles 
variables et appartenant, comme courbes totales, à un système 
linéaire |Cm|, de degré 8n et de genre 4r -j- 2 n — 3, ce 
système |Cm| appartenant, d’après une observation faite plus 
haut, au système continu j2C(. Aux courbes C,„ du système 
complet |Üm| correspondent sur F' des courbes du système 
|C;„ -|- CJ,|, formant un système (éventuellement partiel) com
posé au moyen de J2 et transformé en lui-même par fi'. 11 en 
résulte que le système |Cm| est transformé en lui-même par T 
et est donc l’un des 225 systèmes linéaires appartenant à {2CJ, 
transformés en eux-mêmes par T.

2° Le système |C,'„| est également transformé en lui-même 
par 9 (et, par suite, par 9''). Deux hypothèses peuvent être faites :

a) 11 existe, dans | C'„|, au moins une courbe transformée en 
elle-même par 6 et 9' (et, par suite, par 9"). A cette courbe 
correspond, sur F, une courbe C„, transformée en elle-même 
par T, et, d’autre part, d’après l’observation faite à la fin du
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paragraphe précédent, la courbe 2Cm appartient au système 
continu |2C(.

Le diviseur o- de Severi de la surface F ne peut être impair, 
car alors la courbe Cm appartiendrait à l’un des systèmes |C0|,
jCj],___|C2i + i| et, par suite, C'm appartiendrait à l’un des
systèmes |Céj, |C£|, ..., |C2t + 1|, contrairement à l’hypothèse.

Le diviseur a de F étant pair, Cm appartient à un système 
continu complet irréductible, de degré 2?i et de genre 2n — 1, 
distinct de |C|. Ce système contient, comme jCJ, 22f' systèmes 
linéaires transformés en eux-mêmes par T et Cm appartient à 
l’un de ces systèmes.

b) Il n’existe, dans |C(„|, aucune courbe qui soit transformée 
en elle-même par 6 et 0'. Alors |C^| contient deux systèmes 
linéaires partiels |C,'nl|, |C'„21 composés au moyen de l'2 et 0 fait 
correspondre à une courbe C'nl une courbe Gm%. En raisonnant 
comme dans le premier cas, on voit qu’il correspond aux 
courbes de F', sur F, des courbes Cm appartenant à un 
système linéaire |C,„| contenu dans le système J2CJ et 
transformé en lui-même par T.

En résumé, les systèmes linéaires du système | C' | trans
formés en eux-mêmes par 6' sont compris dans l’une des 
catégories suivantes :

1° 22°— 1 systèmes (au plus) |C(,|, |C2|, ..., |C^ + 1j;
2° 22f/ + 1 systèmes auxquels correspondent, sur F, les 

22'' systèmes linéaires de j2Cj transformés en eux-mêmes par ï;
3° 22" systèmes, dans le cas où le diviseur a de Severi de F 

est pair, auxquels correspondent, sur F, des systèmes trans
formés en eux-mêmes par T et appartenant à un système 
complet continu, de degré 2n et de genre 2tt — 1, distinct de 
)C{. (Les courbes de ce système rencontrent les courbes C en 
2n points.)

Les nombres indiqués pour les systèmes de chacune des 
catégories sont d’ailleurs des maxima; par suite, |Cr{ contient



14 L. Godeaux. Sur une propriété des surfaces algébriques

un nombre fini de systèmes linéaires transformés en eux-mêmes 
par 9', au plus égal à

229   | _j_ 229 + l _|_ Ï.24 = 2'29 + 2   \ .

7. — Nous allons tout d’abord déduire de ce résultat que la 
surface fi*'' est régulière.

Supposons en effet que la surface *F' puisse avoir l’irrégu
larité q" > 0. On peut supposer, sans restriction (*), que le 
système |L'|, de degré 2n et de genre 2- — I, est non spécial 
et que, de plus, on a

< + ïn —(2w— l) + 2>0,

= 2Tt„ — aa -j- 1 étant le genre arithmétique de V'. Dans 
ces conditions, L'| appartient à un système continu irréductible 
JL'J, formé de oc"" systèmes linéaires. Aux systèmes linéaires 
appartenant à JL'J correspondent, sur F', des systèmes linéaires 
transformés en eux-mêmes par 9' et formant un système continu 
irréductible contenant le système jOqJ, transformé de L'|. Il en 
résulte que les systèmes linéaires ainsi obtenus sur F' appar 
tiennent au système complet JC'J. Mais nous venons de voir 
que ce système ne peut contenir qu’un nombre fini de systèmes 
linéaires transformés en eux-mêmes par 9' ; nous parvenons 
donc à une absurdité et, par suite, la surface *F' doit être régu
lière. Il en est naturellement de même de la surface lF".

Cela étant établi, observons que la surface F' contenant une 
involution régulière Ig, d’ordre deux, n’ayant qu’un nombre 
fini de point unis, le système JC'J contient 2S"' systèmes 
linéaires transformés en eux-mêmes par la transformation 9' 
génératrice de Ig. On doit donc avoir

229' < 22"+2 _ ]
c’est-à-dire

2< 4.

Comme on a, d’autre part, q' > q, on en déduit q' = q.

(*) Il suffit de remplacer éventuellement | C01 par | XC0 I ; d'où | P j par | XT'
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La surface F' a donc la même irrégularité que F et contient 
une involution J2, d’ordre deux, privée de points unis, dont F 
est l’image. Nous avons ainsi démontré le théorème énoncé 
dans le préambule.

8. — Il convient d’examiner de plus près les systèmes 
linéaires de JC'} transformés en eux-mêmes par 8'.

Sur la surface F, nous avons

I L0 + C41 = | C2 -f- C31 ; •

donc sur la surface F', en tenant compte du fait que les 
courbes C('„ CJ sont linéairement équivalentes,

I C' -h CI | = | G' + Câ | = | 2C„ |.

Ce système est transformé en lui-même par 8' et appartient 
à |2C'j. Appliquons à l’involution régulière L, appartenant à 
la surface irrégulière F', les propriétés rappelées au début. 
Nous avons

|2C;| = | iCJI =’jîCi|
et, par suite,

2C'= c:. +
On en conclut

I ^ I — I C31 •

On démontrerait, de même, que l’on a

1^1 = I C51,..., | C2i | = | («t+i j, • • •, | C2ft | = | | •

Aux 22q systèmes linéaires de JC J, transformés en eux-mêmes 
par T sur F, correspondent, sur F', 2q systèmes linéaires de JC'}, 
transformés en eux-mêmes par 8' (et par 6").

Nous allons déduire de ce théorème quelques propriétés des 
systèmes de courbes tracées sur *F'.

Les courbes F21 passent par -f- a21 — a31) des points
doubles coniques de qui sont des points de diramation pour la 
correspondance (1,2) existant entre <l> et W'. A ces courbes F21 
correspondent, sur V', des courbes L21 de degré effectif 2n — 4a21
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et de genre — 1 -(- alt — a21 — a31. Les courbes L21 passent 
par les 2(au -)- a21 — a31) points unis de J2 qui correspondent 
aux points doubles de <f> communs aux courbes rH, l'21 et, 
simplement, par les 8(— ail -f- a21 -f- a31) points doubles 
coniques de T' qui correspondent aux points doubles de 
appartenant aux courbes T12, T21. Si nous désignons par AJj la 
somme des courbes rationnelles équivalentes à ces points 
doubles, la relation fonctionnelle

donne, sur >F',
2F = 2F21 + A21

2L' = 2u +a;4.

Les courbes L31, qui correspondent, sur *F', aux courbes r31 

de d>, donnent, de même, la relation fonctionnelle

2L' ^L3i + AJ4.

Si nous désignons par L22, L32 les courbes de W' qui corres
pondent respectivement aux courbes r22, P32 de (b, et par A|2 la 
somme des courbes rationnelles équivalentes aux points doubles 
coniques de lF' n’appartenant pas aux courbes L21, L31, nous 
avons, de même,

2L' = 2I4 + a;2, 2L' = 2lj,+ a;2.

Aux courbes L21, Ij3t correspondent, sur F', des courbes du 
système |C2| = |C3j, passant par 4(—a.ll -f a2i -f- a31) points 
unis de I2. Aux courbes L22,' L32 correspondent les courbes du 
même système, passant par les 4 (a -f- a12 — a21 — a31) points 
unis restants de I2. Le système complet |C2| contient deux 
systèmes linéaires partiels composés au moyen de I2 et ayant 
pour points-base des points unis de cette involution. Les trans
formées des courbes L21, L31 appartiennent nécessairement à 
l’un de ces systèmes et les transformées des courbes L22, L32 à 
l’autre. Il en résulte que les courbes L21, L31 sont linéairement
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équivalentes et appartiennent à un système |L{| défini par la 
relation fonctionnelle

2L' = 2LJ + A«-
De même, les courbes Lg2 appartiennent à un système 

linéaire L^j défini par la relation fonctionnelle

2L' = 2l; + a;,.
Le même raisonnement prouve que les courbes qui corres

pondent sur W' aux courbes V2iv r2l+11 de <b sont linéairement 
équivalentes et qu’il en est de même des courbes qui corres
pondent à r2i2, r2l+12. Enfin, on montre encore, par le même 
procédé, que les courbes qui correspondent, sur V, aux 
courbes f0, P12 sont linéairement équivalentes.

Aux couples de courbes Y et rtl, roe<f12, F21e£ r31, r22e< r32, ... 
de <t> correspondent, sur T', des couples de courbes linéairement 
équivalentes.

De même,
Aux couples de courbes YetYn, roe/ra, r21 etr32, f22etr31, ... 

de <b correspondent, sur >lr", des couples de courbes linéairement 
équivalentes.

On observera que chacun des systèmes jCÔ|, |C2|, |Ci|, ..., 
|C2A| de F', transformés en eux-mêmes par 6, ne peut contenir 
plus de deux systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de J2; par suite, ces 2" systèmes sont distincts.

9. A un système linéaire quelconque |Cr| de JCJ correspond, 
sur F', un système linéaire |C'j de |C'|. Si le système |C'|, qui 
est transformé en lui-même par 9, est plus ample que |C,.|, il 
contient deux systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de J2 : l’un est formé de courbes transformées des courbes 
de |C,.|, l’autre est formé des courbes transformées des courbes 
d’un certain système |CS| tracé sur F. Faisons varier jCr| d’une 
manière continue dans et amenons-le à coïncider avec |C„|; 
alors [CJ.| varie d’une manière continue dans {C'J et |Csj décrit
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un système continu sur F. Lorsque |C,.| est venu coïncider 
avec |C0|, |C,'.| est venu coïncider avec || = |C[j et |CS| avec |Cj |. 
Il en résulte que le système |Csj appartient au système complet 
irréductible jC{.

On observera qu’un système linéaire de JC'J, transformé en 
lui-même par 8, ne peut contenir plus de deux systèmes linéaires 
partiels composés au moyen de J2 et, par suite, qu’il ne peut 
correspondre à plus de deux systèmes linéaires appartenant 
à |C}.

Désignons respectivement par \Q, V'g les variétés de Picard, 
toutes deux de dimension q, de F, F'. Il existe, par définition, 
une correspondance biralionnelle entre les points de V0 (ou 
de V(;) et les systèmes linéaires de JCJ (ou de jC'j) (*). Nous 
venons de voir qu’à un système linéaire de JCJ correspond un 
système linéaire de |C'J; donc à un point de Va correspond un 
point de \'Q, Les variétés Va, VJ, étant irréductibles et de même 
dimension q, tout point de Yf' sera nécessairement obtenu 
comme correspondant d’un point de V9. D’autre part, d’après 
l’observation faite plus haut, un point de V, est le correspondant 
de deux points au plus de Vu et, de plus, il existe effectivement 
des points de V,( qui correspondent à deux points distincts 
de Vg. Il en résulte que la correspondance entre Vÿ, Vg ne 
saurait être biralionnelle et que c’est précisément une corres
pondance (1, 2).

U existe une correspondance (2, 1) entre les variétés de 
Picard de F et de F'.

D’après ce résultat, il existe sur la variété de Picard Y(/ une 
involution d’ordre deux dont Vg est l’image. Cette involution 
est engendrée par une transformation birationnelle involutive t 
de V(/ en elle-même. Nous allons montrer que x est une trans
formation ordinaire, de première espèce, de la variété Vg.

(*) Les systèmes continus |Cj, jC'j sont irréductibles comme ensembles de 
systèmes linéaires.
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Commençons par observer que sur F', le système |C„ -|- CJ.| 
est transformé en lui-même par 6 et contient deux systèmes 
linéaires partiels composés au moyen de J2. A ces systèmes 
partiels correspondent, sur F, deux systèmes linéaires distincts, 
appartenant à |2Cj. Ces systèmes distincts contiennent les 
courbes C0 —|— Cr, C^ —|— Cs, C0 —|— Cs, Cj —|— C,.. Mais les 
courbes C0 -j- C,., C0 -f- Cs ne peuvent appartenir à un même 
système linéaire, car alors |C,. et |CS| seraient confondus. De 
même, les couples de courbes C0 -|- Cr et Cj -|- C,.; Ct -(- Cs 
et C0 -f- Cs; Cx -f- Cs et Ct -f- C,. ne peuvent être linéairement 
équivalentes. Par suite, on a

I Q> + Cr | = | C4 -f- C, |, I C0 -f- Cs | = | Ct -f- Cr |.

Il existe, sur la variété de| Picard V(;, une et une seule trans
formation de première espèce faisant correspondre un point 
déterminé à un point déterminé, et en particulier la transforma
tion de première espèce qui fait correspondre le point représen
tant |C1| au point représentant jC0| peut s’écrire (*)

| K' | = | C* — C0 + K |

et fait correspondre, sur F, | K' j à | K j. Un aura en particulier, 
d’après les relations précédentes,

I c» I = I Cl — C0 + Cr |, I cr I = I Cj — C0 + F-» I •

La transformation t est donc une transformation ordinaire 
de première espèce, de Va en elle-même. On observera que l’on 
a (cfr. n° 3)

I L2i+11 = | — C0 -f- C241, | C2i j = | Ct — C0 -f- C2(+11.

(*) Castelnuovo, Sugli intégrait semplici appartenenti ad una superficie irregolare. 
(Rend. R. Accad. dei Lincei, 1° sera. 1915, pp. 545-556, 593-598, 655-663.) Nous 
appelons transformations ordinaires de première espèce de V9 celles des trans
formations de cette variété formant un groupe. Les œ « transformations involutives 
de \q ne formant pas un groupe sont dites de seconde espèce. Nous croyons utile 
de rappeler cette terminologie, parce qu’elle n’est pas la môme chez tous les auteurs.
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La variété de Picard de F' est l’image d’une involution d’ordre 
deux, privée de points unis, appartenant à la variété de Picard 
de F et engendrée par une transformation ordinaire de première 
espèce de cette variété.

De ce que la transformation - ne laisse aucun point de V0 
invariant (propriété des transformations de première espèce) 
il résulte que, dans |C'j, aucun système linéaire complet n’est 
composé au moyen de J2. Si r est la dimension du système 
linéaire général de J C J, la dimension du système linéaire général 
de {C'j est 2r -f- 1.

10. Nous avons montré (*) que T détermine, dans la 
variété Y,, une transformation de seconde espèce r'. Si |C(1)|,
|G(2)| sont deux systèmes linéaires de JCJ transformés l’un dans 
l’autre par T, on a

| c(i) + C<2)| = |2C0|= | 2C41.

Envisageons la transformation tt'. A jC,.|, r fait correspondre

10,1 = 10,-00 + 0,1.

A |CS|, fait correspondre
I 0t | = | 2 C0 — 0, |.

On a donc
I 0, + Ct | = | C0 + C, |.

Il en résulte que jC(| correspond à |C,| dans une transforma
tion tt' de seconde espèce (**) de la variété V„. Cette transfor
mation est involutive et laisse points de V4 invariants. Il y a 
donc, sur F, 2(l couples de systèmes linéaires de |Cj possédant 
les propriétés suivantes :

a) La transformation T échange les systèmes d’un couple 
entre eux ;

(*) Voir notre première note Sur les Involutions régulières... (loc. cit.).
(**) Castelnovo, loc. cit.
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b) Les systèmes linéaires qui correspondent, sur F', aux 
systèmes linéaires d’un couple sont confondus.

Soient |Cr|, |CgJ deux systèmes de JC J formant un des couples 
envisagés, |C'| le système correspondant sur F'. Le système |C'| 
est transformé en lui-même par 8' et 0". On voit immédiatement 
que |C'| contient six systèmes linéaires partiels composés : deux 
au moyen de J2 et donnant sur F les systèmes |Cr|, |CS|; deux 
au moyen de I2 et deux au moyen de I2'. Ces six systèmes n’ont 
deux à deux aucune courbe (totale) commune, car alors |C,.| ou 
| Cs| contiendrait une courbe transformée en elle-même par T, 
ce qui est impossible.

Aux 2s couples de systèmes linéaires de JCj envisagés corres
pondent, sur F', 2" systèmes linéaires de JC'| transformés en 
eux-mêmes par 9' et 9". Il doit exister 22" systèmes jouissant de 
cette propriété; nous en avions déterminé 2" plus haut (n° 8).

Il existe dans le système JC'j, sur la surface F', 22" systèmes 
linéaires transformés en eux-mêmes par 8' et 8”; 2" de ces sys
tèmes proviennent des 2" couples de systèmes linéaires de JCJ 
transformés chacun en lui-même par T; les 2" systèmes restants 
proviennent de 2" couples de systèmes linéaires de JCj, les sys
tèmes de chaque couple étant transformés l’un dans l’autre 
par T.
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