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Géométrie. — Recherches sur les surfaces algébriques 
de genres zéro et de bigenre un

(Troisième communication),

par Lucien GODEAUX, professeur à l’Université de Liège.

Dans cette troisième et dernière note (*), nous nous propo
sons de considérer les correspondances rationnelles (1,2) 
existant entre les surfaces de genres zéro et de bigenre un 
(pa = P3=0, P2 = l) et les surfaces de genres un (pa=P4=l). 
On sait que M. Enriques a démontré que toute surface de genres 
zéro et de bigenre un est l’image d’une involution d’ordre 
deux, privée de points unis, appartenant à une surface de 
genres un, et précisément à une quadrique double ayant une 
courbe de diramation du huitième ordre (**). Nous commençons 
par former les équations de la correspondance (1, 2) existant, 
d’après ce théorème de M. Enriques, entre une surface du 
sixième ordre passant doublement par les arêtes d’un tétraèdre, 
et une quadrique double du type indiqué plus haut. Ceci nous 
permet de faire quelques remarques. Nous considérons ensuite 
la surface du quatrième ordre, lieu des couples de points con
jugués par rapport aux quadriques d’un système linéaire oo3- 
nous montrons que ces couples de points forment sur cette 
surface une involution dont une image est la congruence d’ordre 
sept et de classe trois, formée par les droites appartenant à oo1 
quadriques du système linéaire envisagé. Nous obtenons ainsi, 
en particulier, une nouvelle démonstration du théorème de

(*) Les deux premières communications ont paru dans le Bulletin de l’Académie 
royale de Belgique, 1926, pp. 726-741 et pp. 890-902. Dans la première, nous avons 
donné la bibliographie complète des surfaces de genres zéro et de bigenre un.

(**) Bend. R. Accad. Bologna, 1908.
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2 L. Godeaux. — Recherches sur les surfaces algébriques

M. Enriques. Nous appliquons enfin nos résultats au cas parti
culier d’une surface anallagmatique du quatrième ordre, ce qui 
nous permet de compléter un théorème établi dans notre seconde 
communication.

1. Soit F une surface du sixième ordre, passant doublement 
par les arêtes du tétraèdre de référence. Son équation peut 
s’écrire

auxlxlx\ + anxlx\x\ + a^a^at + a44x\séixl 
f fljÆï + a2xl + a3x\ + a4x%

+ x4x.2x3x4 -f <ïai2x3x4 + 2ai3Æ2Æ4 + 2a,4;r2Æ3 
V+ la^x, + 2a24x4x3 + 2a34at1a;2;

La surface F est, comme on sait, une surface générale de la 
classe des surfaces de genres zéro et de bigenre un.

En rapportant projeetivement les quadriques

h4x4x4 ~p Aoa*2x3 ~p /■..x2X4 — 0
aux droites

}'l"i "F ^2^2 “I- ^3^3 = 0

d’un plan, on obtient un plan double F', birationnellement 
équivalent à la surface F, et dont la courbe de diramation a 
pour équation (*)

z4z2 ~b a23^3 -b a14z2z3 - a24zlz2}2 )
— z4zt (a^ZiZs -)- a44z4zi -p a4z\z2 -f- a2z2z~i 203,^2223) > (2)

. (a4lz2z\ -p a22Z522 -p a3z4zl -p a4z4z3 -f- <2.anzlz,z^) = 0. ]

Les courbes découpées sur la surface F par la famille de 
surfaces

[j-iX^Xi + \>.2x\x3x4 -P \j.vJ?ixix2 -p p^Ix^ + p.:x1x2x3x4 = 0 (3)

ont pour homologues, sur le plan double, les courbes doubles

PiZ2zl + p2Zï22 -P p3ZiZ| -P p4Z1ZJ -b = 0. (4)

(*) Voir notre première communication.
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Rapportons projectivement les courbes (4) aux hyperplans 
d’un espace linéaire à quatre dimensions S4 en posant

A = A = A = A = _A_.

Le plan double F' se transforme en une surface double F", 
birationnellement identique à F' et, par suite, à F, dont le 
support est la surface du quatrième ordre

X.X.-XS, X3X4 = X*. (5)

Les points de diramation de la surface double F" correspon
dent aux points de diramation du plan double. On trouve tout 
d’abord la courbe de diramation, transformée de la courbe (2) 
dont on a défalqué les droites zl =0, z2 = 0, intersection de 
la surface (5) et de l’hyperquadrique

l‘ (X„ x2. X3, X„ X-) = afgXjXg -p ftfiXjXj -p 023X0X3 -f- fl|4X2X4
oi3au\L -(- «23a24X2-j- 2 (ai3a2i -p aua23) X? -p 2

+ ^13^23X3 + au<r2À\4
+ ^22X2 + 03XA /033X3 -p 044X4 -p fljXA

\ o4X3 -p 2o12X5 J \ -p o2Xj -p 2(/;mX5 /

(6)

Aux droites z4 = 0, z2 = 0 correspondent respectivement les 
points A4 (1,0, 0, 0, 0) et A:j (0, 0, 1,0, 0) de la surface (5). 
Ces points sont donc des points de diramation de F”.

Les courbes (4) ayant un point double en z4 = 23 = 0 ont 
pour équation

p4Z2Z3 -p p.33425 -p -p = 0.

A ces courbes correspondent les sections de la surface (5) par 
les hyperplans passant par le point A2 (0, 1, 0, 0, 0). Par suite, 
aux points du plan double infiniment voisins du pointz1=z3 = 0 
correspondent les points de la surface (5) infiniment voisins 
de Ag. Ce point est donc un point de diramation de F". Il en 
est de même du point A4 (0, 0, 0, 1,0), qui correspond au 
point z2 — z3 = 0.
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La surface (5), du quatrième ordre, est l’intersection de deux 
cônes du second ordre engendrés, le premier par oc1 plans 
passant par la droite A3A4, le second par oc1 plans passant par 
la droite AjA2. Il en résulte que les points A1( A2, A3, A4 sont 
les points doubles coniques de la surface (5). On observera que 
l’hyperquadrique (6) ne passe par aucun de ces quatre points.

Les sections hyperplanes de la surface (5) sont en général 
des biquadratiques elliptiques. La courbe de diramation de la 
surface double F", intersection des trois hyperquadriques (5) 
et (6), est d’ordre huit; par suite, les sections hyperplanes de la 
surface double F" sont de genre cinq.

La surface F" est, comme sa transformée birationnelle F, 
une surface générale de la classe des surfaces de genres zéro et 
de bigenre un. Sur une telle surface, tout système linéaire 
complet de courbes de genre n a la dimension n— I. Par suite, 
le système des sections hyperplanes de F'' est complet et cette 
surface est normale.

En résumé : Une surface de genres zéro et de bigenre un 
peut toujours se ramener, par une transformation birationnelle, 
à une surface du quatrième ordre, double, normale, de l’espace 
S4. Cette surface possède une courbe de diramation du huitième 
ordre et quatre points de diramation isolés qui sont des points 
doubles coniques.

2. Considérons maintenant la quadrique

^2/2 — 2/3 2/4 = 0 (7)

transformée en elle-même par l’homographie biaxiale harmo
nique

yl ■ 2/» : 2/s : y\ = yi:y2: — y3: — y4. (8)

L’homographie (8) engendre, sur la quadrique (7), une 
involution d’ordre deux possédant quatre points unis (sommets 
du tétraèdre de référence). Pour obtenir une image de cette
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involution, rapportons projectivement aux hyperplans de 
l’espace S4, le système des quadriques

2 (\yl + Kyl + yl + \yï) + (juut + 2/32/4) = 0,

transformées en elles-mêmes par l’homographie (8). A cet effet, 
posons

xL=xL=xL=x1= xs
2 2/i 2 yl 2 yl 2 y- yty.2 + y3y4

Pour les points de la quadrique (7), ces formules donnent

x1 = xî = x3 = xi = _x1 = _xL
yl yl yl yl iuy% y3y/

et, par suite, l’image de l’involution considérée est la surface

XjX2 = XL X3X4 = X§. (S)

Il est facile de voir que les quatre points doubles At, A2, A3, A4 
de la surface (o) correspondent aux quatre points unis de 
l’involution, c’est-à-dire aux quatre points de la quadrique (7) 
appartenant aux axes y4 = y2 = 0, y3 = y4 = 0 de l’homo
graphie (8), comme cela résulte d’ailleurs de la théorie des 
involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis (*).

A la courbe représentée par les équations (5) et (6) corres
pond, sur la quadrique (7), au moyen des formules (9), une 
courbe représentée par les équations

2/4 2/2—2/32/4 = 04

(2/4. 2/2. 2/3. 2/4) = («432/4?/3 + «442/42/« + «23.V22/3 +

_ f «442/4 + «222/2 + «32/î\ /«332/Ü + «44?/) + «42/i\ _ Q

V + «42/3 + 2aKy4yJ ^ + a2y\ + 2aait/37/4 J ~

Cette courbe est transformée en elle-même par l’homogra
phie (8).

(*) Voir noire mémoire des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1914
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Considérons la quadrique double W, ayant comme support la 
quadrique (7) et comme courbe de diramation la courbe (10). 
Passons, pour plus de clarté, aux coordonnées cartésiennes 
ordinaires en posant yi = x, y2 = y, y3 = z, y4 = 1.

La quadrique double W est représentée par les équations

z — xy, u2 = W(æ, y,z, 1).

Celte quadrique double est transformée en elle-même par la 
transformation involutive

x' = x, y’ = y, z' = —z, u' = —u. (I)

Cette transformation engendre sur W une involution d’ordre 
deux dont une image est constituée par la surface double F". 
Considérons en effet sur les points P(x,y,z,u), Y)i(x,y,z,—u); 
leurs homologues dans la transformation (I) sont respectivement 
P’ (x, y, — 2,—u), P| (x, y,—-z, u). Aux deux couples de 
poinls superposés P et P1, P4 et P( de l’involution engendrée 
sur W par la transformation (I), correspondent deux points 
superposés de la surface (5) ; donc l’image de l’involution est 
une surface double dont le support est la surface (5). Si pour 
P et Pj on a h = 0, c’est-à-dire si P et P4 sont pris sur la 
courbe (10), les couples P et P', P, et P[ coïncident; donc la 
courbe (5), (0) fait partie de la courbe de diramation de la sur
face double envisagée. Les couples P et P', P4 et P( ne peuvent 
plus coïncider que si P appartient à l’un des axes de l’homo
graphie (8), par exemple si P a pour coordonnées (0, 0, 0, u). 
On a alors nécessairement u différent de 0 et les points P', Plt P( 
ont pour coordonnées P'(0, 0, 0, — h), Pt (0, 0, 0, — m), 
P( (0, 0, 0, u). 11 en résulte que les points A1( A2, A3, A4 de la 
surface (5) sont des points de diramation de la surface double, 
image de l’involution engendrée sur *F par la transformation (I). 
Cette surface double coïncide donc bien avec F". Par suite, F, 
transformée birationnelle de F", est également une image de 
cette involution.

1 iu
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La quadrique double W ayant une courbe de diramation 
d’ordre huit, est une surface de genres un; donc :

Entre la surface F, de genres zéro et de bigenre un, et la 
quadrique double T, de genres un, existe une correspondance 
rationnelle (1,2) représentée par les formules

Xjx3X4 _ x\x3X4 _ X\X4X3 X?3X4X2 XiXiX3X4

-yi 2t/l 2ÿi 2ÿj ~ y4y3 + y3y4

Cette correspondance s'obtient donc en rapportant projective- 
ment les surfaces (3), qui sont les surfaces du quatrième ordre 
passant doublement par les droites x4 = x2 = 0, x3 = x4 = 0, 
aux quadriques d’un système linéaire oc4, transformées en 
elles-mêmes par l’homographie (8).

3. La quadrique double *F admet, outre la tansformation (I), 
deux autres transformations birationnelles involutives en elle- . 
même. L’une de ces transformations, représentée par

x' = x, y' = y, z' — z, «' = — «, (II)

engendre une involution rationnelle dont une image est mani
festement la quadrique (7). L’autre transformation est le produit 
des transformations (I) et (II) et est représentée par

x' = x, y1 = y, z' = — z, u' = it. (III)

Elle engendre sur 'F une involution I2, d’ordre deux, ne 
possédant comme points unis que les points communs à la 
quadrique double W et aux axes de l’homographie (8). Chacun 
de ces points doit être compté deux fois (une fois sur chacune 
des nappes de la quadrique double); l’involution I2 possède 
donc huit points unis et est, par suite, de genres un. Une image 
de cette involution est constituée par une surface double F", 
dont le support est la surface (5) et dont la courbe de dirama-

1 20



8 L. Godeaux. — Recherches sur les surfaces algébriques

tion est la courbe (6). Dans un espace linéaire à cinq dimen
sions, la surface de genres un FJ' a, par suite, pour équations

XiX, = Xï, X3X4 = x§,
X1 = F(X1, X2, X3,X4,X5).

Ainsi se trouve confirmé un résultat que nous avions obtenu 
autrefois par une autre voie (*).

4. Nous passerons maintenant à l’étude de la surface lieu 
des points conjugués par rapport aux quadriques d’un système 
linéaire oc3.

Considérons tout d’abord trois quadriques

Ti x.>, rr3, a,) = 0, <p2 ( a',, ar2, a3, xf) = 0, cp3 fa’,, a1,, a3, a1,) = 0

n’ayant qu’un nombre fini de points communs.
Si deux points Y (//,, ij2, y3, y4), Z (:-i, z2, z4) satisfont

• aux conditions

Vl ÏT + y * ^7 d%\ d%2 dZ3

ils sont conjugués par rapport à toutes les quadriques du réseau

^‘i j'i (xi, a2, x%, xf) /'2^p2 (a?!, x2, *r3, a1,) -f- ^3cp3 (xl, x2, a3, xf) = 0. (1)

Les points Y, Z se correspondent dans une transformation 
birationnelle involutive bien connue (**). La courbe fonda-

(*) Rend. R. Accad. Lincei, 1914.
(**) Celte transformation est un cas particulier de celle que l’on obtient en consi

dérant les couples de points conjugués dans trois réciprocités distinctes de l’espace. 
Au sujet de cette transformation, on pourra consulter les mémoires de Cremona 
(Journal de Crelle, 1868, t. I,XVIII, pp, 72-75; Rend. R. 1st. Lombardo, 1871; 
Annali di Matematica, 1871, 2e série, t. V; OEuvres complètes, t. Ill); Cayley (Proc, 
of the Lond. Math. Soc., 1870; Math. Annalen, 1871); Noether (Math. Annalen, 
1871, t. Ill); LottiA(AUr di Torino, 1890) et II. Sturm (Jahr. Deutsche Math. Verein., 
1905). Dans le cas étudié ici, la transformation a été considérée récemment par 
MM. V. Snyder et Sharpe (Trans. Amer. Math. Soc., 1923, t. XXV).

121 —-
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mentale de cette transformation est la sextique de genre trois

3 fi 3 fi 3 fi 3fi

dx4 3ay atc3 dxt

3®2 3<?2 3 f 2 3 f 2

dx4 dx2 dX3 dX4

3f., 3'<f3 3 f :i 3fs

dXi dX, dx3 3^4

Aux points d’un plan correspondent les points d’une surface 
cubique circonscrite à la courbe (2). Aux points d’une droite 
correspondent les points d’une cubique gaucbe s’appuyant en 
huit points sur la courbe (2).

La transformation possède huit points unis qui sont les 
points-base du réseau de quadriques (I). Ces points ne peuvent 
appartenir à la courbe (2).

Soit g la droite joignant les deux points homologues distincts 
Y, Z. Aux points de g correspondent ceux d’une cubique 
gauche F s’appuyant en huit points sur la courbe (2) et passant 
par Y et par Z. Considérons la quadrique du réseau (1) passant 
par Y, Z. Ces points étant conjugués par rapport à cette qua
drique, le plan tangent en Y à cette quadrique passe par Z et, 
de même, le plan tangent en Z passe par Y. Il en résulte que la 
quadrique du réseau (1) passant par Y, Z contient la droite g. 
Le lieu de la droite g est le complexe formé par les droites 
appartenant aux quadriques du réseau (1). Ce complexe, que 
nous désignerons par S4, est du troisième ordre (*). Suivant

(*) Ce complexe a été étudié par Reye (Geomelrie der Lage, t. Ill) ; R. Sturm 
{Journal de Crelle, t. LXX ; illath. Annalen, t. VI); M. Montesano (Mem. IL Accad. 
di Bologna, i893); J. Neuberg (Mathesis, 1902). Le complexe S4 est rationnel; 
M. Montesano a montré qu’à une droite g de S4 on peut faire correspondre le 
point M de g tel que, si A est un des points-base du réseau (1), la droite AM appar
tienne à la quadrique de ce réseau contenant g. Les droites g de S4 et les points M 
de l’espace se correspondent birationnellement. Voir aussi Snyder et Sharpe, 
loc. cit.

122



10 L. Godeaux. — Recherches sur les surfaces algébriques

une remarque de J. Neuberg, son équation peut s’écrire sous la 
forme

<?i(y>y) fi(y,z) ®. (z, z)
fs (y, y) ® 2 (2/, 3) fi A, z)
fs (y, y) f3(y>z) <?30, z)

o,

où nous avons posé, suivant une notation souvent employée,

, x i f 9fi , 3fi , a®i dfi

On a alors
fi (X, X) fi ({Ci, X2, Xÿ, xf).

Observons, d’autre part, que la droite g ne contient en général 
que deux points conjugués; par suite, il existe une correspon
dance Irrationnelle entre ces couples de points conjugués et les 
droites de

5. Proposons-nous de rechercher les surfaces du quatrième 
ordre circonscrites à la courbe (2) et qui soient invariantes pour 
la transformation entre les points Y, Z envisagée. Posons

ùÿ (x) = aHXi + a^Xi + ai3x3 + aux4 (i = 1, % 3,4)
et

*P< (x) = atix, + aHx2 + a3ix3 + a4ix4.

L’équation de la surface du quatrième ordre la plus générale, 
circonscrite à la courbe (2), peut s’écrire

'•'i 0) VAx) ll;3 (x) %(X)
dfi dfi 3 fi 3 ft
3 x{ 3X2 3x3 3x4
3fs 3f-2 3 f2 £
3 x4 dx2 SX3 3X4
3 fs df3 3 fs df3
3 Xi 3x2 SX3 3x4

---- 125

t
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La transformée de cette surface par la transformation étudiée 
ici a pour équation

X['[ <x> (x)

3 <pi 3 «Pi 2 fi 9 fi

S Xi dx2 dX3 S Xi

9 fs 2fs dfs 2 fi

dxt 3 Xo dx3 dx4

2fs 2 fs 2 fs

3 xt 2X„ dx3 dx4

Pour que la surface (3) soit invariante, c’est-à-dire pour que 
les surfaces (3) et (4) coïncident, on doit avoir

'l'i (x) = W2 (x) = lP3 (x) = d~4 (x)
'f'i (x) ~~ '1'2(æ) “ W3 (x) — T' (X)

Ces identités peuvent être vérifiées dans deux cas :
1° Lorsque les fonctions <]>■ (a:) sont les dérivées partielles du 

premier membre de l’équation d’une quadrique
<?4 (Xi, «2» X* Xi) = 0

n’appartenant naturellement pas au réseau (1). On a donc
2 <p4 (Xi, Xo, x3t x^v4 (*) = ¥;(«) = : (i = 1,2,3, 4).

La surface considérée est alors le lieu des couples de points 
conjugués par rapport aux quadriques du système linéaire oc3

"b ^2^2 + — d, (S)

c’est-à-dire la jacobienne de ce système. Nous désignerons par 
Fj une surface de cette espèce. Si la quadrique <p4 = 0 ne passe 
par aucun des points-base du réseau (1), il en est de même de 
la surface l’\.

Les surfaces telles que Fj sont, comme les quadriques 
n’appartenant pas au réseau (1), en nombre oc6; elles forment 
un système linéaire ayant pour base la courbe (2).
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2° Lorsque
yl}Vl (x) + y2W2 (.r) + y3W3 (x) + y,{\\ (x) = 0

est l’équation d’un système nul. On a alors

au = 0, aik -j- ahi = 0, (i, k = 1, 2, 3, 4),
Wi (a) = -»*'<(«). 0 = 1,2, 3, 4)

La surface considérée est le lieu des couples de points conju
gués par rapport à trois quadriques linéairement indépendantes 
et à un système nul. Cette surface passe simplement par les 
points-base du réseau (1). Nous désignerons par F2 une surface 
de cette espèce. Les surfaces telles que F2 sont en nombre oc5; 
elles forment un système linéaire ayant une courbe-base (2) et 
huit points-base simples (points-base du réseau de quadriques). 
Ce système linéaire est rapporté projectivement au système des 
complexes linéaires de l’espace.

Les surfaces Fj et F2 appartiennent à un même système 
linéaire oo12, formé par les surfaces du quatrième ordre passant 
par la courbe (2). Ces surfaces sont, par suite, en général de 
genres un (pa = P4 = 1).

6. Considérons la surface F4 lieu des couples de points 
conjugués par rapport aux quadriques du système linéaire (5), 
que nous supposerons dépourvu de points-base. Ces couples de 
points forment, sur F1( une involution I2, d’ordre deux, privée 
de points unis, puisque (S) n’a pas de point-base.

Soient Y, Z deux points formant un couple de I2, g la droite 
qu’ils déterminent. Nous avons vu que la droite g appartient à 
une quadrique du réseau (1). Les quadriques = 0, <e2 = 0, 
o3 = 0, <p4 = 0 jouant des rôles symétriques dans la définition 
de la surface Fj, la droite g appartiendra également à une 
quadrique du réseau

^•2^2 + ^3*P3 + = 0,
par exemple. La droite g appartient, par suite, à oc1 quadriques 
du système (5). Il en résulte que le lieu des droites g est la

----- lSo —
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congruence G, d’ordre sept et de classe trois, formée des rayons 
communs à oc1 quadriques du système linéaire (5). Nous avons 
vu, d’autre part, qu’une droite g ne contient en général qu’un 
seul couple YZ, donc la congruence G est une image de l’invo- 
lution I2 appartenant à F.

La congruence G, ou, si l’on préfère, la surface d’ordre dix 
d’un espace linéaire à cinq dimensions qui la représente au sens 
de Klein, est un modèle projectif général de la classe des 
surfaces de genres zéro et de bigenre un (*). Par suite :

Sur la surface du quatrième ordre et de genres un, jacobienne 
d’un système linéaire oc3 de quadriques sans point-base, les 
couples de points conjugués par rapport ci ces quadrii/ues forment 
une involution générale de genres zéro et de bigenre un, dont 
une image est constituée par la congruence lieu des droites 
appartenant à ce1 quadriques du système linéaire considéré.

7. Observons que se donner la congruence G revient à se 
donner le système linéaire de quadriques (5) et, par suite, la 
surface F±; il résulte donc du théorème précédent que toute 
surface de genres zéro et de bigenre un est l’image d’une 
involution d’ordre deux, privée de points unis, appartenant à 
une surface de genres un. C’est là le théorème de M. Enriques 
rappelé au début de cette note. M. Enriques a établi de plus que 
cette surface de genres un pouvait ramener, par une transfor
mation birationnelle, à une quadrique double. Ce dernier point 
peut aussi s’établir en parlant de la surface Fd; c’est ce que nous 
allons faire voir en nous limitant, pour plus de simplicité, au 
cas général.

Le système linéaire (5) contient dix quadriques dégénérées 
en deux plans. La droite commune aux deux plans formant une

(*) Enriques, Memorie Soc. liai, dette Scienzc, 1906. Au sujet de la congruence G, 
voir Reye, Geometric der Loge, Bd lit, et Fano, Memorie It. Accad di Torino, 1901 ; 
Rendiconli CJrcolo Matem. Palermo, 1er sem. 1910.
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14 L. Godeaux. — Recherches sur les surfaces algébriques

de ces quadriques appartient à la surface F1; jacobienne du 
système (o). La surface Fj contient dix droites. Nous plaçant 
dans l’hypothèse où le système linéaire (5) est le plus général 
possible, nous supposerons ces dix droites distinctes; de plus, 
nous supposerons que deux de ces droites r1( r2 sont gauches (*). 
Observons enfin que le système linéaire (o) ne peut contenir 
une quadrique formée de deux plans confondus sans que la 
congruence G cesse d’être de genres zéro et de bigenre un (**).

Une droite s’appuyant sur ri, r2 rencontre encore F., en deux 
points P, Q qui, en général, ne forment pas un groupe de 
l’involution I2. Les couples de points tels que P, Q forment 
une seconde involution L, d’ordre deux, appartenant à Fj. Les 
quadriques passant par i\, r2 découpent sur Flt des courbes du 
sixième ordre C, s’appuyant en quatre points sur chacune des 
droites i\, r2 et formant un système linéaire j G | de degré 4 et 
de dimension 3, irréductible. Les courbes C sont, par suite, des 
courbes hyperelliptiques de genre trois. Le système |Cj étant 
composé au moyen de l’involution \'2, en rapportant projective- 
ment les courbes C aux plans de l’espace, la surface Fx se 
transforme birationnellement en une quadrique double de genres 
un, possédant, par suite, une courbe de diramation d’ordre huit. 
Ainsi se trouve établie, dans le cas général, la seconde partie du 
théorème de M. Enriques.

La jacobienne d’un système Linéaire oc3 de quadriques, 
dépourvu de points-base, est en général birationnellement équi
valente à une quadrique double ayant une courbe de diramation 
du huitième ordre (***).

(*) On peut, en effet, choisir le système (5) de manière à ce que deux des dix 
droites de la surface Fj soient gauches.

(**) La congruence G est alors rationnelle. (Faso, Rend. Cire. Matem. Palermo, 
1er sem. 1910.)

(***) Nous nous sommes borné dans ce travail au cas général, mais les cas parti
culiers obtenus en partant des systèmes linéaires oc^ de quadriques assujettis à la 
seule condition de donner naissance à des congruences G de genres zéro et de
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de genres zéro el de bigenre un.

On peut aller plus loin et établir le complément au théorème 
de M. Enriques que nous avons donné autrefois (*), à savoir 
que si P' et Q' sont les points de F4 conjugués de P, Q par 
rapport aux quadriques du système (5), les couples de points 
PQ', P'Q appartiennent à une involution d’ordre deux et de 
genres un.

Désignons par Qt la quadrique du système (o) formée de 
deux plans distincts wn, nr12 passant par ri ; par Q2 la quadrique 
du même système formée de deux plans œ21, passant par r2. 
Les point P', Q1 appartiennent par définition aux plans polaires 
de la droite PQ par rapport aux quadriques Qt, Q.2; donc la 
droite P'Q' s’appuie sur les droites rit r2. 11 en résulte que les 
quatre points P, Q, P', Q' forment deux groupes PP', QQ' de 
I2, deux groupes PQ, P'Q1 de I2; par suite, les coordonnées de 
Q' (ou de P') peuvent s’exprimer rationnellement en fonction 
des coordonnées de P (ou de Q). En d’autres termes, Q' et P' 
correspondent respectivement à P, Q dans une transformation 
birationnelle involutive de la surface F4 en elle-même; cette 
transformation détermine sur Fj une involution I2', d’ordre 
deux, dont PQ', P'Q sont des couples. Les points unis de I2' 
seront donnés par les droites PQ, P'Q' coïncidentes; il existe 
quatre de ces droites : les droites œ11ot21, wi2vl2i> ^12^22'’
chacune d’elles fournit deux points unis de Iô'. L’involution 
d’ordre deux I2', appartenant à une surface de genres un Ft et 
possédant huit points unis, est de genres un, comme nous 
devions le démontrer.

bigenre un conduisent aux mêmes conclusions. Par exemple, si les dix droites 
de F4 sont confondues, les quadriques passant par rtl r2 sont remplacées par des 
quadriques se raccordant le long d’une droite. L’examen de tous les cas possibles 
conduit à une discussion assez longue; c’est pourquoi nous ne l’avons pas faite ici. 
Une élude approfondie de la question ne semble cependant pas inutile, car elle 
pourrait jeter quelque lumière sur les propriétés des surfaces de genres zéro et de 
bigenre un à modules particuliers. Nous espérons y revenir.

(*) L. Goüeaux, Rend. R. Accad. Lined, 1914.
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8. Nous avons rencontré plus haut des surfaces F2, du qua
trième ordre et de genres un, lieux des couples de points conju
gués par rapport aux quadriques d’un réseau et d’un système 
nul. Considérons une de ces surfaces, définie en partant du réseau 
de quadriques (1) et d’un syslème-nul générique a. Sur celte 
surface F2, les couples de points conjugués forment une involu
tion d’ordre deux que nous allons démontrer être de genres un.

Soient Qlt Q2, Q3 trois quadriques linéairement indépen
dantes du réseau (1); r une droite n’appartenant pas au complexe 
linéaire £' déterminé par le système-nul <r; rl, r2, r3 les conju
guées de r par rapport à Q15 Q2, Q3; r' la conjuguée de r par 
rapporta Le lieu des points conjugués, par rapport à Q^Qg, O3» 
des points de r est une cubique gauche K ayant comme bisé- 
cantes r, ru r2, r3. Le lieu des intersections des plans polaires 
des points de r par rapport à Q, et à t est une quadrique Q 
passant par r1 et r1. La quadrique Q rencontre la cubique 
gauche K, en dehors de i\, en quatre points qui sont conjugués, 
par rapport à Qt, Q2, Q3, a, des quatre points où r rencontre F2. 
Si en particulier la droite r passe par un point-base A du 
réseau (1), comme A est son propre conjugué par rapport à 
Qi> Q2* Q3' la cubique gauche K est tangente à r en A, et l’un 
des quatre points d’intersection de K et de Q considérés plus 
haut tombe en A. Par suite, r ne rencontre plus F2 qu’en trois 
points en dehors de A. Ce point A est donc simple pour F2.

Si la droite r coïncide avec r', c’est-à-dire si r appartient au 
complexe S1, le raisonnement précédent montre que les deux 
points d’appui de la cubique K sur r appartiennent à F2, comme 
cela résulte d’ailleurs de la définition de la surface. En particu
lier, si r passe par A, cette droite est tangente en ce point à F2.

La surface F2, lieu des couples de points conjugués par 
rapport aux quadruples d’un réseau et à un système-nul, a 
l’ordre quatre et passe simplement par les points-base du réseau ; 
les plans tangents en ces points sont les plans polaires de ces 
points par rapport au système-nul.
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de genres zéro et de bigenre un.

Le couple de points conjugués Y, Z par rapporta 
<7, sur F2, détermine une droite g qui appartient, d’une part, au 
complexe cubique S4, lieu des droites des quadriques du 
réseau (1), et,d’autre part, au complexe linéaire S'. Comme nous 
l’avons vu, une droite g de S4 ne contient en général qu’un 
couple de points conjugués par rapport aux quadriques du 
réseau (1). Par suite, une image de l’involution d’ordre deux 
formée par les couples Y, Z sur F2 est constituée par la con
gruence G', d’ordre et de classe trois, intersection des com
plexes S4 et S'.

L’involution considérée sur F2 possède huit points unis qui 
sont les points-base du réseau (l); par suite, cette involution et 
la congruence G' doivent être de genres un. Effectivement, on 
sait que la congruence G'possède les caractères pa= 1, P4= i (*). 
D’ailleurs, si l’on représente l’espace réglé par les points d’une 
hyperquadrique d’un espace linéaire S5 à cinq dimensions, à la 
manière de Klein, la surface qui représente G' est l’intersection 
d’un hyperplan, d’une hyperquadrique et d’une hypersurface 
cubique; c’est le type d’une surface de genres un dans un espace 
linéaire à quatre dimensions (cet espace est ici l’hyperplan 
correspondant au complexe 1').

Sur la surface de guatrième ordre et de genres un, lieu des 
couples de points conjugués par rapport aux guadrigues d’un 
réseau n’ayant gue huit points-base et à un système-nul, ces 
couples de points forment une involution de genres un ayant 
comme points unis les points-base du réseau.

On observera que puisque les gerbes ayant pour sommets les 
points-base du réseau (1) appartiennent au complexe S4, aux 
points de F2, infiniment voisins de ces points, correspondent, 
dans la congruence G', les droites du complexe 2' passant par 
ces points.

(*) Fano, Mem. It. Accad. Torino, 1901.
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9. Considérons le cas particulier on le réseau de quadriques 
(1) est déterminé par les quadriques

<pi = 4 —®î = 0, (p2 = xl — x‘i = 0, ®3 = Æ5 — = (6)

Si Y [yl, y2, y3, ?/4), Z (z4, z2, z3, z4) sont deux points conju
gués par rapport aux quadriques (6), on a

î/l^i ~ y2^'î — VsZ3 =
et les points Y, Z sont donc homologues dans une inversion 
dont le tétraèdre fondamental est le tétraèdre de référence.

Le réseau (1) a actuellement pour points-base les points

Aj(— 1,1, 1, 1), A2(1,-1,1,1), A3(l,l,-1,l), AJLLL- l),
B(1,1,1,1), Ba(1, 1, — 1, — 1), B2(l, — 1,1, — 1 ), B3(—1,1,1, —1).

La courbe (2), du sixième ordre et de genre trois, est dégé
nérée et formée précisément des arêtes du tétraèdre de référence.

Le tétraèdre de référence, le tétraèdre AjA2A3A4 et le tétraè
dre BBj B2B3 forment un groupe de trois tétraèdres desmiques. 

Considérons la quadrique
<p (xit X2, X3, X4) = ^ (lin Xt xh = 0, (T)

(U = 1,2, 3, 4).

Le lieu des couples de points conjugués par rapport aux 
quadriques (6) et (7) est la surface anallagmatique du quatrième 
ordre

«12*3^4 (-El + ®f) + ai3x2x4 (xf + x$) -f aux2x3 (x\ + arj) 1 
+ a^x^Xi (af + Æ5) -f- a2,xlx3 (x! + xi) + a:ilx,x2 (xi + xi) (8) 

(®u -f- a22 ^33 -f- ox4x2x3x4 = 0. !

D’après ce que nous avons établi plus haut, cette surface 
contient une involution d’ordre deux, I2, dont chaque groupe 
est formé de deux points inverses l’un de l’autre. Si la qua
drique (7) ne passe par aucun des points-base du réseau

/

(*Eï *Ej) d” ^'2 ("EJ X~i) “f- ^3 (x\ xf) = 0,

l'involution I2 est de genres zéro et de bigenre un. Une image
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de genres zéro et de bigenre un. 19

de cette involution est constituée par la congruence G lieu des 
droites appartenant à oc1 quadriques du système linéaire

\ {x\ — + \ (xi -- O + \ 01 — Æ's) + Oi> x2, x3, x4) = 0. (9)

Désignons par T le tétraèdre de référence, par Ta le tétraèdre 
A1A2A3A,i, par Tfc le tétraèdre et supposons que la
quadrique (7) ne passe par aucun des sommets de ces tétraèdres. 
Nous avons montré, dans notre première note, que la con
gruence lieu des droites appartenant à oc1 quadriques du 
système linéaire oc3 déterminé par la quadrique (7) et les qua
driques circonscrites aux tétraèdres T, Té, représentait une 
involution d’ordre deux, appartenant à une surface anallag- 
matique d’ordre six, passant doublement par les arêtes du 
tétraèdre T et passant par les sommets du tétraèdre Ta. De 
même, la congruence lieu des droites appartenant à oo1 qua
driques du système linéaire oo3 déterminé par la quadrique (7) 
et les quadriques circonscrites aux tétraèdres T, Tu, représente 
une involution d’ordre deux, appartenant à une surface anallag- 
matique du sixième ordre, passant doublement par les arêtes 
du tétraèdre T et simplement par les sommets du tétraèdre ï6.

A une quadrique (7) correspondent donc trois surfaces 
anallagmatiques : deux du sixième ordre, de genres zéro et de 
bigenre un; une du quatrième ordre et de genres un.

10. La surface anallagmatique (8) passe simplement par les 
arêtes du tétraèdre de référence T, et les sommets de T sont des 
points doubles coniques. Les points inverses des points de la 
surface (8), infiniment voisins de l’un des sommets du tétraè
dre T, sont les points de cette surface situés dans la face opposée 
de T, en dehors des arêtes de ce tétraèdre. Ce sont donc les 
points d’une droite. Par suite, aux couples de points inverses 
de la surface (8) qui viennent d’être considérés correspondent, 
dans la congruence G', les rayons de quatre faisceaux. D’une 
manière précise, aux couples de points de l’involution I2, sur
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la surface (8), comprenant les points infiniment voisins du 
sommet (0, 0, 0, 1) de T, par exemple, correspondent, dans la 
congruence G', les droites d’un faisceau ayant ce sommet pour 
centre et pour plan, le plan

au%i + (>24X2 + a3lx3 = 0

projetant de ce sommet la droite de la surface (8) située dans 
le plan x4 = 0 et distincte des arêtes du tétraèdre T.

La congruence G' contient donc quatre faisceaux de rayons; 
c’est donc une congruence de genres zéro et de bigenre un à 
modules particuliers, ce qui provient de ce que la surface (8) 
est une surface Fj particulière.

Il serait aisé de poursuivre l’étude de la surface (8). Bornons- 
nous à remarquer que celte surface contient dix droites : les 
arêtes du tétraèdre T et les quatre droites situées dans les faces 
de ce tétraèdre. Les six premières de ces droites proviennent 
de quadriques dégénérées du système linéaire (9). En rappor
tant projectivement les quadriques passant par deux arêtes 
opposées du tétraèdre T aux plans de l’espace, il est aisé de 
voir que l’on transforme birationnellement la surface (8) en 
une quadrique double ayant une courbe de diramation d’ordre 
huit. On pourrait vérifier, dans le cas actuel, les conclusions 
que nous avons obtenues plus haut dans le cas général.

Marcel Hayez, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
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