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Geometrie. — Remarqgues sur l'enveloppe des quadriques
de Lie d’'une surface,

par Lucien GODEAUX, professeur a I’Université de Liege (*).

Les quadriques de Lie d'une surface (x) ont en général
cing points caractéristiques (**J*1*9rsque ces cing points ne
sont pas distincts, les asymptotiques se correspondent sur les
différentes nappes de I'enveloppe des quadriques de Lie (**').
Lorsque ces cing points sont distincts, nous avons déterminé
la condition nécessaire et suffisante pour que les asympto-
tiques se correspondent sur les cing nappes de I'enveloppe (Iv).
Nous nous proposons de donner une interprétation géomé-
trique de cette condition.

Parmi les points caractéristiques de la quadrique de Lie
attachée au point x de la surface (x) se trouve le point x
lui-méme. Soit i/j un autre point caractéristique de la quadrique
de Lie. Nous allons établir que La condition nécessaire et
suffisante pour que tes asymptotiques se correspondent sur les
différentes nappes de I'enveloppe des quadriques de Lie d'une
surface (x) est que les plans focaux de la droite Xxyi passent
par les foyers de la droite commune aux plans tangents en x, yt
aux surfaces (x), (vi-

1. Conservons les notations de notre note citée plus haut.

(*) Présenté a la séance du 3 ao(t.

(**) A. Demoulin, Sur la quadrique de Lie. (C. B., 1908, t. 147, pp. 493-496.)

(***) A. nEMOUUN, loc. cil.

(IV) Sur I'enveloppe des quadriques de Lie d’une surface. (Bull. Acad. roy. de
Belgique, t. XV, 1929, pp. 37-53). Voir aussi une note ultérieure de M. Finikoff,

Sur les congruences de Al. Demoulin. (Bend. B. Accad. Lined, 1« sem. 1929
pp. 493-498.)
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L. Godeaux. — Remarques sur I'enveloppe

Les coordonnées de Wilczynski des points x de la surface (x)
rapportée a ses asymptotiques u, v satisfont aux équations

x20 + 2bxM + ctx = 0,
Xe -f- 2axil + ¢2x = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes u, v
soient les asymptotiques sur les différentes nappes de I'enve-
loppe des quadriques de Lie de la surface (x) s’exprime par
I'une des relations équivalentes

aall+2aalld=" 0, + 2p/>0l =0, (logaf))l =0, (log/ro)ii =0,
ou l'on a
(log @)X + (log a)l0 + 4 (bl + c,),

P =2(log br + (log br + 4 (all + c),
7+ oc=0, -i2+p =0.

2. Reprenons la suite de Laplace..., (U), (V),... de I'espace
a cing dimensions, les points U, V représentant les tangentes
asymptotiques xxi0, xx0l de la surface (x) sur I'hyper-
quadrique Q. Les points Du, D12 et D21, D22 ou celte liyper-
guadrigue est rencontrée respectivement par les droites U,U2,
VtV2 représentent les arétes du tétraedre de Demoulin appar-
tenant a la quadrique de Lie. Les points caractéristiques de la
quadrique de Lie, autres que le point x, sont les sommets yii,
Vi2» Vai' V22 de ce tétraedre. Les faisceaux de rayons ayant ces
points pour sommets respectifs et pour plans les plans tangents
en ces points a la quadrique de Lie sont représentés sur Q par
les droites D11(D21, D"D”, D12D21, D12D22.

Désignons, pour abréger, par Dj I'un des points Dn, D)2,
par D2 I'un des points D21, D22; par ;jl le sommet du tétraédre
de Demoulin correspondant a la droite DjD2; par li la
droite xyt; par I[ la droite commune aux plans tangents
en X, yl aux surfaces (x), (t/J.



des quadriques de Lie d'une surface.

Nous avons
Di=h — (log ft))*]* U + 8«bV + 2 h — (log ft)il] (M4 — M2) + 4M4,
)2 = 8aftU + [E — (log a)0]2V + 2 [E — (log a)l0] (M, + M2) + 4M,,
et
D» = 2(rll0 + ft,)(U, + r1U),

DOl = 2(Efl + fc) (V, + EV).
Posons

L=U,+viU+V, +EV=1[0— (log ft))]] U |
+ [?— (log f)I0] V -f- 2iVI, |
L'= — Ut-7|U + Vi + ¢V = — [yi — (10(i ft)] U )
+ [C-(loga)®]V + 2Mm2. |
Les points L, L' appartiennent a I’hyperquadrique Q et
représentent deux droites conjuguées par rapport a la qua-
drique de Lie relative au point x de la surface [x). Les équa-
tions de ces droiLes sont respectivement

%2 %3 Yod
- (logft)t C— (loga)ll 2
2*, — [E— (log @)i0] z2— [ri— (log ft)cl] % = 0. =0.

D’autre part, le point //, est donné par (¥)

2l = psaft - (log a)ll (log ft))l — ¢ri + -i (log a)l0 -f E (log ft)0]] X
—2[ri — (log )il  — 2 [E — (log a)l] &l — 4a;1L

Ce point appartient a la premiere droite et par suite les
points L, L' représentent respectivement les droites  /[.

3. L’équation différentielle des développables de la con-
gruence (/,) est donnée par

Q (L10(/u - Lotdt>, \J°du + L°'dv) 0.
Cette équation est donc
[2ftv, — E (log crE)0] du2 + (v° + ft, — E0l — ft) du dv In")
— [2«E — vi (log ftvi)] dv2 = 0. |

(*) L. Godeaux, Sur les directrices de Wilezynski et les quadriques de Lie d’'une
surface. (Bull. Acad. roy. de Belgique, t. XV, 1929, pp. 126-133.)
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L’équation
I fa» — K — (log a)0] z4! du — { 2z22— [ti — (log b)(1] z4\dv = 0
représente, si du, dv Vérifient I'équation (1), un plan focal

de la droite I1. Par suite, I’équation quadratique des plans
focaux de cette droite est

[-H —? (log fl£)i°] [2z22 — U — (log b)0i | \
[2*2 - 11lm-(log 2)01¢  [2z3—j 1 — (loget)ls! *4] (2)
— 12al — i (log b ri)a] [223 — § i| — (log a)1) ] Zt]2 = O. |

4. L’équation différentielle des développables de la con-
gruence (/]) est
Q(L'0du + L'0tdv, L'+ L'l dv) =0,
c’est-a-dire
[257) + ¢ (log ai)l] duz — (V° -|- /%, — 0l — fed) du dv )
—[2a5 (- (logbt)] dvz=0. | ™
Le plan
[2z3—ji— (log @)l0] z4] du + [2z22—{+ — (log a)llj z{] dv = 0,
ou du, dv satisfont a I'équation (3), coupe la droite I[ en un
de ses foyers. Ceux-ci sont donc donnés par les sections de I[
et de la quadrique (dégénérée).
[2ati -f i (log aC)l0] [2z22 — | +i — (log b)l | zip |
+ (V°+/Ji - Sl — h) [2*t— U — (log b0i$ z4] [->23—i? — (log a)10] z¢] ( (4)
— [2a¢ -f ti (log a-0)w] [2z3 — | i — (log @)0 | z4]« = 0. \

5. Pour avoir les intersections de la droite I[ avec les plans
focaux de la droite 1! et les foyers de la droite I[, nous devons
combiner les équations (2) et (4) avec les équations

724 =0, 2zt— i — (log ayw] 22— «i — (log b)il] zz2 =10

de /[. Pour z4 = 0, les équations (2) et (4) deviennent
[2é/i i (log aiyuw] zI -j- (vild \- Aj — sor — /fj) 2*3 |
— [2ai — -fi(logéTi)]zl =0, j
[2¢ri + i(logai)li]z! + (T,10-F ht — 01 — kt)z2z3

)
— [2fli + n(logfcTO“]ai=0 i C }
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des quadriques de Lie d'une surface.

Si les asymptotiques de la surface (;/J sont les lignes u, v,
c’est-a-dire si I'on a
(log =0, (log b7i))l = 0, (5)
les équations (2') et (4) sont identiques et les foyers de la
droite  appartiennent aux plans focaux de Ir Inversement,
pour que cette propriété ait lieu, c'est-a-dire que les équa-
tions (2'), (4" soient identiques, il faut que I'on ait

\ (log a£)l0 = 0, -fi(logfc-o0)M = 0.

Si I'on a \=0, i—0, on a a=0, 3=0 et les
quadriques de Lie n’ont que deux points caractéristiques. Les
droites It I[ sont les directrices de Wilczynski des deux nappes
de I'enveloppe des quadriques de Lie ().

Si une seule des quantités n est nulle, par exemple
si\— 0, onaa=0 et les quadriques de Lie n’ont que trois
points caractéristiques.

Si aucune des quantités £+ ri n'est nulle, les relations (5)
sont verifiées.

Dans tous les cas, les asymptotiques des nappes de l’enve-
loppe des quadriques de Lie se correspondent et le théoréme
énoncé au début est démontré.

6. Supposons, pour plus de simplicité dans I’exposé, que
les quadriques de Lie de la surface (r) aient cing points carac-
téristiques distincts. Les droites UjU2, Y1Y2 coupent I’'hyper-
quadrique Q en des points distincts. S’il y a conservation des
asym ' lies sur les nappes de I'enveloppe des quadriques
de Lie de la surface (x), un des points de rencontre Dt de la
droite UjL2 avec Q, par exemple, engendre un réseau (DJ
conjugué & la congruence (UjUJ. Le réseau (DJ détermine
une suite de Laplace inscrite dans la suite..., U, V, ... Le(*)

(*) L. Godeaux, Sur les Surfaces ayant mémes quadriques de Lie (Bull. Acad,
roy. de Belgique, t. X1V, 1928, pp. 158-180, 345-318 )
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transformé de Laplace de Dj dans le sens des u est un point
de la droite UUj; le second transformé de Dj dans le méme
sens est un point J de la droite UY. Le point J est I'image
d’'une tangente j a la surface (X) au point x et cette droite
engendre une congruence W ayant la surface (x) comme
surface focale.

Inversement, soit (j) une congruence W ayant (X) comme
surface focale. D’aprés un théoréme de VL Demoulin (*), le
point J image d’une droite j sur I’hyperquadrique Q engendre
un réseau (J) conjugué a la congruence (UY). Soient J,, J? les
transformés de Laplace de J dans le sens des v. Le point Jj
appartient a la droite UUt et le point J? a la droite UjU2, la
suite de Laplace..., J, Jj, J2>... étant inscrite dans la suite...,
U, V,... Si le point J2 appartient a I'hyperquadrique Q, il
coincide avec I'un des points Dj représentant une aréte du
tétraédre de Demoulin appartenant a la quadrique de Lie. Il y
a alors conservation des asymptotiques sur les nappes de
I'enveloppe des quadriques de Lie de la surface (x).

Considérons la surface réglée R, engendrée par les droites j
de la congruence (j) touchant la surface (x) aux points d’une
asymptotique v (sur laquelle v varie). La section de I'hyper-
quadrique Q par le plan JJ,J2 représente la demi-quadrique
osculatrice a la réglée R, suivant la droite j de cette réglée
correspondant au point J.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait conser-
vation des asymptotiques sur les nappes de I'enveloppe des
qguadriques de Lie d’une surface (x), est qu’il existe une
congruence W ayant (x) comme surface focale, telle que les
quadriques osculatriccs aux réglées engendrées par les droites
de cette congruence s’appuyant sur les asymptotiques d’une
famille de la surface (x), contiennent une des arétes du

(*) A. Demoulin, Sur les Surfaces !!. (€. R, 1911, t. 1S3, pp. 797-799.)
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des quadriques de Lie d'une surface.

tétraedre de Demoulin appartenant a la quadrique de Lie
correspondante.

Ce théoréme reste vrai lorsque les points caractéristiques
de la quadrique de Lie ne sont pas distincts, car si la droite
UtUa, par exemple, touche I’hyperquadrique Q, le point 1)
coincide avec U? et le point J avec le point U.

7. Pour que le point
I =XU—gV

représente une droite engendrant une congruence W ayant (x)
comme surface focale, il faut, d'aprés le théoreme de M. De-
moulin invoqué plus haut, que I'on ait

Xl + 2ag = o> gil + 2eX = 0. (1)

Nous avons alors (")

ou lI'on a posé
= — (log g)ll + iab.

Si le point J2 appartient a I’hyperquadrique Q, la droite
JjJ? est tangente a celle-ci en J2 et I'on a

0@2,3) =0, (i) =0.
Cela donne

(«=x> -0 (©))

ti étant une racine de I’équation
1*+P=0.

(*) I,. Godeaux, Sur quelques familles de quadriques attachées aux points d’une
surface. (Annales de la Soc été polonaise de Mathématique, 1928, pp. 213-226.)
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Observons que moyennant (1), on a
H = —(log g)il '<Iog ]:Cfl = 2é)—(’(|og?3m'

Par suite, la seconde des conditions (2) devient
(log t 00 + Alo p‘}m =0,

équivalente a la relation

(log bri)it = 0.
Le point
Uf =(/il + V°)[UL + -r,U]

coincide avec le point Jj et le point
[U*+ *[U]*¢ = (>* + 1i“)D-2ftiiV

avec le point J. On a donc

hi -j- j10
On observera que I’'on a
Q'AJi) =—2A

et que par suite le point Jj ne peut appartenir a i’hyper-

(juadrigue Q. De plus, on a
JI—HI, =0
et lepoint Jj engendre un réseau a invariants égaux.

8. Si Dh, D12, D21, D2 sont les images sur I'hyper-
quadrique Q des quatre génératrices du tétraedre de Deinoulin
appartenant a la quadrique de Lie, il leur correspond, lorsqu’il
y a conservation des asymptotiques sur les nappes de I'enve-
loppe des quadriques de Lie, quatre droites engendrant des

congruences W et représentées sur Q par les points

L1 = (Al + V°)U-25r1V, = (*1-100 +St*V, |
JB.=-a«gu + (i*+ CM)v, 2 =2«il + (frl-1»i)v, |
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ou & i sont des solations déterminées des équations
+a=0, -f + 3 =0.

Les points et J12 ne peuvent coincider que si Du, 112
coincident avec U2 et I’on a alors 7) == 0. De méme J2l et J22
ne peuvent coincider que si D21, D22 coincident avec V2 et I'on
a dans ce cas ij = 0. Pour que les points J+i, J21, par exemple,
coincident, on doit avoir

K+ Ve = - 267
-2ar fij+ S

Mais alors, les quadriques de Lie de la surface (=) sont
tangentes a un plan (*). Les quatre points (3) seront donc en
général distincts.

Liege, le 9 juillet 1929.

(*) L. Godeaux, Sur I'enveloppe des quadriques de Lie d'une surface. (Bull, de
I'Acad. roxj. de Belgique, t. XV, 1929, pp. 37-53.)

Marcel HAYEZ, imprimeur, rue de Louvain, 112. Bruxelles.
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