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Sur les Surfaces ayant mémes quadriques de Lie
(Troisieme noie),

par L. GODEAUX, professeur a I'Université de Liege.

Dans la premiere note (*), nous avons établi les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les quadriques de Lie d’une
surface (X) n'aient que deux points caractéristiques. D’une
maniére précise, si la surface (X) est rapportée a ses asympto-
tiques w, v et si les coordonnées homogenes de ses points satis-
font au systéeme d’équations aux dérivées partielles compléte-
ment intégrable

Xm + 26a;ll -j- ctx =0, )
K0 -f- '2aii0 -f- c2x =0, )

ces conditions s’expriment par les relations
2(loga)2 + (log a)ll + 4(ell + cQ =0,

2(logé) -f- (log b)it + 4(ai0 -f c2) = 0.

(*) Bull. Acad. roy. de Belgique, 1928, pp. 1S8-186. Nous continuerons a utiliser
les mémes notations.
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2 L. Godeaux. — Sur les surfaces ayant mémes quadriques de Lie.

Ces conditions peuvent étre mises sous une autre forme.
Soient gi une droite issue d’'un point X de la surface (X) et
n’appartenant pas au plan tangent a la surface en ce point, g2
sa conjuguée par rapport a la quadrique de Lie relative au
point X. Lorsque X varie sur la surface (&), les droites gi, Q2
engendrent des congruences (gi), (g2). Nous allons faire voir
que La condition nécessaire et suffisante pour que les qua-
driques de Lie de la surface (x) n’aient que deux points carac-
téristiques, est que les développables des congruences (g4), (g2
soient engendrées lorsque x décrit les lignes asymptotiques de
la surface (x). De plus, les droites g4, g2 sont alors les direc-
trices de Wilczynski de la surface (x).

1. — Les équations en coordonnées locales d’une droite gi
passant par le point X et n'appartenant pas au plan tangent a
la surface (x) en ce point peuvent s’écrire

222 = 'kz4, 223 = pz(, (9t)

X et p étant fonction de u, v. La conjuguée de </{ par rapport
a la quadrique de Lie

— MM H-2abz\—0
a pour équations

N+ XB3— 2~=0, z=0. (02)

Les points G4, G2 représentant les droites gx, g2 sur I'hyper-
quadrique Q de S5 sont donnés par

Gl= XU + pV + 2Ml)
Gl = —Xi + pV-f2m2

Remarquons que les points

oL = Gj— g2 = 2[Xu + Ml — MJ = s(xD + Ull),
h=G,+Gl=2[pV4 Mj+ MI=2(pV + \©)

appartiennent respectivement aux droites UU4, V4,
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2. — Les développables de la congruence [gf) ont pour
images, sur Q, les courbes de la surface (G4) dont les tangentes
appartiennent a Q. L’équation différentielle de ces courbes est

UGT®, G¥)da* + 2Q(GY°, G\)du dv + U(G« G\)dv* = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que les dévelop-
pables en question soient données par u = cte, v = cle se traduit
donc par

a(Gf, Gr) =0, U(G* Gf) =o. 1)
Nous avons
GY = (Kl + 8ab) ii + ((*** — 2ft X — 4bll — 2¢cf)\ {
+ + MO + 2M3, |

G°l = (X!l — 2ap — 4ail — 2c)U + (pill + 8ah)V J
+ X(M1-M2) + 2M4. |

Les équations (1) donnent, par suite,

2 [xl0 — pi* — ibk — 8b0l — 4ct = 0, 2
2 Xl —X2—4ap. —8all—4c2=0. ©)
3. — Pour que les développables de la congruence (jr2) soient
données par um= cte, v = cte, nous devons avoir de méme
U(G“G‘°) =0, Q(G* G =0. (4)
On a
= —X00 + (plo+ 2 b\ — 2cOV -f p.(Mj + MO + 2 M3,
G2 = — (Xl + 2a (X — 2¢2) D + jxmV — X(Mt — M2) — 2 M4,

Les conditions (4) donnent donc
2(x10— ft* + 46X — 4c, = 0, (5)
2X0— X2+ dalx —4n=0. (6)

4. — Soustrayons membre & membre (5) de (2) et (6) de (3) ;
nous obtenons

X = — (log b)t, p. = — (log a)l.
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Exprimons ensuite que  p satisfont aux équations (5), (6) ;
nous obtenons

2 (log a)20 + (log a)l0 + 4 (bl + Cj) =0,
2(log b)2 + (log fc)il + 4(all + ¢2) = 0,

c’est-a-dire précisément les conditions pour que les quadriques
de Lie relatives a la surface (X) n’aient que deux points carac-
téristiques.

Actuellement, nous avons

Ji = 2 [Ull — (log b)iL U],
3 = 2[VIl— (log a)l0 V],

et, par suite, les points Jd, J2 coincident respectivement avec les
points Uj, Vj. Il en résulte que les droites git g2 sont les direc-
trices de Wilczynski de la surface (x).

Liege, le 30 avril 1928.

ERRATA AUX DEUX PREMIERES NOTES

Page 159, ligne 4, lire : a0 + ...

Page 165, ligne 1, lire : ... des courbes tracées...

Page 168, lignel?, lire : la droite s. Pour le point S, ...
Page 177, ligneH, lire : ... les points Rs, ...

Page 183, lignell, lire : ... —2(tu + Ai)S — ...

Marcel Hayez, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
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