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SUR LES SURFACES DONT LES QUADRIQUES DE LIE
N ONT QUE TROIS POINTS CARACTERISTIQUES:

Par M. L. Godeaux
(Liége).

Soient (X) une surface, u, v ses asymptotiques. En chaque point
d’une ligne u, menons la tangente a la ligne r passant par ce point;
nous obtenons ainsi une réglée asymptotique R,, associée a la sur-
face (X). On définit les réglées asymptotiques R,, en permutant les
roles des lignes u, v. Les demi-quadriques osculatrices aux réglées
R,,, Rr relatives aux lignes u, v passant par un point X de la sur-
face (x), le long des génératrices passant par ce point, ont comme
support une méme quadrique, la quadrique de Lie relative au pointa;
de la surface (X) ()= M. Demoulin a démontré (-) que les qua-
druples de Lie d’une surface ont en général cinq points caractéris-
tiques et il a étudié les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont
que deux points caractéristiques. Dans un travail récent (3), nous
avons attaché a tout point X d’une surface (X) une suite de qua-
driques dont la premiere est la quadrique de Lie, telle que deux
quadriques consécutives de la suite se touchent en quatre points;
ces points sont précisément des points caractéristiques de ces qua-
driques. Nous sommes arrivés a nos résultats en utilisant la repré-
sentation des tangentes a la surface (X) sur une hyperquadrique
de I'espace a cing dimensions ('). Nous avons pu alors compléter

(*) Ce théoreme, énoncé sans démonstration par Lie, a été démontré par
M. Demoulin, Sur quelques propriétés des surfaces courbes (C. B. Acad. 5c.,
I. 117, 19 >8. p. 565-568).

{-) Sur la quadrique de Lie {C. It. Acad. Sc., t. 1i7, 1908, p. 193-496);
Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n'ont que deux points caracté-
ristiques (C. B. Acad. 5c., t. 179, 1924, p. 20-22).

(3) Sur les lignes asyniptotiques d'une surface et I'espace régie {Bull, de
I'Acad. roy. de Belgique, 1917, p. 812-826; 1928, p. 31-41)-

(4) Cette représentation a été utilisée par M. Bompiani dans son Mémoire
SulV equazione di Laplctce {Bend. Cire, mateni. di Palermo, t. 34, 1912, p. 383-
407) et par M. Tzitzéica dans son Ouvrage sur la Géométrie différentielle pro-
jective des réseaux (Paris, Gautliier-Villars, 1924). M. Bompiani est revenu



les résultats de M. Deuioulin sur les surfaces dont les quadriques
de Lie n’ont que deux points caractéristiques (*). Dans ce travail,
nous nous proposons d’établir quelques propriétés des surfaces
dont les quadriques de Lie n'ont que trois points caractéristiques.

1. Rappelons tout d’abord quelques résultats que nous avons
obtenus et qui nous sont nécessaires pour la suite.

Soit (X) une surface rapportée a ses asymptotiques tt, v et que
nous supposerons non réglée. Les coordonnées projectives homo-
génes X,, X-i, X; d’un point X de la surface (X) satisfont a un
systeme complétentent intégrable d’équations aux dérivées partielles
qui, en choisissant convenablement le facteur de proportionnalité,
peut, d’apres Wilczynski (2), prendre la forme

1 ( x-° -t- 1 bx01 4- Cix = o,
@ ( X"--t-2ax'® -+ c™x =o.
On a posé
xk = di+kx
’ du‘dvk

La surface (X) n’étant pas réglée, les fonctions a, b ne sont pas
identiquement nulles.
Les conditions d’intégrabililé du systeme (i) sont

i a-0-t- c”0 -t- a ball -t- i\ab™ = o,

) j 60J-1- | -t-2a6l0-t-4 abla—o,
(cf--+2ac\° 4 a'ac| =cl;0 h» brill -+ 4 b0lcs.

La tangente a la ligne asymptotique tt de la surface (X) en un

o

point X passe par le point X10 de coordonnées .rjo0, x!,°, x3", x\n.

récemment a diverses reprises sur cette question; on trouvera un exposé de ses
travaux sur ce sujet dans le paragraphe VI de son Mémoire / fondamenti geo-
metrici della teoriaproietliva delle curveet dette superficie, publié en appendice
au secend volume de la Geometria proiettiva differenziale de MM'. Fubini et
Ckon (Bologne, Zanichelli, 1927).

O) Sur les surfaces ayant mémes quadriques de Lie (Bull de VAcad
roy. de Belgique, 1928, p. 108-186; 3/(5-348); Sur les congruences de M. Cour-
sat et les surfaces ayant mémes quadriques de Lie (lbid., 1928, p. 455-466).

(2) Wilczynski, Projective differential geometry of curved surfaces (Tran-
sactions of the american Math. Society, t. VIII, 1907, p. n33-260; t. 1X, 1908,
p. 79-120).



Les coordonnées radiales de celle droite xXxU) sont

U/t = CX;® —xkX,10 (i, A, =i, a, 3. 4).

Nous représenterons par U le point image de cette droite sur
I’hyperquadrique Q d’équation

®(P, P)=PtiPu-+-P3IP\\  PnPz* =0

représentant, dans un espace linéaire a cinq dimensions, les droites
de I’espace, “vous écrirons, en abrégé,

U=|x X,
et nous poserons de méme
V=|x x»|

Les surfaces (U), (V) sont, d’aprés MM. Bompiani et Tzitzéica
(loc. cil.), consécutives dans une suite de Laplace. En posant

i — Y
e

les points U, V satisfont aux équations de Laplace

U1l — (logft)0l U0 — 4 ab\J — o,
V" — (logflr)1°V®' — 4 cibV = o,

et I'on a .
Ull+2bV =0, V0l +2aV =o.
Désignons par U,, U2, ... les transformés de Laplace successifs
de L) dans le sens des e, par V,, V,, ... ceux de V dans le sens

des il. En posant

I(» =— (10g6/(/i?... li(-i)u + ht-1,

1., = —(logaA-, A»... Aj-Dll 4- A,_,
nous avons
U( = U?J, — (logé/;, h..ht—i)0l U(_t,
V, = VL, —(logerA, A,... Am)#Vh.
Nous avons montré que la suite de Laplace ..., U, V, ... est

autopolaire par rapport a I’hyperquadrique Q. Précisément, les
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points ci-dessous ont pour hyperplans polaires :

Points. Hyperplans po‘aiics.
N e VI Vi | V;VI+H\

AV 7 UMM, UiU/_,Ut_,

Les plans U- 1,,i 1,,2etY, Y, , V,+2 étant conjugués par rapport
a Q, les sections de cette hyperquadrique par ces plans repré-
sentent lieux demi-quadriques ayant méme support <>. En parti-
culier, pour i — o, et en posant U0 = U, Y0=V, on obtient la
quadrique de Lie <0 = < relative au point X.

Deux quadriques <I* , tp>, se touchent en quatre points, sommets
de faisceaux de rayons représentés par les droites de Q joignant les
points de rencontre de la droite U,-U,+,, avec cette hyperquadrique,
aux points de rencontre de la droite V,V,.M avec Q également. Ces
quatre points sont des points caractéristiques pour les quadriques
" -1,

En particulier, les points caractéristiques de la quadrique de
Lie sont les sommets de faisceaux de rayons représentés sur Q
par la droite UN' et par les droites de Q s’appuyant a la fois sur
les droites U|U, et V,VV2 Les quatre derniers points sont les
sommets du tétraedre de Demoulin relatif au point X de la sur-
face (,/°).

2. Les points X, %10, %01, X** ne peuvent étre dans un méme
plan, par suite les coordonnées d’un point de I’espace peuvent se
mettre sous la forme

—iXi -t- z,xj° + z3r<" +T,7T1" G=1, 2 3 4
Nous dirons que ce point est représenté par
S| X -H Zix'Q -+ z™x01 -h SiXu

et que z1, z2, zs sont les coordonnées locales de ce point.
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De méme, si nous considérons sur I’hyperquadrique Q les points

M,= Jar X"\, M.= |x»« .r01j, M3=|.r">  ar**|, Mv= |x#l arl|,

toute droite de I’espace pourra étre représentée sur Q par un point

Z,,U+ Z3V + ZI(M, + Z,I Mi + Z*"Ms+'Z,,M,.

et Z12, .. Zll seront appelées coordonnées radiales locales de
cette droite.

Gela étant, la quadrique de Lie <> relative au point.r de la sur-
face (X) a pour équation locale

s, 3t—2z,3a+-anb% =o,

et ses points caractéristiques sont donnés par
450-+-4(10g6)01z23i-H[ p-+- (log6)o> | z'i = o,
4 8™+ 4(logrt)'» 33 34-t- [ a -+ (loga-)*0] z'\ = o,

moyennant
a = a(loga)’0 H- (loga)10 4- 4(&01 -+a Ci)e
[i = 2(logb)°'- -r- (log*)!I'l + 4 («10 + c,).

Pour que les quadriques 4* aient moins de cing points caracté-
ristiques, il faut que I’'une au moins des quantités a, (3 soit nulle.
Si a et j3 sont toutes deux milles, il y a deux points caractéristiques;
si I'une de ces quantités est seule nulle, il y a trois points carac-
téristiques.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons (3 identiquement nulle,
a différente de zéro. Nous supposerons de plus que la suite de
Laplace ..., U, V, ... est illimitée dans les deux sens et que par
suite aucune des fonctions h,, /i3, *+., i, 21 ... n est identi-
guement nulle. Enfin, nous supposerons que le rapport de a a b
n’est pas le produit d’une fonction de u seule par une fonction de
Vv seule.

Observons qu’en utilisant la premiére des conditions d intégra-
bilité (2), nous avons

(lu=;— 1/ (log*/| )0l = o,
et par suite
(log*/*, )01 = o.
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On en déduit

It, =_(log6A|)>i -t-/tl =/j,, h3 =4ab, hi = Ki,
et plus généralement
A = X3 (t =4)5,..).
3. Nous avons

Ui = M, — M, — (logE>)»* U,
L’j= U® —(log6/i|)""U,= U®L,

us= “(logé)®*U 4 abX —(loge)0l(M,—Mt) » M,
U=—38 — «[an- (logrt)0’ | V + 2 a(loga)io( M,-f- M,) — \ ,M,.

Posons
U(/»j ¢)—P\37™31-h. .. —"~1>,

I x
Ll ./.!»

XO0i
L.
le second membre représentant le déterminanta 16 éléments formés

avec les coordonnées des points X, %10, x01, xX"". On a alors, en
observant que

UU, M*=— iV, M) =U0(M,, Ms)= a,
les relations suivantes :

u(U,. U)=—2A Q(U, Uj) =o,
iii U,, U2) = o, U(U2, Ua) = o,
Ui | Us) = — 8 a-«A.

On en déduit que les points L1,, [J3 ne peuvent appartenir a
1 hyperquadrique Q, que U2 appartient a celte hyperquadrique et
que U,, U3 sont conjugués de U-2 par rapport a cette hyperqua-
drique. Il en résulte que les droites U, U2, U,U, touchent Q en U2,
Ou peut déduire des relations précédentes une formule qui nous
sera utile dans la suite. Dérivons la derniére de ces relations par

rapport a u et observons que les dérivées partielles de A sont iden-
tiguement nulles, il vient

a QU3 hhrUt) —ahiizfl 3 U2) =— 8(«x-a)l»A = o,
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et par suite
(a-a)p«= a-all -t- x aoui'd = o.
Celle relation peut d’ailleurs étre obtenue en remarquant que,
en vertu des relations (2), nous avons

«al» >an'o— b3*“ + x pin = o.

i. Le plan U( U2l 3 étant tangent & | hjperquadrique Q en L 2,
il rencontre cette hjperquadrique suivant deux droites passant
par Ca. Ces deux droites représentent deux faisceaux de rayons
ayant en commun la droite d, représentée par | .. Nous désignerons
par )'t, y-2 les sommets de ecs faisceaux, par rn, r2 leurs plans.
La quadrique <b, dégénere en deux plans r,,, r,2

Le plan Y,V2Y3 coupe Q suivant une conique qui représente
un systeme de génératrices de la quadrique dp, par suite cette
conique est dégénérée en deux droites qui représentent deux
faisceaux de rayons dont les plans sont nécessaiieinent n,, e2
Nous verrons que les sommets de ces faisceaux sont les pointsj'2,) !

Désignons par D,, IC les points ou la droite N [N 2 coupe Q,
par d,, d> les droites représentées par ces points. Le point V|°
appartenant a la droite \ (V>, les points D,, 1)? pourront étie
représentés, pour des valeurs convenables £, par

V|»+«V,.

Nous avons
V,- (loga)l»V,

Vjo = 4 abV — 1| a — (loger)"!' | V. —(loger )*»( M, -t- M5) -+ > M3
Les valeurs de \ doivent satisfaire a la relation
a(V[°. V|")4-2DCV,. vi»)-t-C=e(V,, Vi)= o,
exprimant que D,, t>] appartiennent a Q. Cette relation se réduit a
Ci) '-—+a = O

Les points D, et D? sont donc distincts.
Observons maintenant que 1 on a

@ Ua-t- 2 ahV -t- 2 a(log«A- )1V, -t- 2 «V, = o.
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Lu dérivant par rapport a u, on déduit de cette relation

5) a&Uj-f-O +-(logrt/.',po+(log«A-l)io(loij;«/fl1)K1] V,
-+(log«3/l.fk2)» V, + V3= o,

c’est-a-dire cpie les points U2, V,, V2, V., sont situés dans un
méme plan.

Les points de la droite V, V2 étant conjugués du point U2 par
rapport a Q, les droites U5D,, U2D2 appartiennent a Q et forment
1 intersection du plan \ , V2V3 avec cette hyperquadrique.

0. Les coordonnées radiales locales de la droite il, représentée
par U2, étant

Zi5+Z13.2Z,i;,25 .28 :Zn= -(logé)»! : 4 cib' — (logé)il ; (logé)ll ;o : 2,

les équations locales de cette droite sont

(d) ' 2 3l(log6)»l— 8«63,-t-(log6)«AE3= o,
I'p:2 (logé)l =o.

Les droites formant I'intersection de Q et du plan U,U2U,
seront déterminées par U? et par les points communs a Q et a la
droite | ( U3. Représentons un de ces points par

U,
X devant satisfaire a la relation
U,)H-2 AU(Ut, U,)-t-U(U3, U3)=0
Cette relation se réduit a
*) X54- 4 Cl-a = o.

Désignons par \ une racine déterminée de I'équation (3). Un
des points de rencontre de la droite U, U3 avec Q sera alors

Jl = 2 af (i -f- U3j
et les équations locales de la droiteyj seront
/,) § 2 *»wa[ (log«)">— C]s*= o,

| 23,+ [(loga}io+f]z2 [4,ib-+J(logé)i]zl - 0.
LVIL. 3
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Les droites d} j, ont en commun le point de coordonnées
locales

(yt) 8 ab—(log6)ol|(log«r) #—El- «(logé)"l, d. log\VV0]— ;m— I
Elles sont contenues dans le plan rj,, I'’équation locale

(«'ll) 4 z,-h 2 z2[(loga)'°-t- £]
-i- ». zZ3(log6)°“H- z.,[8 ab H-(logfc)»! {(logor)'» EI  °-

La seconde racine de I'équation (3) étant —£, le point r» aura
pour coordonnées locales

(v7) 8ab (logft)il [(log«)w0-i C], u(log6)0l, o[(L>g )° £, — i,
et le plan yj2 aura pour équation locale

Us) 47|+ Zsiilogrt)l»— £ |
o | 33(log6)0>, s4[8 ab -1- (log*)" {(logo)'»— f|] °.

Supposons maintenant que le point

IV Vj«-t-CV,

corresponde a la racine E de I’équation (3) choisie plus haut. La
droite d, correspondante a pour équations locales

|2 -Zs-t- 3I[(10g«)10— C]=0,
) ». 3,-t-z2[(loga)10— {]-!- 4 abz3 = o.

On voit aisément que les droites d, d{ ont en commun le point
Yy, et appartiennent au plan yj2. De méme, les droites d, d3 ont
en commun le point et sont situées dans le plan rit.

Les points y,, Y? sont, avec X, les points caractéristiques de la
quadrique de Lie <>; ils engendrent par suite les surfaces focales (qq ),
(y?) de la congruence (d). Les plans locaux de la droite d sont
les plans rj,, y)2. Le plan n2 est tangent en y, a la surface (y,) elle
plany), enyj a la surface (yf-

La quadrique 1*1 dégénére en deux plans : les plans Jocaux
y),, vi2 de la droite d. Une des demi-quadriques ayant pour
support ‘D, est formée des faisceaux de rayons (y,, Vi),(ya,ri2)
dont les sommets sont les foyers de la droite d; Vautre dena-
quadrique estformée desfaisceaux de rayons (r,, yi2), (2, ), ).
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0. Le point U? satisfaisant a une équation de Laplace, la droite d
engendre, d’aprés un théoreme de Darboux, une congruence W.

Aux développables de la congruence (of) correspondent, sur la
surface (U2), des courbes dont toutes les tangentes appartiennent
a I’hyperquadrique Q. Une de ces courbes est donc enveloppée
par la droite UT, et, par suite, I’équation différentielle des déve-
loppables de la congruence [d) s’obtiendra en posant A= du : dv
dans I’équation (6) et sera donc

du”-h 4 a-otdv2 = o.

Ces développables correspondent donc aux courbes d’un réseau
conjugué de la surface (x), résultat déja établi par M. Thomsen (*).

Aux tangentes a la surface (y,) correspondent., surQ, les points
des droites UT),. Pour qu’un point X de cette droite représente
une tangente asymptotique de la surface (Yy,), il faut que le plan
tangent en ce point a la surface qu’il engendre soit tangent a
I’hyperquadrique Q le long de la droite UT),. Posons

\ - AU2t-(.D,
L’expression
OQ\10d/t - \"ldv. X'«du

devra tout d’abord se réduire a un carré parfait. Cette condition
est d’ailleurs suffisante, car le plan tangent en X a la surface (X)
contient certainement la droite U2D, et, par suite, la condition
étant remplie, ce plan tangent rencontrera Q suivant cette droite
comptée deux fois. La condition en question donne les deux solu-
tioni.—o, y. =1t et

o «CX -+ (Cl-i- )p =o.

La droite d, est donc une tangente asymptotique de la sur-
face (y,). Un calcul simple montre que I’équation

Q(P]0du-4- Dfldv, D!0dr-+-DCldv)=o0

(w) Ueber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projecliven Fla-
chentheorie und die projektive Geometrie der systeme von Fldchen zweiler
Ordnung (Abhandlungen ans deni math. Seminar der Hamburgischen Uni-
versitat, Bit IV, 195, p. 23.1-266).
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se réduit a de = 0. Ou voit ensuite qu’au point
(CO1+ A-,)Uj— zaCD,

correspond I'équation du — a. Par suite, les courbes u. v sont les
asyniptotiques de la surface (y,) et les droites d, sont tangentes
aux asymptotiques u.

En changeant!; en on obtient les résultats concernant la
droite U2D? et le point y2. On voit ainsi que :

Dans la correspondance entre lessurfaces (x), (v,), (Y2),
les asymptotiques sont conservées ('). Les droites d,, d? sont
respectivement les tangentes asymptotiques aux lignes u des
surfaces (vy,), (V,).

7. Les directrices de Wilczynski de la surface (X) relatives au
point X sont représentées sur Q par les points ou la droite U| V,
rencontre cette hyperquadrique. Précisément, le point

H= i M—(logé)l Ij —(log«)10\

représente la directrice de Wilczynski r passant par le point X et
dont les équations locales sont

() (logé)it  (loga)ll —v»
Le point
S = 2 M.-t-(logé)?1 U — (loga)">V

représente la directrice s située dans le plan tangent a (X) en X et
dont les équations locales sont

(s) 2 Z, -+ S2(log«)10-+- 3a( logé)ll = 0, «4— o.

Nous avons étudié récemment les congruences formées par les
directrices de Wilczynski (-). L’équation différentielle des déve-
loppables est la méme pour les deux congruences et se réduit dans(*)

(*) Ce résultat a déja été signa’é par M. Demoulin (C. B. Acad. Sc
t. 147, 1908, /oc. cit.) et par M. Thomsen dans son Mémoire Salle superficie
minime proiettive (Annali cli Matematica, t. V, 19p.7-19-8, p. 169-184).

(2) Sur les congruences formées par les directrices de W ilczynski d'une
surface {Bull, de BAcad. roy. de Belgique, 1928, p. 335-345).



le cas actuel a

(7 hdut il lo _i)‘ dude = >

Les points focaux de la droite sont
p =[16 ab— a(logé)it —( loga)10( logA )»>] .r
-t- 2 logé)ot -h 2 -ro1(loga:)I°— ( /ull,

q —[ 16 ab— i(log«3'1—( log«)10( loge)o1 ]x
-4- 2 x10( logé)01-)- 2 x01 (loga)l0— 4 rilL
On a d’ailleurs

a(hi—4i )1 =[2eta—(/j,-4 Ai)(loge)nl—2 1]q
-h 7.[/i] ( log AAt Yo1 — (7X]/>.
Les foyers de la droite s sont

ni --a(/(,—/Mf)[x{oga)wo—» .ri°]-+- i[.r(log6 )01 —a .r51 ],
1= logé )<s— a.rol,

el 'on a
a(/(| — Al)«°lh-[(ki— A )(logé)ll — mi]>-28» = 0.
Les plans focaux de la droite s ont pour équations locales
») 4 z,-i- 2 Z](loga)10
-1 2 Zj(logA)"l -T- [a( loga)ll -t-(log «)*“(logé)0l] z4 = o,
9) | Z| -+ 2 S2( logrt )M
2 logAu s-m[a(logd)ll : (logal),°(log/>)nl]zj = o.

Le premier est tangent en m a la surface (ni), le second en n a
la surface (n).
Les plans (8), (y) rencontrent la droite r respectivement aux
points
ni' — [a( log#)11 —(loga)10( log A)0L ] x
-1- a( log b )01 a?10-)- 2( loga)10x0l — 4 er",
n' =[a(logé )u —(log a)ll (log A)L ].c
-4- 2(logA)01a90-t- afloga)1®*01— 4 J?11.

Tout point de la droite r peut étre représenté par

Ip 4-p Q.
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Si ce point coincide avec m', on a
(h,+ A)X-t-2A, —o,
et s’il coincide avec n',
h, X h=(/* -+ A )[l = o.
Cela étant, I'involution déterminée sur la droite r par les cou-
ples /j, n' et q, m' est représentée par

2 hj Xi X2 4- (h\ 4- AP )(X| p2 4= Xj (- )-t- 2 A, - 2 — o.

Les points doubles de cette involution sont donnés par
T+|i = o, h,X-4 A x =o.
Le premier de ces points est le point r, le second est un point
y — [8«6 —(log«. )10( logé )1 ].r -h 2( logé)0l x10 4- a( loga)l0.r)t — 4 x11.

Nous allons établir une seconde propriété du pointy.
Le pointy., -t-y-j a pour coordonnées locales

16 ab— 2(loga)10(logé)0l, 4(°g™Mub 4(I°Sa)iol —8.

Par suite nous avons
N/ =yi+y*-

Le point y est précisément le point d’appui de la droite d sur la
droite /'.

Si/>, (/sont les foyers de la droite r\ m', n' les points de
rencontre de r avec les />/ansfocaux de la droite s correspon-
dant aux mémes solutions de I'équation () que p, gq respecti-
vement, Vinvolution déterminée sur la droite r par les couples
de points />, n' et g, m*, posséde comme points doubles lepoint x
et le point d'appui de d sur /().

Observons rpic le pointy, —Yy? a pour coordonnées locales
mrelogé)0l, o, —4¢, o.
(") Pour toute surface, il existe sur r un point_p tel que les quaternes(x_r/)«),

{xXygm') sont harmoniques. Nous avons signalé celte propriété dans une commu-
nication faite au Congrés international des Mathématiciens de Bologne ( 19:18).



Par suite, on a
D —yi— =0,

et la droite d s’appuie sur s au point n. De plus :

La droite d s'appuie sur les directrices de iVilczynski en
des points partageant harmoniquement les foyers de cette
droite.

8. La suite de Laplace .... L, V, ... possede une propriété
intéressante que nous allons établir.

Les relations (4), (5) obtenues plus liant montrent que le point U3
appartient au plan VV|V.> et le point L., au plan \ ,\ 2V3.

En dérivant la relation (4) par rapport a e, on obtient encore la
relation

(io) (j4— {a~a.U—2 «A'i (log e/vj )10 VV-t-2 a/f, V, = o,

et le point U4 appartient donc au plan UVV,.

L’b vperplan polaire de U., par rapport a Q, c’est-a-dire I'hyper-
plan VjVjV., VnY», contient le plan conjugué de UVV,, c’est-a-
dire U, UY.

Pour la méme raison, I’bjperplan polaire Y, Y,\ \ .,\5 de U3
contient le plan UUJ|U? et I’hjperplan polaire de L2, c’est-a-dire
\ VY 2V.,Y., contient le plan L il Ul Il en résulte que le point
U| appartient au plan Y2Y'3Y,,.

D’aprés ce qui précede, les points U, U| sont conjugués de U3,
U,,par suite L appartient a I'espace \ -\ ,\ De jilus' on a

n) (U, ufH=o. U, U*) =o.

En dérivant la premiére de ces relations par rapport a e et en
tenant compte de la seconde, on trouve
(12) Q(U, U5)=o.

Le point b étant conjugué de | appartient a I’hjperplan
polaire \ 3\ ,\ N[\ ; de ce dernier. Par suite, | appartient au
plan V3 Vvr(\ - ().

En dérivant la relation (12) par rapport a u et en tenant compte

(*) Il est évident que le point V2 ne peut appartenir a I'hyperplan V3...VV..
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de la premiére des relations (i i), on trouve

(13) u(Y, Us)=o.

Le point V, étant conjugué de U4, U*, appartient a lI’espace
V3V4V5V0. En dérivant (i3) par rapport a e, on en tire, par (12),

o(V, Ue)=o.

Par suite, \ appartienta I’hyperplan polaire \ *\ sV «V -V » de IJU
et par conséquent au plan VL, V5V6.

Supposons, plus généralement, que le point V , appartienne au
plan Vn+n V,+5Y,,+c. Alors, V,, est conjugué des points U,l+4, Un+5,,
u,,+# par rapporta Q et I'on a

(14) U(V,, U, +t)=f  O(V,, UB+s)=o, (V.. V,.s)="n

En dérivant la seconde des relations (i4) par rapport a 1/, on a

U(V,+1, U,+s)+ (logaA,... 71,,))""<(Y,,, | »+%)- [iB+*U(V,, Hn+»)= ©,

Par suite, on a
“(4lin, L/I-t-a)—0*

En partant de la troisieme des équations (i4), on tire de méme

(15) a(art+I I're+6) = °-

On en conclut que Y,1+1 appartient a I'espace V ,+,V,,+sY,,,, Y, .
En dérivant (15) par rapport a ¢, on a

Im+, UV, U, +c)+iu(Y ,,+,,U,,+Dh-(logéli, (... /(,+»)" a(Vn+,U,,+,)=o.

On en lire
An)YE )=

Par suite, V,+t appartient a I’hyperplan Y,+t ... V,+9 et par
suite au plan V,+ Y, + V,+7. D’une maniere générale, on peut
donc dire que le point V,, appartient au plan \ ,,+,V ,,+a\ ,+, pour
toute valeur de n.

L’hyperplan polaire Y,,_2\,,_ tV, V)l4|V,+2 de U,, par rapport
a Q contient, d’apres ce qui précede, les points V/_, V,,_s, \;,_i-
Par suite, U,, appartient au plan v | ,,_5! t conjugué du plan
Yn-6Yn 7V 1
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Si I'on range les points de la suite de Laplace .. U,Y, ...

de maniére que l'un d'eux soit le transformé du précédent

dans le sens des u, tout point de cette suite appartient au

plan déterminé par les trois points occupant le quatriéme,
cinquiéme et sixieme rang apres le point considéré.

1). Nous allons maintenant considérer le cas ou le rapport de a
a b est le produit d’une fonction de u seule par une fonction de v
seule. On a alors
(loga)ll ==(logé)11, h, = /.,

L’équation différentielle (y) des développables des congruences
de Wilczynski se réduit a
«du? = o.

Les foyers p. q de la droite r sont confondus et la congruence
(/*) est formée de tangentes asymptotiques d’une surface (p). De
méme, les foyers m, n de la droite s sont confondus et la con-
gruence (s) est formée de tangentes asymptotiques d’une surface
(n). Sur les surfaces (p), («), les lignes v sont les asymptotiques.

Le premier des théoremes établis au n" 7 n’a plus de sens; |l
doit étre remplacé parle suivant . Le quaterne de points (X. V.
p, n’) est harmonique.



