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Géométrie projective différentielle.

Sur l’enveloppe des quadriques de Lie d’une surface,

par Lucien GODEAIX, professeur à l’Université de Liège.

M. Demoulin (*) a démontré que les quadriques de Lie d’une 
surlace ont en général cinq points caractéristiques. L’un de 
ces points appartient à la surface; les quatre autres sont les 
sommets d’un tétraèdre — le tétraèdre de Demoulin -— dont 
quatre arêtes sont des génératrices de la quadrique de Lie. Ces 
arèt,es engendrent, en général, quatre congruences. Nous nous 
proposons de former les équations différentielles des dévelop
pables de ces congruences. Nous recherchons ensuite les équa
tions différentielles des lignes asymptotiques des quatre nappes 
de l’enveloppe des quadriques de Lie. En utilisant certains 
résultats de M. Thomsen (**), nous en déduisons les conditions 
pour qu’une surface soit une « surface minima projective ».

Pour établir nos résultats, nous utilisons la représentation 
des surfaces dans l’espace réglé telle qu’elle a été imaginée 
par MM. Bompiani (***) et Tzitzeica (lv). Nous utiliserons les

(*) A. Demoulin, Sur la quadrique de Lie. (C. Il , 1908, t. CXLVII, pp. 493-196.)
(**) G. Thomsen, Ueber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projec- 

tiven Flâchentheorie und die projective Geometrie der système von Flüchen 
zweiter Ordnung (Abhandl. Mathem. Seminar Hamburg, 1925, Be IV, pp. 232- 
266); Suite superticie minime proieltive (Annali di Matematiea, 1927-1928, t. V, 
pp. 169-184).

(***).E. Bompiani, Sull’ equazione di Laplace (Bend. Cire, matem. di Palermo, 
1912, t. XXXIV, pp. 383-407); M. Bompiani est revenu à plusieurs reprises sur les 
surfaces considérées dans l’espace réglé; on trouvera un exposé de ses recherches 
dans son mémoire : l fondarnenli geometrici della teoria proiettiva delle curve 
e delle superficie, appendice II au traité de Geometria proiettiva differenziale de 
MM. Fubini et Cech. (Bologne, Zanichelli, 1927.)

(IV) Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des réseaux. (Paris, Gauthier- 
Villars, 1924.)



2 L. Godeaux. — Sur l'enveloppe

résultats établis dans quelques notes que nous avons récemment 
publiées sur cet argument (*).

1. — Soit (x) une surface de l’espace ordinaire, non réglée, 
rapportée à ses asymptotiques u, v. Les coordonnées projec
tives homogènes de Wilczynski (**) d’un point x de celle 
surface satisfont au système d’équations aux dérivées partielles 
complètement intégrable (*“)

Les conditions d’intégrabilité sont

a-0 + cf + HbaM + 4 ab0> — 0, 
bæ -f- cf + Habi0 -f 4 lmi0 = 0, 

cf + Haïf + 4a“c1 = cf + Hbcf + 4 b"%.

L’hypothèse que la surface {x) n’est pas réglée se traduit 
analytiquement par le fait que les fonctions a, b de ?/, v ne sont 
pas identiquement milles.

Soit Q l’hyperquadrique d’un espace linéaire à cinq dimen
sions S5 représentant les droites de l’espace ordinaire. Les 
points U, Y qui représentent sur Q les tangentes asymptotiques 
xxi0, xxoi à la surface (x) engendrent deux surfaces (U), (Y) 
qui sont consécutives dans une suite de Laplace (Bompiani,

(*) L. Godeaux, Sur les lignes asymptotiques d’une surface et l’espace réglé 
(Bull. Acad. roy. de Belgique', 1927, pp. 812-826; 1928, pp. 31-41); Sur les surfaces 
ayant mêmes quadriques de Lie (Ibidem, 1928, pp. 1S8-186 et 346-348); Sur les 
congruences formées par les directrices de Wilczynski d'une surface (Ibidem, 1928, 
pp. 33S-345); Sur les congruences de M. Goursat et les surfaces ayant mêmes 
quadriques de Lie (Ibidem, 1928, pp. 465-466).

(**) Wilczynski, Projective differential geometry of curved surfaces, premier et 
second mémoires. (Trans, of the amer. malh. Society, 1907, t. VIII, pp. 233-260; 
1908, t. IX, pp. 79-120.)

(***) tp étant une fonction de u, v, nous écrivons
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des quadriques de Lie d'une surface, 3

l'zitzeica). La surface (V) est la transformée de Laplace de (U) 
dans le sens des u.

Désignons par U,, U2, ... les transformés successifs de 
Laplace de U dans le sens des v, par Vlt V2, ... ceux de Y dans 
le sens des u. La suite ... U,, U, Y, Vlt ... est autopolaire par 
rapport à l’hyperquadrique Q. Nous supposerons cette suite 
illimitée dans les deux sens (éventuellement périodique).

2. — Nous avons démontré que les arêtes dn, d12, d2i, d22 
du tétraèdre de Demoulin appartenant à la quadrique de Lie 
ont pour images, sur Q, les points D(1, D12 où la droite UiU2 
rencontre cette hvperquadrique et les points DS1, D22 où la 
droite VjV2 rencontre l’hyperquadrique Q.

Considérons un point x de la surface (x), la ligne v 
(v variable) passant par ce point et la réglée asymptotique 
lieu des tangentes aux lignes u aux points de cette ligne v. 
Soit R„ cette surface. La congruence linéaire déterminée par 
la génératrice de R„ passant par x et par les trois génératrices 
infiniment voisines successives a pour image la section de 
l’hyperquadrique Q par l’espace linéaire à trois dimensions 
UUjU2U3. Les directrices de cette congruence, c’est-à-dire les 
tangentes tlecnodales de la réglée R„ correspondant à la géné
ratrice passant par x, sont représentées par les intersections 
de <v) et de la droite polaire de UUjUjUs par rapport à cette 
hyperquadrique. D’après ce qui a été établi dans la première 
de nos notes citées, cette droite est la droite VjVj. Par suite, 
les tangentes tlecnodales envisagées sont les droites d2l, d22. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, dû à 
M. Demoulin (*) :

Les arêtes du tétraèdre de Demoulin appartenant à la qua
drique de Lie en un point x de la surface (x), sont les tangentes 
flecnodales des réglées asymptotiques relatives au point x.

(*) Sur la quadrique de Lie (loc. cit.).
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4 . L. Godeaux. — Sur Venveloppe

3. _ I.es points caractéristiques de la quadrique de Lie 
<t> relative à un point x de la surface (x) sont le point x et les 
quatre sommets du tétraèdre de Demoulin, c’est-à-dire les 
points où les droites dil, dl2 rencontrent les droites d2i, d22. 
Désignons par *e point commun aux droites du, d2j, de 
telle sorte que les surfaces (Çu), (Ç12), (Ç21), (Ç22) forment, avec- 
la surface (x), l’enveloppe des quadriques de Lie de cette 
dernière surface.

Le plan du d2j étant tangent à la quadrique de Lie <I> au 
point 'Ç0, est également tangent à la surface (Çÿ). Par suite, la 
congruence (du), engendrée par la droite dn, a comme surfaces 
focales (ÇÉ1), (Ç,2) si /= 1, (Ç1(), (Ç2i) si l = 2.

Pour rechercher les équations différentielles des dévelop
pables de la congruence [dt), nous rappellerons quelques nota
tions introduites dans nos recherches précédentes.

4. — Nous avons
\

U10 + -= 0, V01 + 2aü = 0.
En posant

hl = — (log b)11 + 4ab, h, = — (log è/t,)11 + hlt...,

nous avons ensuite
U1 = U01 — (log b)01 U, 
u2 = u;1 — (log bhXUi,....

De même, en posant
h\ — — (log a)11 + 4ab, h, = — (log afr,)11 + klf ...,

on a
V1= V10 —(log «)10V,
V* = V}0 — (log afct)10 Vt.....

Les points x, x)0, x01, xli ne sont pas en général dans un 
même plan et le déterminant

x

x11
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des quadriqiies de Lie d'une surface. 5

formé avec leurs coordonnées n’est pas nul en général.
Tout point de l’espace y donne lieu à quatre relations que 

nous condensons en une seule :

y = xzt + x5 * * * * l0z2 + x°% -j-

zlt z2, z3, z4 sont les coordonnées locales [relatives à un 
point x de la surface (æ)] du point y.

Désignons par M1? M2, M3, M, les points de l’hyperqua- 
drique Q qui représentent respectivement les droites xxu, 
xi0x01, x10x11, x01xil. Si Y est le point de Q représentant une 
droite donnée, nous pouvons écrire la relation condensée

Y = UZi2 -f VZ13 + M,Z,4 + M2Z23 + M3Z.,4 + M,Zm.

Les quantités Z(/. sont les coordonnées radiales locales de la 
droite Y.

Nous poserons

Q (P, <]) = Vn<hi + 1hi<Lu H------L PmQk,
de telle sorte que l’équation de Q, en coordonnées générales, 
soit

L> (p, p) = 0.
Nous avons alors

Q (U, M4) - - ü (V, M3) = ü (Mf, M2) = A,
Q (U, V) = Q (U, MO = ^ ü (M„ M,) = 0.

5. — Nous avons
\

Uj = M, — M, — (log b)0' U,

Vf = — I [p — (log />)01‘] U + iab\ — (log bf (M, — M2) 4- 2M,, 

en posant
P = 2 (log bf: 4- (log b)or 4- 4 (a‘° -f c2).

Tout point de la droite U1 ll2, c’est-à-dire de la droite 
UjU,01, est représenté par

2(üî‘+r,Ui).



6 L. Godeaux. Sur Venveloppe

Pour que ce point appartienne à lhyperquadrique Q, y, doit 
satisfaire à l'équation

Ü (U“ + YiUt, Lf + y,IV) = n,
c’est-à-dire à

Vü (II,, U,) + 2ï|ü (U„ LT) + ü (L?1, U?*) = 0.

Cette équation se réduit à

■n2 + p = 0. (3)

Si, pour abréger les écritures, nous représentons par D, l’un 
des points Dn, DI2 (et par dt la droite correspondante), nous 
aurons

t), = [Y, - (log bff U + 8«êV.+ 2 [ij — (log b)01] (M, - M,) + 4M,,

y, étant une des solutions de l’équation (3).
De même, si nous représentons par D, l’un des points D21, 

I)22 (etparrf2 la droite correspondante), nous aurons

D, = SabV 4- [5 — (log a)6 * * * 10]2 V + 2 [£ — (log a)10] (M, + M») -f 4M.,

; satisfaisant à l’équation

5e + <*■ = 0, (4)
où

a = 2 (log a)20 + (log a-f 4 (b+ c,).

6. — La congruence (dj est représentée, sur Q, par la
surface (DJ. Les développables de la congruence sont repré
sentés sur (DJ par les courbes dont les tangentes appartiennent
à l hyperquadrique Q. L’équation différentielle de ces courbes 
est donc celle des développables de la congruence (</J. Obser
vons que le plan tangent à la surface (DJ en un point D, est 
également tangent à 1 hyperquadrique Q et coupe donc celle-ci 
suivant deux droites passant par le point considéré. L’équation 
différentielle cherchée sera donc

ii (D>°d/4 -f D\'dv, D‘°d« + Dfdv) = 0. (5)
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des quadriques de Lie d'une surface. t

Nous avons

DJ = 2 (rf> + AJ [ j r, — (log bf | ü + M, — MJ,
DJ = [S - (log bf S | 2rJ - P 4 flog bf ! - 16a'-A] U 

4 [8ab j r, — (log A)"1 ! — 2a \ a 4 (log af' (] V 
— [2 p — 2yi01 + 2 (log bf S r, — (log bf ( ] [M, — MJ 
+ 4 a10 (Mj + MJ - 8a M3 + 4 [t, — (log bf] M,.

Par suite, nous avons

ü (DJ, ü<°) = -8[f° + hi}±
Ü (DJ, DJ) = — 8t, [f° 4 Ai] (log bnf A,
Q (DJ, DJ) = — 8rj (log bnf1 A — 32a2aA,

et l’équation différentielle (5) s’écrit

[(rj° + AJ du + t, (log brf dvj + 4a2*dr2 = 0. (6)

Cette équation peut s’écrire sous la forme

(t,10 + AJ du 4 [t, (log br f 4 2ai] dv = 0,

; satisfaisant à l’équation (4).
La droite joignant le point 1), au point

[ri (log bnf 4 2u;] DJ - (rj 4 AJ DJ

appartient à l’hyperquadrique () ; elle représente un faisceau de 
rayons ayant pour sommet un des foyers de la droite dit c’est- 
à-dire un des points ^ que nous avons défini plus haut. La 
vérification est aisée; nous ne la ferons pas ici. Les coordonnées 
locales du point considéré sont

Z, *2 ______
8aft 4[?4(l°g<]h —(logé)01] ~ — - [E 4 (log a)“]

z3 z4
2 [r, — ( log A)01] ~~ — 4 ’

Ce point est donc donné par

; = j 8aA 4 [5 4 (log a)10] [r, — (log bf ] j x — 2 [; 4 (log a)10] 4°
4 2 [r, — (log bf] J1"1 — 4.4.



8 L. Godeaux. — Sur Venveloppe

Les deux foyers de la droite c/1 s'obtiennent-en donnant à ; 
les deux valeurs possibles.

On obtient de même l’équation différentielle des dévelop
pables de la congruence (d2). On a

Df" = [8al) ! ; — (log a)10 i — 2b j fi -(- (log b)"r J ] U 
+ [ ! c — (log af S j 2Ç1'1 - a + (log a)"'2 j — 16ab2] V 
— [2a — 2ç'° -1- 2 (log a)10 j ç — (log a)101 ] (M, + M2)
+ 4b0' (M, — M,) + 4 [5 — (log a)10] M, — 8b\\4,
1)5' = 2 (5» + L) [ j i - (log a)iü ! V + M, + Mt],

* > (D‘°, D10) = (log a;)lf|2A -f 32/)-[5A,
0(D.f, D5‘) = 8Ç(Ç“ + L) (log fl;)1" A, 
ü (DS1, DS1) = 8 (£01 + k,f A, 

et, finalement,

[; (log ai)10 du -f (S"‘ + kt) dv]2 + Ab2 fi du2 ---= 0. (7)

7. — Désignons, pour abréger, par Ç celui des points £,>• 
commun aux droites d,, d2. INous allons déterminer l’équation 
différentielle des asymptotiques de la surface (Ç).

Le plan d,d2 étant tangent au point Ç à la surface (Ç), les 
tangentes asymptotiques en ce point à cette surface appar
tiennent au faisceau de rayons déterminé par d15 d2. Les images 
sur l’hyperquadrique Q de ces tangentes asymptotiques sont 
donc des points de la droite Dj D, (qui appartient à Q). Soit

A A D, + [i D»

un de ces points. Dour que le point A représente une tangente 
asymptotique, il faut et il suffit que le plan tangent au point A 
à la surface (A) rencontre l’hyperquadrique Q suivant deux 
droites confondues. L’équation différentielle des lignes asymp
totiques de la surface (Ç) s’obtiendra donc en exprimant que 
l’équation, du second degré en du, dv,

ü(A,0du + A01dv, A "'du + A°'dv) = 0, 

a deux racines du : dv confondues.
(8)



des quadriques de Lie d'une surface 9

Un calcul simple montre que l’équation (8) devient

[X2Q(D)°, l)‘°) + 2X(aQ(D10, DA0) + [A*Q(D!°, D“)] du- 
+ 2 [X2Q(Di°, D?1) + XjAÛfD"1, Df) + [a2Q(D|°, DS1)] dudv 
4 [X*Q(D“, Dî1) + 2XjaO(D“ DS1) + |a2ü(D!I1, DS1)] dv- = 0,

les coelïicients des dérivées partielles de X, p. étant identique
ment nuis.

Moyennant les formules données plus haut, cette équation 
s’écrit

U(V° + *i))'+ 2ftr,|A}2 — ^(logttç)‘°2 [a2] did 
+ 2 ft (log b -o)01 À \ (V° + ht) X + 2 b rt p j 
— ?(log ai)10p. j (l;1 + fc4)p + 2a£X))]ditdr 
+ [yi2 (log b-ny? X2 - j ((j* + kf) u + 2 a Ç X j2] do2 = 0,

ou encore

[ S (V" + K) X + 2 b yi p ! dw + yi (log b rf)01 X dvj ) (
— [!-(ioga!;)10pdu 4 S (?01 + fe4) [A + 2a i-Xj rfi]2 = 0. )

L’équation (9) se décompose en deux autres :

[0alo + /*i)X-H2&Y1 +£(loga£)10 ) [A]du )
+ [(Ç“ + ko [A + | 2a ? + n (log b-nr IX] dv - 0, j

[(•A10 + A,) X -H 2 fcr, — 5 (log a E)i01 p] du ) ^
— [(Ç01 -f- b\) (a. + ! 2 a ? — Y| (log br()01 j X] dî; = 0, i

qui, pour que le point A représente une tangente asymptotique 
de la surface (s), doivent être équivalentes. Cette condition 
s’exprime par la relation

[(y,10 + lu) X + 2 br\ g] [(£m 4- kt) (a 4- 2a ; X] ) {
— ?Yi(loga?)10(logfcYi)01X}A = 0. i

On observera que le discriminant de l’équation (9) est préci
sément le carré du premier membre de l’équation (12).

Les lignes asymptotiques de la surface (Ç) s’obtiendront 
en intégrant l’équation (10) ou l’équation (11), après avoir 
remplacé X, p successivement par les deux racines de l’équa-
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L. Godeaux. — Sur Venveloppe10

tion (12). On peut encore dire que l’équation différentielle des 
lignes asymptotiques de la surface (Ç) s’obtient en éliminant 
a, p entre les équations (10) et (12), ou (11) et (12).

Remarquons que, moyennant (12), les équations (10) et (11) 
peuvent s’écrire sous l’une des deux formes équivalentes

ç(log aç)‘°p du + [(ü"1 -f- kt) p + 2a ;À] dv = 0,
[(y,10 + th) À + 2 bri p] du + r, flog /rr|)0i p dv = 0,

mais le passage des équations (11) ou (12) à ces équations 
implique l’hypothèse que certains facteurs ne sont pas nuis.

8. — Avant d’aller plus loin, nous allons établir certaines 
relations qui nous seront utiles.

Nous avons tout d’abord

a01 =- — 2ki (log aki)10, (3'° = — 2 (log bh,)01. (18)

Puisque par hypothèse la suite de Laplace ..., U, V, ... n’est 
pas terminée, h± et ki ne sont pas nuis. Par suite, si a est nul, 
il en est de même de (log aAj)10 et si (3 est nul, il en est de 
même de (log blii)0i.

Des formules (13) on déduit

&0i = ^(logafcO10, V<li0 = A, (log bhif1. (14)

D’autre part, en utilisant les conditions (2) d’intégrabilité 
du système (1), on a

a a10 + 2 a a'" = b fi01 + 2 fi //'*. (15)

Moyennant les relations (3) et (4), cette relation devient

UaÇy°=vi(Mr (16)

et, si aucune des quantités a, (3 n’est identiquement nulle,

aa (log a S;)10 = b fi (log b ïi)0i. (16r)

Dans cette dernière hypothèse, les quantités 

(log aç)10, (log br,)01 

sont donc milles en même temps.
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des quadriques de Lie d'une surface. Il

9. — Voyons tout d’abord rapidement ce que deviennent 
les résultats précédents lorsque les quadriques de Lie de la 
surface (x) n’ont que deux points caractéristiques. Nous avons 
démontré dans notre seconde note citée que, pour qu’il en soit 
ainsi, il faut et il sutlit que l’on ail

a = 0, [3 = 0.
• Alors, on a en outre

(log O10 = 0, (log Mij)01 = 0, ? = 0, yi = 0.

Les quatre points Ç12, Ç2i, £22 coincident en un point 
unique les équations (6) et (7) se réduisent respective
ment à

du2 = 0, dv-= 0.

Les droites di = dil == di2, d2 — d2i — d22 sont les tan
gentes asymptotiques de la surface (Ç), comme on le sait 
d’ailleurs (*).

Du reste, l’équation (12) se réduit à

//, kt ), p. = 0

et les équations (10) ou (11) donnent, pour les asymptotiques, 
du = 0 (pour u = 0) et dv = 0 (pour 1 = 0).

10 — Nous allons maintenant examiner le cas où les
droites d{l, di2 coïncident en une seule, dit les droites d2i. d22 
étant distinctes. La droite lîjU2 doit être tangente à l'hyper- 
quadrique Q, ce qui exige que l’on ait (3 = 0 et, par suite, en 
verLu de (13), (log bhJ01 = 0. D’autre part, en vertu de (16), 
on a

(«0io = o>

car pour que d2l, d2i soient distinctes, on doit avoir a et, par 
suite, \ différents de zéro.

(*) Voir la note de M. Demoulin et la seconde des nôtres citées plus haut. Voir, 
en outre, A. Demouun, Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont que deux 
points caractéristiques. (C. R , 1924, 2e sem., pp. 20-23.)
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I “2 L. Godeaux. — Sur V enveloppe

On remarquera que les points U2, U?1 et l)u, 1)12 coïncident.
Les points Çtl et Ç21 coïncident en un point ^ ; les points 

Ç12, £22, en un point Ç2. Les quadriques de Lie de la surface (x) 
n’ont plus que trois points caractéristiques : x, Çj, Ç2.

L’équation différentielle (6) des développables de la con
gruence (dt) devient

h\ du2 + 4a2 x dvr- = 0.

Interprétée sur la surface (x), celte équation différentielle 
représente un réseau conjugué.

L’équation diflerentielle (7) des développables de la con
gruence (rf21) |ou (d22)j se réduit à

k\ dv2 = 0.

Les droites d2i, di2 sont donc respectivement des tangentes 
asymptotiques des surfaces (Çt), (Ç2).

L’équation (12) se réduit à

fctX[(p‘ + *1)p+'2«5X] = 0.

Pour la solution X = 0 de celte équation, l’équation (10) 
donne dv = 0. Pour la solution

(;01 + /f*) p + 2n?X = 0,

on obtient du = 0. On a, par suite, le théorème suivant de 
M. Demoulin (*) :

Dans les correspondances entre les surfaces (x), (Çj), (~2), 
il y a conservation des asymptotiques et la congruence (dj est 
une congruence W.

Le résultat précédent suppose toutefois que ;01 -j- kl n’est 
pas identiquement nul. Observons que l’on a

i01 + h = r[5-+ (l°g

(*) Sur la quadrique de Lie (loc. cil ).
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des quadriques de Lie d'une surface. 18

Si le premier membre était nul, on aurait \ — — (log ah\)i0 
et v2 = V»1 + ÇV,

Par suite,
U(V,, V2) = û(Vp, VJ») + $*Ü(Vj, vt) = + 2c2A = 0,

et V2 appartiendrait à l’hyperquadrique Q. Mais alors, on 
aurait

— Ü (V2, V2) = 2U (V2, V’1) = 0 
3v

et la droite Y^V2, c’est-à-dire la droite VjVg, serait tangente 
à l’hyperquadrique Q. Cela entraînerait a = 0, contrairement 
à l’hypothèse.

11. — Nous allons envisager le cas où les droites d11, d12, 
</21, d.>2 sont distinctes. Les droites UIU2, VjYj ne sont pas, 
dans ces conditions, tangentes à l’hyperquadrique Q, et a, (3 ne 
sont pas nuis. Nous venons de voir que si a n’est pas nul, il en 
est de même de la quantité ;01 + Aq. Par un raisonnement 
analogue, on établirait que, (3 n’étant pas nul, la quantité 
t,10 -(- /«± ne peut l’être non plus.

Dans le premier de ses travaux cités plus haut, M. Thomsen 
a établi que si les développables des congruences (du), (di2), 
(t/2l), (rf22) correspondaient à des systèmes conjugués de la 
surface (x), celle-ci est une surface minima projective. Dans 
son second travail, il a établi que si les asymptotiques des 
surfaces ('(n), (Ç12), (Ç21), (Ç2Î) correspondaient à celles de la 
surface (x), celle-ci présentait la même propriété (*). Nous 
allons établir que les deux conditions données par M. Thomsen 
pour que (x) soit une surface minima projective sont équi
valentes et nous obtiendrons une expression simple de ces 
conditions.

(*) Il résulte de ce qui précède que si l’un au moins des nombres a, (3 est nul, 
la surface (.r) est minima projective.



14 L. Godeaux. — Sur l'enveloppe

Aux développables de la congruence (dn) ou (dl2) corres
pondent, sur la surface (x), les courbes d’un système donné par 
l’équation (6). Pour que ce système de courbes soit un réseau 
conjugué, il faut et il suffit que le terme en dudv disparaisse 
dans (6), les coefficients de du*, dv* n’étant pas nuis. Cette 
condition ne peut être obtenue qu’en posant

(log byi)01 = 0, (17)

a2a et r,10 -f //j ne pouvant être nuis. D’après (16'), (16) et 
(15), cette condition entraîne

rta10 -f- 2aa'° /ip"1 -f- 2[3i>M = 0.

Par suite, la relation (17) et la relation

(log ai;)10 = 0 v17')

sont vérifiées par les deux racines rlt ; des équations (3) et (4). 
Mais alors le système de courbes de la surface (æ) représenté 
par l’équation (7) et qui correspond aux développables des 
congruences (d21), (d22) est également un réseau conjugué.

Donc, dans les conditions posées (a, § non nuis), pour que 
les arêtes du tétraèdre de Demoulin appartenant à la quadrique 
de Lie engendrent des congruences dont les développables cor
respondent à des courbes de réseaux de la surface (x), il faut 
et il suffit que l’on ait

era10 + 2aa10 = 0, bfioi + L2^b01 = 0, ( 18)

l’une de ces conditions étant ta conséquence de l'autre.
On observera que ce théorème s’étend immédiatement au cas 

où l’une des quantités a, (3, au moins, est identiquement nulle.
Recherchons maintenant sous quelles conditions les asymp

totiques de l’une des surfaces (Çtl), ..., (Ç22) sont les courbes u 
et v. Pour cela, il faut que, \ et v, étant des racines déterminées 
des équations (4), (3), pour une solution À, (u de l’équation (12), 
l’équation (10) se réduise à dv = 0, et que la solution X, a de 
(12), (10) se réduise à du = 0.
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des quadriques de Lie d'une surface. 15

Observons tout d’abord que si les relations (18) sont véri
fiées, c’est-à-dire si l’on a (17) et (17') pour les valeurs de Ç, t; 
considérées, les lignes asymptotiques de la surface (Ç) corres
pondante sont des lignes u, v, à moins que l’on ait

2«;
V° + lh

£01 + h
2 bu

= 0, (19)

auquel cas les lignes asymptotiques sont indéterminées.
Supposons maintenant que l’une des quantités (log a;)10, 

t^log brf)01 et, par suite, l’autre, ne soit pas nulle pour les valeurs 
de -, /, considérées. Alors les valeurs de 1, p vérifiant l’équa
tion

(V° + /il) a + [2b-f\ -f £ (log ai)10] P = 0

doivent satisfaire à l’équation (12). Mais on trouve que, dans 
ces conditions, ces valeurs de 1, p vérifient également la 
relation

(;01 + kt) P + [2a£ + i\ (log é-o)01] X = 0.

Par suite, les lignes asymptotiques de la surface (Ç) consi
dérée sont indéterminées. Ce cas est caractérisé par la con
dition

2a; + (log b-n)01 i01 + kA
■rf' + K 2/ri, + i (log a;)10

pour les valeurs de -t\ considérées.
Cela étant, recherchons s’il est possible que les asymptotiques 

soient indéterminées sur les quatre surfaces (Ç^), ..., (Ç22). 
Pour cela, il faut que la relation (20) soit vérifiée lorsqu’on 
remplace ;, ou t\, ou ces deux quantités, par les autres 
racines des équations (4), (3), c’est-à-dire par — ç, — r\. Cela 
donne quatre relations d’où l’on déduit aisément

c’est-à-dire
Coi 0,

(log afej)10 0, (log bhif =

51



16 L. Godeaux. Sur V enveloppe

On a, dans ces conditions,

V2 = Vf — (log a/4)10 Vt = Vf.
Par suite,

Ü(V1,V2) = Û(V1,Vf) = 0,

et les points Vlf V2 sont conjugués par rapport à Q. De même, 
les points Uj, U2 sont conjugués par rapport à Q.

L’hyperplan polaire de Uj par rapport à Q contient les 
points U2, U, V, Vlt V2, V3; celui de \1 contient les points 
U3, U2, U1; U, V, V2. Par suite, si R est un des points de 
rencontre de la droite UjVj avec Q, l’hyperplan polaire de R 
par rapport à Q contient les points R, U, V, IL,, Y2. Mais le 
plan RUV appartient tout entier à Q et les points U2, V2 ne 
peuvent appartenir à ce plan. Par suite, l’hyperplan polaire 
de R rencontre Q suivant une qtiadrique dégénérée en deux 
plans dont l’un est UVR et dont l’autre contient U2, V2. 
Mais alors, les points U2, Y2 appartiennent à Q, contrairement 
à l’hypothèse (*). Par suite, la relation (20), et à fortiori la 
relation (19) qui en est un cas particulier, ne peut être satis
faite pour toutes les valeurs de ;, r\. Les asymptotiques des 
quatre surfaces ..., (Ç22) ne peuvent donc être toutes
indéterminées et l’on peut énoncer le théorème suivant :

Pour que les asymptotiques se correspondent sur les cinq 
nappes de l’enveloppe des quadriques de Lie d’une surface (x), 
il faut et il suffit que les relations équivalentes (18) soient 
vérifiées.

En utilisant les résultats de M. Thomsen et en remarquant 
que les conditions (18) sont vérifiées si l’une au moins des 
quantités a, (3 est nulle, nous pouvons écrire que

Les conditions équivalentes (18) caractérisent les surfaces 
minima projectives.

(*) On pourrait également établir ce point en remarquant que les équations 
de Laplace satisfaites par les coordonnées des points U4, V., sont à invariants 
égaux, et en appliquant un théorème de M. Tzitzeica.



des quadriques de Lie d'une surface. 17

La relation (20) peut être satisfaite pour une racine déter
minée \ de (4) et pour une racine déterminée r\ de (3). Sur la 
surface (Ç) correspondante, toutes les courbes sont des asymp
totiques et cette surface est, par suite, un plan. Les quadriques 
de Lie de la surface (æ) touchent donc un plan fixe.

Liège, 26 septembre 1928.

f

Marcel HAYEZ, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
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