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Géométrie. — Sur les Congruences de M. Goursat 
et les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie,

par Lucien GODEAIIX, professeur à l’Université de Liège.

Dans un travail récent (*), nous avons étudié les surfaces 
ayant mêmes quadriques de Lie; nous sommes arrivé aux 
résultats suivants :

Soient (x), (y) deux surfaces liées par une correspondance 
telle que les quadriques de Lie de ces surfaces en deux 
points x, y homologues soient confondues. Deux cas peuvent 
se présenter :

1° Les droites xy passent par un point fixe et les intersections 
des plans tangents aux surfaces (x), (y) en des points homo
logues appartiennent à un plan fixe;

2“ Si l’on désigne par p, q les points focaux de la droite xy, 
par m, n ceux de la droite commune aux plans tangents aux 
surfaces (x), (y) en deux points homologues, les points p, q, 
d une part, les points m, n, d’autre part, déterminent deux 
suites de Laplace dont la seconde est doublement inscrite dans 
la première. Les tangentes asymptotiques des surfaces [x), (y) 
aux points homologues x, y sont respectivement xm, xn 
et ym, yn.

Il est aisé de voir que la droite mn engendre une congruence 
de M. Goursat (**).

(*) L. Godeaux, Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. (Bull, de l’Acad. 
hoy. de Belgique, 1928, pp. 158-186.) Voir aussi sur ce sujet deux notes antérieures 
de M. Demoulin, Sur la Quadrique de Lie (C. II., 1908, t. CXLVII, pp. 493-496); 
Sur les Surfaces dont les quadriques de Lie n’ont que deux points caractéristiques. 
(C. R., 1924, t. CLXXIX, pp. 20-23.)

(**) Pour la définition de ces congruences, voir les notes de M. Tzitzeica, Sur 
certaines Congruences (C. R., 1926, t. CLXXX1I, pp. 952-954); Sur une nouvelle 
classe de Congruences. (Idem, pp. 1071-1073.)
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2 L. Godeaux. — Sur les Congruences de M. Coursai

Dans celle note, nous nous proposons de résoudre les pro
blèmes suivants : Considérons une congruence de M. Coursât 
et soient m, n les foyers d’une droite de cette congruence, ml, 
ni les transformés de Laplace de m, n, respectivement distincts 
de n, m. Dans quelles conditions les réseaux (m,), («j) sont-ils 
conjugués à la congruence engendrée par la droite m,n±? Ces 
conditions étant supposées réalisées etp, q désignant les foyers 
de la droite les points x, y de cette droite partageant
harmoniquement les couples p, nt et q, mit engendrent-ils des 
surfaces ayant mêmes quadriques de Lie? La réponse est affir
mative, comme nous allons le faire voir.

1. Avant d’aborder la résolution des problèmes posés, nous 
montrerons que si (x), (y) sont deux surfaces ayant mêmes 
quadriques de Lie, la droite commune aux plans tangents aux 
surfaces (x), (y) en deux points homologues engendre une 
congruence de M. Coursât, dans l’hypothèse où elle n’appartient 
pas à un plan fixe.

Dans notre travail cité plus haut et dans l’hypothèse consi
dérée, nous avons montré que les coordonnées homogènes des 
points focaux m, n de la droite en question satisfont aux 
équations (*)

2m‘° + m (log a)l) + 4bn =0,

2n01 «(log b)01 + 4am = 0.

Multiplions les coordonnées du point m par \/a, celles de n 
par V&, et posons

mi=\a mi, ni=^b ni. (i = l,2,3,4).

(*) Si <f est une fonction de u, v, nous posons

di+k 
du4 dv‘
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et les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. 3

Les nouvelles coordonnées des points m, n satisfont aux 
équations

mi0 + %\Jab n = 0, n01 + ^ab m = 0

transformées des précédentes. Ce sont précisément les équations 
caractéristiques d’une congruence de M. Coursai (*).

2. Considérons maintenant une congruence de M. Coursât. 
Les coordonnées des points focaux m, n d’une droite de cette 
congruence satisfont aux équations

mw + an = 0, n01 + a m = 0,

et, par suite, aux équations de Laplace

mil — m10 (log a)01 — a 2m = 0, 
nli — n01 (log a)i0 — a2n = 0.

Posons

ai = —0°g + «* = — (logaaj)11 + a1; ...,

et désignons par ib„ m2, ... les transformés successifs de 
Laplace de m dans le sens des v, par niy n2, ... ceux de n dans 
le sens des u. Nous avons

m01 = + m flog a)01, mj° =* a, m,
mf = m2 -f- m4 (log aa,j01, n;*0 =.- a%mit

nj1 = a1n, ?i10 = n4 + n (log a)10,
n? = a2n„ nf = n2 + n4 (log aa4)10,

3. La droite mini engendre une congruence dont nous dési
gnerons par p, 7 les foyers. Supposons que les réseaux (mj, (»j) 
soient conjugués à la congruence (mini).

Pour fixer les idées, nous supposerons que p est le trans

(*) TzirzEiCA, toc cit.
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4 L. Godeaux. Sur les Congruences de M. Coursât

formé de Laplace de q dans le sens des v. Désignons par pi le 
transformé de Laplace de p dans le sens des v, par q1 celui de q 
dans le sens des u.

La suite de Laplace ..., m, m1, m2, ... est par hypothèse 
inscrite dans la suite ... qit q, p, pi% ...; donc le point m 
appartient à la droite qlq et le point m2 à la droite ppl.

De même, la suite de Laplace ..., n2, n1, n, ... est inscrite 
dans la suite, ... q±, q, p, pt, ... et, par suite, le point n2 appar
tient à r/t7 et le point n à ppt.

Il résulte de ceci que les points nlnm1mz, d’une part, les 
points nzn1 mml, d’autre part, sont coplanaires. Nous devons 
donc avoir des relations

m2 = Anii + Bnt -)- Cn, (1)
n2 = AiWij -f BjWi -f Cjm, (2)

A, B........C, étant des fonctions de u, v.

4. Dérivons la relation (I) par rapport à u. 11 vient

B?io + (Ai0 — a*) m4 + [B (log Bàaj)10 -f C] », )
-f Aa,m C (log Ca)10n = 0. j

Cette relation doit être équivalente à la relation (2) ; par suite, 
on a

_ A10 — a2 _ B (log Baa,)10 + C _ A a, ...
A, B, C, ’

(log Ca)i0 = 0. (t)

En dérivant la relation (2) par rapport à v, on obtient

Aiffij + [At (log Ai actj)01 + Ci] mi + (Bf — a2) n, )
B, a,» -f- Cj (log Cia)01m = 0. j

Cette relation devant être équivalente à (I), on a

A A2(logAiaai)01 +Cj B?1 —a2 B,a, ^
1 A B C ’

(log Cia)01 = 0. (6)

458



el les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. o

Les équations (4) et (6) donnent

Ca = V, C4 a = U,

Y étant une fonction de v seule, U une fonction de u seule. En 
faisant, dans les équations de départ, des substitutions conve
nables sur les variables u, v, on peut d’ailleurs supposer, sans 
restrictions U = V= 1. On a donc

C = Ci = - • 
a

Les équations (3) et (5) donnent alors

B =—Aaoti, Ai =—Biotas

L’équation obtenue en égalant les second et troisième 
rapports (3) donne alors

(fi A)10 = (logaoti)11,
en posant

(3 = a2a( — t.
On en déduit

PA = (logaoti)01 -f Vi, (7)

Yj étant une fonction de v seule.
On a de même

P Bi = (log aoti)10 -f Uj, (8)

Uj dépendant de u seule.
Des équations (3) et (5), on déduit encore

A10 — a2 = B?1 — a2 = — A4 B.

Par suite, il existe une fonction 9 de u, v telle que

A10 = 801, Bi = Q».
On a encore

(PA)“ = (PB)“,
c’est-à-dire

(ctai)M610 — (aai)10G01 = 0.
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6 L. Godeaux. — Sur les Congruences de il. Goursal

On en conclut que, cp étant une fonction arbitraire d’un 
argument, on a

0 = <p(aa,).

En portant cette valeur de G dans les équations (7), (8), on 
en déduit

ü‘s0' v‘ss(l

et, par suite,
1 1

A = p (log a a,)01, B = - (log aa,)10.

Les équations (3) et (5) fournissent enfin une dernière 
relation

A10 — a2 + AB,a2a5 = 0;

elle se traduit par

<*■*<*1 [P (log oca,)11 — (log aa,)10 (log aa,)01] = (32, (9)

équation aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la 
fonction a de u, v.

5. Les relations (1), (2) s’écrivent actuellement

1 , 1
m2= p (m, —aa,??,) (log aa,)01 -f -n, (10)

I / 1
?iz = ô (ni — aai«*i) (*og «ou)10 + - m. (11)p a

Le point p étant l’intersection des droites min1 et m2n, 
nous poserons

p = m, — a a, j(f;
d’où

1 ^ 1
m2 = ô (logaa,)01/? + - n.

P a
De même, nous poserons

q = n, — aa,?»,;
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7

\

et les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

d’où
1 1n2 = p (log aaj)10 q + - m.

On déduit de ces diverses relations

P/}10 — 2aat (aat)10 p — (aa,)10 q = 0, 
Bry01 — 2aa4 (aaJM q — (aa^01 p = 0.

6. Nous allons déterminer, sur la droite m1, n1, deux points

x = ml + lnl, y = (ml + pnl)\

tels que les quaternes (xypnj), (xyqmj) soient harmoniques. 
Les quantités X, p sont racines de l’équation

X2 — 2aajX -|— 1 = 0.
Nous prendrons

X = — ac^+y/jâ, p = —aa,—VP’

On a, par suite,

® = ™* + (VP~ aaJ 'h = P + «*Vp) (12)

y = (VF — aajwù — (Vp — *«,) (VP + aa*)«* = 9 + ™*VP* (d3 '

Observons que l’on a également

( VP + ««*) x = — q + WjVP> 

( VP + «aj y = — V + »ùVp'

En tenant compte des formules

(Vp + * ai )10= 

(Vp + *«*)1 =

Vp + aa*

Vp
Vp +

Vp
Vp-»»,

Vp
Vp—*«*

Vp

(aa*)01»

(aa*)10,

(a a,)01,

(14)

(18)

461



8 L. Gode.aux. — Sur les Congruences de M. Coursât

on obtient, en dérivant (12) et (15) par rapport à v, (13) et (14) 
par rapport à u, les relations

XM — l (log (3)01 X. + —“ ( Vf3 - aaJ « = 0,

(Vp-«0“ Vp
X10 — ——X — m m = 0,

Vlî

— ( (log |V y + a ( “a>)m = 0’ f

(VP-««.)“ Vg„_0,

Vp

On déduit enfin de ces formules (16), (17),

(10)

(»')

+ llog^

+

rvp-^)11
L Vp

(VP-**,)10 ( vpy° _ s r
a y

1

X —

V P

log - (Vp — aaj 1 x01—a (Vp — aaj

+a (Vp + aaJ

— c
Vp

— 2a(VP + aaJ ('ogP)0
x ----- 0,

(18)

+

^ (log P)“ j log ^ ('VP — ««J { 

a(VP — aaj (Vp—aaj 1
+ —--------5 ('«g P)œ

Vp

log - ( VP — aaj y10 — a ( Vp — aaj y01

(19)

x = 0,

+

5 (log P)10 ! '«g ^ ( VP — aaj j

a ('VP - aaj [Vp - ««J°‘ _ i , p),

Vp 2

y = o,

(20)
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el les surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. 9

(Vë-gJTl

if + a ( Vp*+ a«i) 2/10

V? i y = 0.
(21)

1 (vp+aai) Oogpy----- a
2

Ces équations montrent que les développables de la con
gruence (mini) découpent sur les surfaces (x), (y) les lignes 
asymptotiques de ces surfaces. Les équations (16) et (17) 
montrent de plus que les tangentes aux lignes asymptotiques 
des surfaces (x), (y) en des points homologues se coupent aux 
points m et n.

On observera que l’on a

c’est-à-dire que les coefficients de æ10 et y10 dans les équa
tions (18) et (20) sont égaux, de même que les coefficients 
de x01, ij01 dans les équations (19) el (21).

7. Les coordonnées d’un point quelconque de l’espace 
peuvent se mettre sous l’une des trois formes

xzl + mz2 + nz3 + yzi,
>Y _1— nplO _i_ ,-pQl/y' _l /rll/r' tL iv± I Us Us *>3 ^ U, 1

y*'i + yl0<’ + yMz â' + y'l<-

On introduit ainsi trois systèmes de coordonnées locales en 
prenant respectivement pour ligures de référence les tétra

des



iO L. Godeaux. —Sur les congruences de M. Goursat

èdres xmny, xjcloxolxu, yyiOy0lyu. On a d’ailleurs les 
relations suivantes, où p' et p" sont des facteurs de propor
tionnalité :

p Zt azt + _. (VP aai) zl + a 0°g P)°1;ï3
VP

+ [l(log P)“ + \ (log p)01-1 (VP - ««,)

p'z2 =Vp *2 + £ VP (log P)W24,

p% = -Vp ( Vp—««J ^— (Vp - ««J ( Vp—**i)i0*4,
, i ,

(22)

p "*i =

?"** = -Vp (Vp - «*,) *ï - (Vp - ««J (Vp -««JV,

P^3=Vp< + ^Vp(iogp)10^',

p''z4 = ~ (iog P)*0 z.'2' + ~ ( Vp—«*J0iz
1 Vp

> (23)

+
|(iogp)-+|(-V_L^i)_(i°gP)10 ^(Vp—aai) «a •

Observons maintenant que si les surfaces (x), (y) ont même 
quadrique de Lie en deux points homologues, cette quadrique 
a nécessairement, par rapport au tétraèdre de référence xmny, 
une équation de la forme

%iZ4 -|- Xz2z3 = 0. (24)

Déterminons X de manière que, si l’on passe aux coor
données z' par les formules (22), les termes en 2'z[, z\z[ 
manquent, et que, si l’on passe aux coordonnées z" par les
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el les surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. 11

formules (23), les termes en z" z", z'Jz" manquent. On trouve 
la même valeur de X, donnée par

a — 2X[i(VP — <*«i) =0,

et les équations de la quadrique (2i) sont respectivement

z[z'i — z'iz'3 + -

z'fz'l — z'fz'f +

(log pr-
Vp—

= 0,

(log P)“-
— aat

Si nous écrivons les équations (18), (19) sous la forme
Xx> _|_ ^10X10 _|_ &Æ01 + CiX = 0, 
x02 -\- <|/01a:i0 + ax10 -f- c2x = 0,

on sait que la quadruple de Lie relative au point x a pour 
équation, par rapport au tétraèdre de référence xx{0 x01 xil,

zlz't — z'2z'3 + ^ [(log <[)14 + ab] z?= 0.

Pour que la quadrique (25) soit la quadrique de Lie attachée 
au point x à la surface (x), on doit donc avoir

(log P)

c’est-à-dire

iog - ( Vp—

— a2 ( VP + aaj ( V? — aO>

log
Vp — aat V(3 — aaj

-f a2 + —----------- - = 0.
a

Cette relation est une identité en vertu de la condition (9) ; 
par suite, la quadrique (25) est la quadrique de Lie relative à 
la surface (x) au point x et, de même, la quadrique (26) est la 
quadrique de Lie relative à la surface (y) au point y. Les 
surfaces (æ), (y) ont donc mêmes quadriques de Lie.
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12 L. Godeaux. — Sur les congruences de M. Goursat

En résumé : Si les coordonnées homogènes de deux points m, n 
satisfont aux équations

mi0 + a n = 0, n01 -)- am = 0,

où a est une solution de l’équation

a*«i [P (log aaf)u — (log aa4)10 ((log a^)01] = P2,

avec
===.— (log a)** + a2, p = a*a\ — 1,

ta droite in^j, où

nil = m0i — m (log a)01, »4 = ni0 — n (log a)10,

engendre une congruence dont les jogers sont

V = mi — q = ni — aalmi.

Les points x, y r/c droite, tels que les quaterncs (x y p n4), 
(xyqmj) soient harmoniques, engendrent deux surfaces ayant 
mêmes quadriques de Lie.

Liège, le 7 juin 1928.

Marcel HAYEZ, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.


