
Géométrie projective différentielle.

Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie
(Première note),

par Lucien GODEAUX, Professeur à l’Université de Liège.

Nous considérons, dans cette note, deux surfaces (x), (y) se 
correspondant point par point, de telle sorte que si x, y sont 
deux points homologues, les quadriques de Lie attachées à ces 
surfaces en ces points coïncident. De tels couples de surfaces 
ont déjà fait l’objet de recherches de M. Deinoulin (*) ; nous 
utiliserons les résultats de ces recherches. En deux points 
homologues, les surfaces {x), (y) ont mêmes directrices de 
Wilczynski : l’une de ces directrices est la droiLe joignant les 
deux points homologues des surfaces, l’autre est l’intersection 
des plans tangents aux surfaces en ces points. Dans cette note 
et dans une autre qui lui fera suite, nous étudierons les con
gruences formées par les directrices de Wilczynski.

1. Soit [x] une surface non réglée rapportée à ses asymp
totiques u, v. Les coordonnées projectives xit x2, x3, x4 d’un 
point x de cette surface sont des fonctions analytiques des 
variables u, v. M. Wilczynski a montré (** (***)) que l’on pouvait 
disposer du facteur de proportionnalité des coordonnées projec
tives homogènes, de manière que ces dernières satisfassent aux 
équations linéaires, aux dérivées partielles (**’) 

x20 + 2èx01 -f- ctx = 0, j 
x02 + 2ax10 + c2x = 0, ) O)

(*) A. Demoulin, Sur la quadrique de Lie (G. R., 1003, t. CXLVI1, pp. 493-496). 
Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont que deux points caractéristiques 
(G. fi., 1914, t. CLXXIX, pp. 20-23).

(**) Wilczynski, Projective differential geometry of curved surfaces. (Transac
tions of the american mathem. Society, 1907, t. VIII, pp. 233-260; 1908, t. IX, 
pp. 79-120.)

(***) Nous posons, pour abréger,
di+Kx

3 ul dvK
et nous représentons par xih'\e. point dont les coordonnées sont x“, xÿ1, x-J1, x*
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

où a, b, cl, c2 sont des fonctions analytiques de u, v, les deux 
premières n’étant pas nulles.

Les conditions d’intégrabilité du système (I) sont

a .1 + cf + 2èa01 + iaè01 = 0, 
bœ+ c°ll + '2ablo + Abalo = 0, (2)

cT + 2acf — 4c1è01 = c|° + 2 bc°2l —

Considérons les points U, Y qui représentent, sur l’hyper- 
quadrique de Klein Q d un espace linéaire S5 à cinq dimensions, 
les tangentes xxt0, xxQl aux lignes asymptotiques de la sur
face (æ). Nous posons symboliquement (*)

U = |æ æ10|, V = |æ x0l\.

Les surfaces (U), (V) appartiennent à une suite de Laplace. 
On a précisément

li10 + 2èV = 0, V01 + 2aU = 0.

Nous désignerons par U1( U2, ... les transformés de Laplace 
successifs du point U dans le sens des v, par Yj, V2, ... ceux 
du point V dans le sens des u.

Si les quadriques de Lie <4> de la surface (x) n’ont que deux 
points caractéristiques (dont l’un est le point x), la suite de 
Laplace ... U2, U*, U, V, V1( V2, ... a la période six et réci
proquement. Nous nous placerons ici dans cette hypothèse.

2. A chaque point x de la surface (x), attachons le tétraèdre 
de sommets x, æ10, as01, x11. Un point y a pour coordonnées

(*) Les surfaces (U), (V) ont été considérées par M. Bompiani dans un mémoire 
« Suit’ equazione di Laplace » (liendiconti del Cire, matera, di Palermo, -1912, 
t. XXXIV, pp. 383-407), et par M. Tzit?.eica dans son ouvrage sur la « Géométrie 
différentielle projective des réseaux » (Paris, Gauthier-Villars, 4924). Nous avons 
utilisé ces surfaces dans deux notes « Sur les lignes asymptotiques d’une surface 
et l’espace réglé » (liull. de l’Acad. rmj. de Belgique, 1927, pp. 811-823; 1928, 
pp. 31-41), que nous supposons connues du lecteur.
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locales, par rapport à ce tétraèdre, des quantités zy, z2, z3, z4 
définies par quatre relations, que nous condensons en une seule :

y = zvx + + z3x01 + z4xil.

La quadrique de Lie relative au point x a pour équation, en 
coordonnées locales,

z4z4 — z2z3 + 2aèz2 = 0. (3)

Les points caractéristiques de la quadrique de Lie sont donnés 
par

2bzl + 2bnlzsz\ +.[è02 + 2é (ai0 + c2)] - 0, )
2az§ + 2 a"z3z4 + [a20 + 2 a (ft01 + c*)] *î = 0. J

Pour que les quadriques de Lie (3) n’aient que deux points 
caractéristiques, les premiers membres des équations (4) doivent 
être des carrés parfaits ; on doit donc avoir

2 (log è)02 + (log è)01' +4 (a10 + e*) = 0, (5)

2 (log a)20 + (log a)‘°2 + 4 (è°‘ + cf) = 0. (6)

L’un des points caractéristiques de la quadrique (3) est le 
point® (z2 = z3 = z4 = 0); le second point caractéristique 
appartient aux plans

2êzo -f b0lz4 = 0, 2az3 + ul0z4 = 0 

et ses coordonnées locales sont donc

4ab — - (log a)10 (log é)0
(logé)01 (log a)i0 —2

Les coordonnées générales de ce point sont, par suite, 
données par

y = 4nè —-(log a)10 (log b)° x + x10 (log b)ai + xM(log a)10 — 2®11.

Le point y engendre une surface (y) dont les lignes asym
ptotiques sont les lignes u, v. De plus, en deux points horno-
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. 5

logues x, y, les surfaces (x), (y) ont même quadrique de Lie. 
Les droites xx10, yyi0 ont en commun un point m et les droites 
xx01, yy0i ont en commun un point n (*).

La quadrique de Lie commune aux surfaces (x), (y) aux 
points homologues x, y, est représentée, dans l’espace S5, par 
les plans UU.,U2, VY1Y2, conjugués par rapport à l’hyperqua- 
drique Q.

Les tangentes j/j/10 aux lignes asymptotiques u de la surface 
(y) sont représentées, sur Q, par les points de la surface (V2) et 
les tangentes j/j/01 aux lignes asymptotiques v, par les points
de (U,)-

3. — Nous allons calculer les invariants des équations de 
Laplace auxquelles satisfont les coordonnéesdespointslLUj, U2, 
Y, V,, V2. Les invariants de l’équation satisfaite par les coor
données de U sont

Aab, =— (log b)il -f Aab.
En dérivant l’équation (5) par rapport à « et en tenant 

compte de la première des relations (2), on trouve
(log&A1)01 = 0. (7)

Les invariants de l’équation satisfaite par les coordonnées de 
Uj sont

K, h2 = —(loghlyi-\-lii=*hl.
Les invariants de l’équation satisfaite par les coordonnées de 

U2 sont

K — K, h3 = — (li g bhih2yi Aab = — (log b3h\hf)il + Aab — Aab.
De même, si 4 ab et klt et /c2, /c2 et k3 sont les invariants

des équations de Laplace auxquelles satisfont respectivement les 
coordonnées des points V, V15 V2, on a

(log a ki)10 = 0, (8)
k2 ' klt k3 = Aab.

(*) Demoulin, loc. cit.
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6 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

Les coordonnées des points U2, V2 satisfont aux équations de 
Laplace

17 + (log b)01 U?-MJ* = 0,

VJ‘ + (log a)l0\f — kt\2 = 0.

4. — Posons
1 >1

H = - x (log a)10 — xi0, Ht = - x01 (log a)10 — x11.

Nous avons
y = — (log b)01 H -f- 2H4 + 4abx.

En dérivant par rapport à u et en tenant compte des relations 
(2), (5), (6), on a

(log n)10 (log b)01 — (log b)11 H — (log a)10 Il4 — 4abx"

On en déduit
y (log a)10 + 2yi0 = 2^ H.

Il en résulte que le point II est commun aux droites xxi0, 
yyiü; c’est le point que nous avons désigné plus haut par m et 
nous écrirons donc

1 1m = - x (log a)10 — x«10 _

K
y (log a)10 + ÿ1 (9)

De même, pour le point n, commun aux droites xx0i, yyoi, 
on a

n = \x (log b)01 — x01 = ^ 
- ka

ij (log b)01 + y0 (10)

On déduit de ces relations les équations différentielles aux
quelles satisfont les coordonnées du point y.

De la relation (9), on déduit

2ii20 + yi0 (log a)10 + y (log a)!0 = [2K- — !h (log a)10] m — ib^n;
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L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie. 7

d’où, en vertu de (9) et (10),

yw + ( log'- ) y10 + ib ^ y01 +
'K -(loga)20 + - (loga)1'

— ^ Clog «)i0 0°g *1 )*

+ b Y (log b)01

1/ = 0.(11)

On obtient de même

k / b \01 y02 + 2a j y10 -f (Jog -j y01 + - (log b)œ + - (log b)M

— gC'ogfr^OogtO0

+ ajf 0°g n)10

y = 0.(12)

On a
V2 = My yl0\,

où x est une fonction de u, v satisfaisant aux équations

(log X)« = (log b)01, (log iy° + (iog hty° = o.

compatibles en vertu de la relation (7).
On a de même

moyennant
U2= H y ynl\,

(log ^)10 = (log a)i0, (log (x)01 -f (log A’j)01 = 0,

équations compatibles en vertu de (8).

5. — Les points Ult Vj n’appartiennent pas, en général, 
à l’hyperquadrique Q. La droite Uj rencontre cette byper- 
quadrique en deux points R, S qui représentent les directrices 
de Wilczynski relatives aux points x, y.
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8 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

Représentons les arêtes du tétraèdre xx10 x0i xu par les 
points U, Y,

M1=|ææ"|, M2 = |xi0 x011, M3 = |x10 xu\, M, = |xM x11 \

de l’hyperquadrique Q. Nous avons

Ui = Mj — Mj — (log b)0111,
V1 = M1+M2-(logfl)“V, 

et
R = 2 Mi — (log b)0i U — (log a)10 V,
S = 2 Mj, + (log b)oi U - (log a)10 V.

Le point R représente la droite r = xy et le points, la droite 
commune aux plans tangents aux surfaces (x), (y) aux points 
x, y, c’est-à-dire la droite s = mn.

Nous allons rechercher les points et les plans focaux des 
congruences (r), (s) respectivement engendrées par les droites 
r, s.

6. — Les développables de la congruence ('2) ont pour 
images, sur la surface (R), les courbes dont les tangentes appar
tiennent à l’hyperquadrique Q.

Nous avons, en tenant compte des relations (1) et (6),

R10 = [8ab — (log b)u] U + ^ (log a)10' V — (log a)i0 + M2) + 2M3,

et, en tenant compte de (1) et (5),

R01 = l (log b)°‘2 U + [8ab — (log a)10] V — (log b)M (M4 — M,) + 2M4. 

Posons

Q (p, q) — Piif734 ~t~ lhi(hî   Pi3?24 PuQii Pi4?23 Pt3Îl4»

de sorte que si p12, p13, p34 sont les coordonnées d’une
droite, l’équation de l’hyperquadrique Q soit

Q(p, p) = 0.

— UH —
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L équation différentielle des courbes corales tracées sur la 
surface (R), et dont les tangentes appartiennent à Q, est

£2(Riodu + n0ldv, R10du + hMdv) = 0,
c’est-à-dire

Q (R10, R10) d«* + 2Q (R10, RM) du dv + Q (R01, R<«; dv* = 0. (13)
En appelant

S — | x xin x01 xil |

le déterminant formé au moyen des coordonnées générales des 
points x, x10, x01, x11, déterminant qui ne peut être identique
ment nul, nous avons

Ü (U, M4) = - Û (V, W3) = il (M,, W2) = A. 
D’autre part, on a

ü(ü,V) = 0, Q (U, M4) = 0, .... Q (Ma, M4) = 0. 
Il en résulte que l’équation (13) se réduit à 

/ a Y1log y du dv = 0. (14)

Si le rapport de a à b n’est pas le produit d’une fonction de 
u seule par une fonction de v seule, les développables de la con
gruence (r) ont pour images, sur la surface (R), les courbes u, 
v de cette surface. Si, au contraire le rapport de a à b est le pro 
duitde deux fonctions, l’une de u seule, l’autre de v seule, toutes 
les surfaces de la congruence (r) sont développables; les plans 
tangents à la surface (R) appartiennent à l’hyperquadrique Q. 
Nous laisserons ce dernier cas provisoirement de côté.

D’une manière analogue, on trouve

S‘° = (log é)« U + X- (log a)10* V - (log a)10 (M, + M2) + 2M3,

1 -------- 2
01 = — ^ (log b)01 U— (loga)“ V + (log è)01 (Mi -M*) — 2M<.

L’équation différentielle
û (S10 du -f S01 dv, S‘° du S01 dv) = 0
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10 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

se réduit encore à l’équation (14). Sur la surface (S), les 
lignes u, v représentent donc les développables de la congru
ence (s), sauf lorsque le rapport de a à b est le produit de deux 
fonctions, l’une de u seule, l’autre de v seule.

En résumé : Lorsque dans les équations (1), le rapport de 
a à b n’est pas le produit d’une fonction de u seule par une 
fonction de v seule, les surfaces engendrées par les directrices 
de Wilczynski s'appuyant sur les lignes asxjmptotiques de la 
surface (x) sont les développables des congruences engendrées 
par ces directrices.

7. Nous allons rechercher les points et les plans focaux des 
droites de la congruence (r).

Rappelons tout d’abord qu’entre les coordonnées radiales 
générales Y et locales Z d’une droite, nous avons six relations 
que nous condensons en une seule,

Y = Z« U + Z13 V + Lu Jh + Z23 M, + Z.2J M, + Z* 'h

Cette droite est commune aux quatre plans dont les équations, 
en coordonnées locales, sont

Zi Z23 ^13 ~i~ *3 Zj2 = d>
Z2 Z34   2*3 Z24 -p Z 4 Z23 =- 0,

--- Z3 Zi4 -j- Zi3 + *1 Z34 = 0,
Z4 Z24 Z2 Z44 ~p A>4 Z12 = 0.

Pour le point R, nous avons

Z12 : Z,3 : Z|4 = (log b)0i : (log a)10 : — 2,

Z 23 = Z 24 = Z34 — 0.

En portant ces valeurs dans les équations (15), on trouve, 
pour équations locales de la droite r,

Z2 *3 __ *4

(loglO01 (10g «)“■■" — 2‘

La droite RR10, qui appartient à Q, représente un faisceau 
de rayons dont le sommet p est un point focal de la droite r et
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dont le plan est un plan focal de cette droite. Le point p se 
trouve donc sur r et sur la droite ayant R10 comme image. Pour 
cette droite, on a

Z|2 : Z13 : Z14 : Zj3 : Z24 = Sab — (logfr)11 j
: ^ (log a)1®2 : - (log a)" : - (log a)“ : 2, Z34 = 0. j

Les équations (15) donnent les équations de trois plans con
tenant la droite envisagée :

Z10°g «)“ +1*2 (log «)10 + *3 [(log b)il — Sab] = 0,

+ z2 (log a)i0 -f- z4 [Sat — (log ft)11] = 0,

2z3-|-24(loga)10 = 0. (16)

Le dernier de ces plans contenant la droite r, c’est, un plan 
focal de cette droite.

Les coordonnées locales du point p sont

z{ : z2 : z3 : z4 = Sab — (log b)li >
1 ' 

— 2 (*°g a)l° 0°g bT '■ 0°o h)01 ' (log a)10 : - 2. j

Les coordonnées générales de ce point sont donc données par

r i 1 \p = j^8ab — (log b)u — - (log à)i0 (log b)0> x \
+ (log b)0lx10 + (log a)10#01— 2æ“; j

et l’on a
p = \x + y.

Pour trouver le second point focal q de la droite r, observons 
que la droite ayant pour image le point R01 est commune aux 
plans

1 17(log b)01 + z2 [(log a)11 —8ab] + -z3 (log b)01 = 0,

2zt + z3 (log b)01 + z4 [8ab — (log a)11] = 0,

2«2 + *4 (log b)01 = 0. (17)

1S7



Le dernier de ces plans contient la droite r et est, par suite, le 
second plan focal de cette droite.

Le foyer q a pour coordonnées locales

Zi : z2 : z3 : z4 = 8ab — (log a)14 \

12 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

- 1 (log a)10 (log A)04 : (log A),04 : (log a)4» : - 2, j

et, par suite, ses coordonnées générales sont données par

Observons que des expressions de p, q on déduit

2 (A, - fcO p40 - [(A* + to (log a)40 + 2A40] p + 2/q (log ahf)10 q = 0, 
2 (fet - AO 5°4 - [(fet + AO (log A)04 + 2Af] q + 2fe, (log AfeJ01 p = 0.

Le point q est donc le transformé de Laplace du point p dans
le sens des u.

8. Passons à la recherche des points et des plans focaux de 
la droite s. Pour le point s, nous avons

En portant ces valeurs dans les équations (15), on trouve 
que les équations locales de la droite s sont

z4 = 0, 2 zt + (log a)10 + z3 (log A)04 = 0.

Pour le point S10, on a

= (log A)44 : ^ (log a)40 : — (log a)i0 : — (log a)40: 2, Z3J =
)

M
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La droite ayant le point S10 pour image est donc située dans 
les trois plans

(log a)10 + * z, (log a)10 — z3 (log b)il = 0,

2z, + z, (log a)1,1 -f z4 (log b)11 = 0,

2z3 + z4 (log a)10 = 0.

Ces trois plans rencontrent la droite s en un foyer de cette 
droite; les coordonnées locales de ce point sont

*i : z2 = (loga)10: - 2, *3 = *i = 0.

Il en résulte que ce point coïncide avec le point
1

m = - x (log a)10 — xi0.

Le plan focal correspondant à la droite SS10 doit contenir s, 
et la droite ayant pour image S10, son équation locale est donc

(log a)10 + z3 (log b)0i
1

+ (log b)u + - (log a)10 (log b)° 2j = 0. ^ (18)

De même, la droite ayant pour image S01 est commune aux 
trois plans

*i (log b)01 — z2 (log a)u + - z3 (log ô)01 - 0,

2*! + 23 (log b)01 + z4 (log a)H = I),
2z2 + z, (log b)oi — 0.

Ces plans sont rencontrés par la droite s en un point, second 
foyer de cette droite, ayant pour coordonnées locales

Zi : z3 = (log b)01 : — 2, z2 = z4 = 0. 

Ce second foyer de s coïncide donc avec le point

n = ^ x (log by1 — x01.
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14 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

Le second plan local de s a pour équation locale

2z1 + z2(loga)10 + 23(logb)01 )
+ (log a)u + ^ (log a)10 (log b)0i = 0. j ^

On trouve sans difficulté les relations
2m10 -f- m (log a)10 + ibv = 0, 
2?t01 + n (log b)0i + 4am = 0,

qui montrent que le point n est le transformé de Laplace du 
point m dans le sens des u.

En partant des relations précédentes, on forme aisément les 
équations de Laplace auxquelles satisfont les coordonnées des 
foyers m, n de la droite s. On trouve ainsi

1

9. Le plan focal (1(3) de la droite r passe par le point m et 
le plan focal (17) par le point n. Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant :

Si, dans les équations (1), le rapport de a à b n’est pas Le 
produit d’une fonction de u par une fonction de v, l’intersection 
des plans tangents en deux points homologues des surfaces (x), 
(y) décrit une congruence et a pour points focaux les points 
situés sur les tangentes aux lignes asymptotiques des surfaces 
(x), (y) aux points considérés. La droite joignant deux points 
homologues des surfaces (x), (y) décrit une congruence et a pour 
plans focaux les plans passant par les tangentes aux lignes 
asymptotiques des surfaces (x), (y) aux points considérés.
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La droite r rencontre le plan focal (18) de la droite s en un 
point de coordonnées locales

1
**: **: *«: *< = (lo8 b)u ~ * (Jog a)10 (log b)ot : (log /;)« : (log a)ln : — 2.

Ce point a donc pour coordonnées générales

m 1
(log &)11 —-(loga)10(log b)'

On a donc

a;-fa;10 (log b)01 + a:01 (log a)10— 2a;11.

m' = y — ^ x.

De même, la droite r rencontre le plan focal (19) de la 
droite s au point de coordonnées locales

1
Zi : z2 : z3 : z] — (log a)11 — - (log a)10(log b)01 : (log bfl : (log a)10 : — 2.

Les coordonnées générales de ce point sont donc 

1
(log a)11 ~ (log a)10(log bj

et l’on a
n’ = y — kiX. 

On conclut de tout ceci que l’on a

x+ a;l0(log b)01 + (log a)10 - 2a;11,

(xypm1) = (xyqn') — — 1.

Les plans focaux de la droite s découpent sur la droite r 
correspondant aux mêmes valeurs de u et v, les conjugués 
harmoniques des points focaux de la droite r par rapport aux 
points x, y (*).

(*) Nous montrerons, dans la seconde note, que les points m1, n’ sont des trans
formés de Laplace des points m et n ; la suite de Laplace à laquelle appartiennent 
les surfaces (m), (n) est doublement inscrite dans la suite de Laplace à laquelle
appartiennent les surfaces (p), (q).
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16 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

10. Nous allons maintenant examiner le cas, écarté plus 
haut, où le quotient de a par b est le produit d’une fonction 
de u par une fonction de v, c’est-à-dire le cas où 1 on a

(log a)11 = (log b)11, h{ = K. (20)

Dans ces conditions, nous avons vu que les plans tangents 
aux surfaces (R) et (S) appartiennent en entier à l’hyperqua- 
drique Q; par suite, les congruences (r), (s), engendrées par 
les droites r, s, sont des gerbes de rayons ou des plans réglés.

Occupons-nous en premier lieu de la congruence (r). Les 
calculs effectués plus haut (n° 7) sont toujours valables, mais 
actuellement les points p et q sont confondus en un point

8ab — (loga)11 — - (log a)i0 (log b)01 \ x 
- J

-f a'10(log b)01 + x01 (log a)'n — 2a;11.

Par contre, les plans (16) et (17) sont distincts. Les points 
du plan RR10 R01, qui appartient à Q, représentent les droites 
passant par p.

En tenant compte des relations (20), on trouve
2p10 + p (log a)1" = 0, 2p01 + p (log b)01 = 0.

11 en résulte que lorsque u ou v varie, le point p reste fixe. 
La congruence (r) est donc une gerbe de rayons.

Passons à la congruence (s). Sous les conditions (20), les 
plans focaux (18) et (19) d’une droite s coïncident. Il en résulte 
que les points du plan SS10 S01, appartenant a 1 hyperqua- 
drique Q, représentent les droites du plan (18). Si nous dési
gnons par x\, x’o, x.j, a;* les coordonnées générales courantes, 
l’équation du plan (18) en coordonnées générales s’écrira

Xi x[° a-d xi‘

Xs xl“ a? x%‘

X3 41 /y» 11**/3
x4 X? . x°f x\l.

1
0 2 (loga)10 (log à)01 (log a)11 - (log a)10 (log b)01

= 0. (21)
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Écrivons cette équation sous la forme

+ Ç2Æ0 -f- Ç3Æ3 -)- çtx4 — 0.
11 est aisé de voir que les coordonnées tangentielles ^, ij2, £3, lj4 

du plan considéré satisfont aux équations
“2ijlu -f <j (log a)i0 = 0, “2^01 -f \ (log l>)0i = 0.

11 en résulte que le plan (21) est fixe et que la congruence (s) 
est un plan réglé.

Si, dans les équations (I), le quotient de a par b est le pro
duit d'une fonction de u par une fonction de v, les droites 
joignant deux points homologues des surfaces (x), (y) passent 
par un point fixe et les plans tangents à ces surfaces en deux 
points homologues se coupent suivant des droites d’un plan fixe.

Liège, le 27 décembre 1927.

Géométrie.

Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie
(Seconde note),

par Lucien GODE.AUX, l’rofesseur à l’Université de l.iége.

Dans la première note (*), nous avons considéré les con
gruences formées par les directrices de Wilczynski de deux 
surfaces (x), (y) ayant mêmes quadriques de Lie en deux points 
homologues. Deux cas peuvent se présenter : dans le premier 
cas, les points et les plans focaux des droites des congruences 
sont distincts; dans le second, l’une des congruences est une 
gerbe de rayons, la seconde congruence étant un plan réglé. 
Nous nous placerons, dans cette seconde note, exclusivement 
dans le premier cas et nous rechercherons la liaison existant 
entre les suites de Laplace déterminées par les surfaces focales 
des deux congruences considérées.

(*) Bulletins de l’Acad. roy. de Belgique, 1928, pp. 158-173. Nous continuerons 
à utiliser, dans cette seconde note, les notations définies dans la première.
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18 L. Godeaux. — Sur les Surfaces ayant mêmes quadriques de Lie.

1. Dans la première note, nous avions utilisé les coordon
nées des points par rapport au tétraèdre de sommets x, æ10, 
x01, æ11 attaché au point x de la surface (x); nous utiliserons 
ici un autre tétraèdre de référence, le tétraèdre ayant pour 
sommets les points homologues x, y des surfaces et les points 
m, n où se rencontrent les tangentes asymptotiques des surfaees 
aux points considérés. Nous définirons ces nouvelles coordon
nées locales z[, z'2, z.j, z'4 en représentant les coordonnées géné
rales x[, x'o, x's, x\ d’un point de l’espace par la formule

x' = xz[ -f mz2 -f- nz'3 + yz'4.

Entre les nouvelles coordonnées locales et les anciennes, on 
a les relations
P*i = + ^2 Gog a)10 + ^ 2g (log b)0i + iab — - (log a)10 (log b)01

pz2 — — z't + z;(log b)°\
pz3 = — z3 + z'4 (log fl)10,
pz'4 = — 2

Nous aurons à utiliser les formules suivantes :
1a;10 = - x (log a)10 — m,

1m10 — — -m (log a)10 — 2bn,
M

2m10 = y -f n (log a)10 — hLx, 

yi0 = him—ly( log a)i0,

Æ01 = ^(log b)01 — n,

2 m01 = y -f- m (log b)01 — L\x, 

n01 = — in (log b— 2 am, 

y0i = kiii — ^y(log b)01.

Les points qui représentent, sur l’hyperquadrique Q de Klein, 
les arêtes du tétraèdre xymn, sont

ü = i m x |, V = | n x |, U2 = | n y\, V2 = \m y\,

R = | y x |, S = | m n \.
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Nous avons
U01 = l! (log b)0' + ^ H — S,

V01 = — 2aU,

US1 = — 2a V2 — (log/>)0iU2,

V-^Qb + s),

B01 = fctV + U2,

S01 = ^(fciV-U2).

Les coordonnées radiales générales d’une droite dont les 
nouvelles coordonnées radiales locales sont Zj2, ZJ, Z^, sont 
données par

— UZ12 — VZ13 — BZJ4 SZ.j* -j- VoZoj -f- U2Z;M.

U10 = — V,

V“ = V (log a)10 + l B + S, 

Of = R-s),

Vf = —26U2 — (log a)10 Vs. 

Bi0 = Aj U + V2,

2. Les foyers de la droite r = xy sont

p = htX + y, q = kiX -f y,

et q est le transformé de Laplace de p dans le sens des u. 
Désignons par pl le transformé de Laplace de p dans le sens 
des v. Le point se trouve sur la droite pp01. On a

I p P0i I =(/*, —LX^v + u*).

Nous prendrons, pour point-image de la droite pp0i sur Q, 
le point

IL — ht\ + U*.

La droite pp01 décrit une congruence ayant pour image la 
surface (RJ ; une des surfaces focales de la congruence envisagée 
est la surface (p). Les développables de la congruence sont 
données par u — cle, v = c,e. Les développables données par v 
= c16 sont représentées, sur la surface (RJ, par les lignes u.
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Il en résulte que le point pl est le sommet du faisceau de rayons 
représenté sur Q par la droite R, R [°.

Nous avons
K }" = /*,( log «A/V + A.R,

R»1 = — 2 a Ai U + hf\ — (log />)01U2 - 2aV2.

Les droites ayant pour image les points R,, Rj°, RJ1 ont 
respectivement pour équations

z2 = 0, z[— = 0, (Rt)
s2 = 0, z'3— zi(loga/;4)10= 0, (R}°)

z2(logb)01 — 2a22 = 0, z\— /i4z[ = 0. (R1;1)

Le point pt, second foyer de la droite pp0i, a, par suite, pour 
coordonnées locales

z[ : z'3 : z'i — lit : (log a hi)10:1, zi = 0.

Ses coordonnées générales sont donc données par 

Pi = hix + n (log a ht)10 + y.

I.es plans focaux de la droite pp ont pour équations, en 
coordonnées locales,

z 2 —- 0, z, h, z, — 0.

On eût pu naturellement obtenir les coordonnées de pt en 
formant l'équation de Laplace à laquelle satisfont les coordon
nées de p, puis utiliser les formules connues; nous avons de 
préférence utilisé la méthode qui précède parce qu’elle conduit 
à des calculs moins longs et qu’elle fournil immédiatement les 
équations des plans focaux.

On remarquera que l’on a

Pi = l>+ » (log a hi)10,
2 (ki — hi) pi = 2p01 (log aliiY0 + p [(log b)01 (log ah,)10 — 2 (h, — k{)].

La première de ces relations montre que p, se trouve sur la 
droite pu.
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3. Nous allons rechercher les coordonnées du point p2 trans
formé de Laplace de pi dans le sens des v, et les plans focaux 
de la droite p, p2. Le point p2 se trouve sur la droite p, pf. 
Nous avons

VT = — 2 Pi (log b)m — 2a (log ah,)i0 m,

! Pi pî*| = 2a (log aA,)10^ U + S (log a A,)10 + VJ.

Nous prendrons pour image de la droite p, pf le point 

R2 = A, U 4- S (log ah,)i0 + V2.
On a alors

1 f AA10 i / 7iV°R^-A^log^J U-26A1V + (l0goAt)»S-2iU, + lnog^J V,.

Les droites ayant pour images les points R2, R’° ont pour 
équations

*î — h ,z\ = 0,

K : «à : < = h, : (log ah,)10: 1, (R2)
1 / fi \«

+ g (j°8 *3 — (log a/ij)20 *' = 0. (R|°)

Le point p2, commun à ces deux droites, a pour coordonnées 
locales

z, : : z3 :
1 / WAV0 \

2AA4 : (log a/4,)20 — - ( log ah,) Mog-M : 26 (log ah,)10: 2b. \

Par suite, 
p2 = 2 bh,x

+
1 / A \101 '

(log a /i,)20 - 2 (log a à*)10 Mog m + 2 7; (log aAt)g w + 2 6 y, j

et

p2 = ’Übp, -f- 1 / /; V°"(log ah,)20 — - (log ah,)10 ^log -M m.

L’un des plans focaux de la droite p, p2 est
z', — h,z'4 = 0.
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Le second plan focal est le plan du faisceau de rayons repré
senté par droite R^R»1. Nous avons

2R§‘ - k, (log ah,y0\ + (h, + k,) R — (log ah.f'L,.

La droite représentée par R” a donc pour équations

ti = 0, 2; (log ah,)10 — (h, + k,) 23 + A-, (log ah,)10 z) = 0. (R?)

L’équation du second plan focal est donc

(z[ -f k,z'i) (log ah,)i0 — (h, + K) *s = 0.

4. Désignons par p_v p_2, p_3,... les transformés successifs 
de Laplace du point p dans le sens des u. Nous avons

P-1 = q = k,x + y

et les plans focaux de la droite r=pp_1 sont les plans
2g — 0, 23 = 0.

Le point p_2 se trouve sur la droite p_, p“,. Nous avons 

| p-i P-, | = — (h, — k,) (fc,U + V2).

Nous prendrons pour image de la droite p_, p™, le point

R-i = k, U + V2.
Nous avons

Ri», = — 2 bk,\ + AfU — 2fcU2 — (log a)10V»,
R^ = k, (log bk,)01 U + A;,R.

Les droites ayant pour images les points R_,, R^, R™i ont 
respectivement pour équations

23 = 0, z[ — k,z, = 0, (R-D
2( — k,z', = 0, 2&2; —(log a)1023 = 0, (R“)

23=0, 2^ — z, (log bk,)0{ = 0. (R-i)

Le point p_2 a, par suite, pour coordonnées locales

z',:z'2:z', = k, : (log b A,)01:1, z'3 = 0.
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On a, par suite,

P—2 = k,x + m (log b fcj)01 -f- y = p_, m (log b k^01.

Les plans focaux de la droite p_2 sont
•i i

£3 — 0, z j — kf Z4 ~ 0.

Calculons encore les coordonnées du point p_3 et les plans 
focaux de la droite p_2p_3. Nous avons successivement

1
P-2 = — ÿ (log à)10p_2 - 2b (log at,)01 it,

IP-* p“2| = 2/t (log bkf)01 [fcjV — S (log bkf)01 + Ùs].

En prenant, pour représenter la droite p_„ p™2, le point 

H_ 2 = V — S (log b ki)0i + U2,

nous avons

2R1°2 = h{ (log & fed01 L + (h, + K) R - (log M,)1" V2,
1 / À* \01R“2 = -2afc1U+-fe^log-^ V —(logics J

1 / A: \01 l
+ *('ogv) u=-2aV- 1

Les droites ayant pour images les points R_2, R“2, R™2 ont 
respectivement pour équations

%\ :zé : zi = kt: (log bkf)01 : \, (R_z)
23 = 0, s| (log bk,r - (h, + fc.) + h, (log bk,)01 < = 0, (R“2) 

1 / fe x01= 0, -f log z2 + 2a«3 — (log/ife,)02«4 == 0. (R“)

Le point p_3 a, par suite, pour coordonnées locales

z[ : z'2 : z’3 : z't = 2a C : 2a (log bkf)01 : (log bkj® \
\ f b \01 '— 2Y0gïJ (los^)0i:2a> j
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et ses coordonnées générales sont données par 
3 = ‘Haki-r -f- 2a(log&ki)°*m

+ (log bki)K — ^ ( !°g y j 0°g l,h'ô n -f :iay,

ou

p_3 = 2ap_8+ (log bkiY2 — - ^log - J (log 

Les plans focaux de la droite p_2 p__3 sont les plans

— kiZf — 0
(^l + At*i) (log M))01 — (An + kt) zi = 0.

5. Nous allons actuellement nous occuper des transformés 
de Laplace des points m, n. Appelons mlt m2,... les transformés 
de Laplace du point m dans le sens des v. Nous avons

! m m01 | = - (Vj — Zfj U)

et la droite m m1 a, par suite, pour image sur l’hyperqua- 
drique Q, le point

S4 = A4 U — Vo.
Nous avons

SI0 = kf»U — 2M*V + 2 AU, + (log a)‘0V„

S?1 = k\ (log bk,)'" U — 2frtS.

Les droites ayant pour images les points S,, S}°, S?1 ont res
pectivement pour équations

2*3 = 0, = 0, (Si)
‘ibz'z — Z3 (log a)10 = 0, z', + kiZ't = 0, (SJ0)

*J = 0, 2< + % (log Md01 = 0. (SV)

Le point m, a pour coordonnées locales

: z'4 = fei ! — 1, = 2g = 0,

et ses coordonnées générales sont données par
mi = klx —y.
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Le point m1 coincide donc avec le point dénoté par n' dans 
notre première note (n° 9).

Les plans focaux de la droite mm1 ont pour équations

z[ + ktZj = 0, z[ + - (log bkXz'i + kiz'i = 0.

Passons à la recherche des coordonnées du point m.2 et des 
équations des plans focaux de la droite m1 m,. Nous avons

1 I
< = 2 kr (|08 bkï)0>x - 2**m +-y (log A)"1,

| m, m? | = 2 k\ V — A, ( 1 og bkf)01H — 2 k\ U,.

Nous poserons

S2 = L\\ — ^ (log bki)01 H —U2.

On a

2Srj = — ht (log bkf)01 U + 2 (h, + At) S — (log Md)01V8,

S“ = “ "2aki U + I K (log ^ V - 1 (log bkf)m R

\ / h \ 01
~2vlogïrJ Ua + 2aV2-

Les droites ayant pour images les points S2, Sf, S^1 ont res
pectivement pour équations

= °> 2*J + «i(lOgfti1)0‘ + 2kl*i-0, (S0
= 0, z3 (log èfc,)01 + 2(A4 + = 0, (S,10)'

/ fc \01
Z \°^b~) + 4az3 = 0, 4a(zj + feiZÎ) — z2(logèfri)02 = 0. (SS1)

Les coordonnées locales du point m2 sont donc

«i : z3 : zi = Ai vlog AAj)01 : — 2 (At -1- At) : (log bkf)M, z'2 = 0.

On a donc

m2 = Aj (log AAi)01 a; — 2 (A, + Aj n + (log bk^y.
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Les plans focaux de la droite mL m2 sont

z[ + ^ (log bki)0̂ z3 + A'jzi — U,

4a ^ (log bkl)0lz3 -)- kizt

— z. (log bkf)®— -, (log bk,)' K)*] = 0.

6. Désignons par m_v m_2, m_3 les transformés successifs 
de Laplace du point m dans le sens des u. On a successivement

m_4 = n,
j m_4 m“i | = \n nl° | = J,(U2 —/^V).

Représentons la droite m_, m™, par le point 

&_* = hfV — U2.
Nous avons

Sîüj = hi (log ahi)l0\’ + 2ÀjS,
S" = — talh U + A?1 V + (log fc)0iU2 + 2aV*.

Les droites ayant pour images les points S_x, S^,, S“x ont 
respectivement pour équations

Z‘i = 0, z ] -p A) Z] = 0, (S—i)
*i - 0, + z'2 (log ahf)10 = O, («y

z; + \z\ « 0, z2 (log 6)01 - 2a*s - 0. (SÜ0

Le point m_2 a pour coordonnées locales

z' = z' = 0, ^ : — \.

Par suite, on a
m?2 = — y

et le point m_a coïncide avec le point désigné par m' dans notre 
première note (n° 9).
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Les plans focaux de la droite sont
-1

*î -f liiZ’i = 0, z[ + - z'2 (log a hi)1,1 -f /t4z' = 0.

On a ensuite
1 1

m-2 = :2 ht (log ahf)i0 x — <‘2hlm + - y (log a)g,

|m_ m% | = 2A?U — ht (log a /t4)10 R — 2A4 V2.

Nous prendrons pour image de cette droite

S_2 = hL U — - (log a hi)1" R — V*.

Nous avons alors
\ f h Y° \

Si°2 = - ht i log ü — 2bhtV - - (log alii)2» R + 2b U2

-S“2 = - kt (log a*0*°V — 2 (ht = K) S - (log alu)10 ü*, 

et pour les droites représentées par ces points,

*3 = 0, + 5 *2 (log a10 + hX = 0, (S_2>

4bz» + z'3 ^log ^ = 0, 4 b (Z) + h^'f) — % (log a/ij)*0 = 0, (S“2)

*1*4 = 0, zi (log alif)10 + 2(A4 -f- ki) z\ — 0. (S“2)

Pour le point m_3, on a donc

*1 : *2 : *i = *i (log a/)t)10 : — 2 (//, + : (log ahf)*, z'3 = 0,
m_3 = (log a hf)10 x — 2 (/it + fe2) m + (log ah^y.

Les plans focaux de la droite m_2m_3 sont

*i + ^ 0°g ahiY° + hiz* = o,

4 b *i + -*2 (log ahi)® + hX

\ / h\i0
(log ahi)20 — - (log alu)10 Mog = 0.
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7. Nous allons rechercher la liaison entre les suites de
Laplace ... P-2P-1PP1P2 ••• et ••• .... Pour
abréger, nous appellerons la première de ces suites : suite I,
la seconde : suite II.

La comparaison des formules donnant les coordonnées des 
points des suites I et II donne

1
(log a //O20 - s (log «AO10 l°g 7

K ion
m = p, — 2Ap1;

(log ahly°m2 = [“2 (h, + kt) — (log a/t,)10(log bki)0l]p — 2 (A, + fe,)p„ 

(L — hi) tih = (Ai + Ai) P-1 — 2 Ai p,
(log A AJ01 ni = p_, — p_ 1,

(log a ht)10 m_j = Pi —p,

(ht — Ai) m_2 = (At + AO p — 2 AiP_!,

(log bki)ulm_3 = [2(//1 + AO — (log a A,)10(log AAi)01]p_
1 / A*N 0i’

(log A Ai)02 — 0, 0°g AA.)01 log ^

2 (Ai + Ai) p-2: 

r/i_i = p_3 — 2 ap_2.

On constate donc que chaque droite de la suite 1 contient 
deux points de la suite II correspondant aux mêmes valeurs 
de u,v. Précisément, la droite p_2p~ 1 contient les points m_3,m; 
la droite p^p, les points m_.,, m, ; la droite ppx, les points m_,, 
m2. Ceite propriété s’étend à l’ensemble des deux suites.

Considérons la congruence {p-xp) engendrée par la droite 
p_iP, et la surface (mj engendrée par le point mx. Les dévelop
pables de la congruence (p^p) sont données par u = cle, 
v == cte; d’autre part, les courbes u = cle, v = cte déterminent 
un réseau conjugué sur la surface (mx). Il en résulte, par un 
théorème de Lucien Lévy (*), que le réseau (mf) engendré par 
le point mx et la congruence (p^p) sont conjugués. Par suite,

(*) Voir G. Darboux, Leçons sur la Théorie générale des Surfaces (Paris, Gauthier- 
Villars, 1889), t. 11, liv. IV, chap. X, pp. 219 et suiv.
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la suite II est inscrite dans la suite I (*). La droite p,pi+x con
tient le point m1+2.

Le même raisonnement montre que le réseau (m_2), engendré 
par le point m_2, et la congruence (p_,p) sont conjugués. Par 
suite, le point mi_1 appartient à la droite p,pi+l.

La suite de Laplace II est doublement inscrite dans la suite 
de Laplace I. Une droite PiPi+1 de la suite I contient deux 
points m^j, m,+2 de la suite II, correspondant aux mêmes 
valeurs de u, v.

On en déduit que
Par tout point nq de la suite de Laplace II passent deux 

droites pj_2pi_j, pi+1pi+2 de la suite de Laplace I.

8. On obtient des résultats analogues en considérant les plans 
focaux des diverses congruences appartenant aux suites I et IL

Désignons par w, le plan déterminé par les trois points pt, 
pi+1, pi+2 et par p, le plan des trois points mf, m1+1, m!+2. Les 
plans focaux d’une droite p,pi+1 de la congruence (PiPi+1) sont 
alors w,_j et ceux d’une droite mtmt+l de la congruence 
(m,mi+l) sont |q_„ p,-.

Considérons le plan uq. Il contient les droites ptpi+v pl+1pt+2 

et par suite, les points mt nq, nj/f2, mm. Le plan w,. 3 con
tient les droites p,_3/q_2, et> Par suite, les points m,_4,
mt_%, mi_lt m,. Nous voyons donc que par la droite mHlm, de 
la suite II passent deux plans focaux de la suite I.

Une droite m^nq de la suite de Laplace II appartient à deux 
plans focaux (q, (o,_3 de la suite de Laplace I, correspondant 
aux mêmes valeurs de u, v.

En outre.
Tout plan focal de la suite de Laplace I contient deux 

droites m^nq, nq_;2mi+3 de la suite de Laplace IL

(*) G. Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des réseaux (Paris, Gauthier- 
Villars, 1924). Voir chap. V, pp. 117 et suiv.
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Considérons deux droites P)_}Pi, m^,m, correspondant aux 
mêmes valeurs de u, v. La droite p(_,p, contient les points m,_2, 
mï+1; par suite, les plans focaux de la droite mi_lmi sont les 
plans a(_2, projetant, de cette droite, les points de la 
suite II appartenant à la droite p^p,.

Les plans focaux w,_2, de la droite p^p, contiennent, le 
premier les points m,_s, m,_2, mlt mi+v le second les points 

J, mi+v rni+2. Par suite, les plans focaux de la droite 
Pi-iPi sont les plans projetant, de cette droite, les points 
m,_j, m,.

Les plans u,-, u>{_3 de la suite I passant par la droite 
sont les plans focaux des droites PiPi+v Pi_2Pi~i ne passant pas 
par la droite p,_jpt.

Ces propriétés peuvent d’ailleurs être aisément vérifiées pour 
i = —I, 0, 1, 2 en tenant compte des équations des plans 
focaux qui ont été établies plus haut.

Reprenons la droite m_xm. Les plans focaux p._2, [x_j de cette 
droite ont respectivement pour équations

z[ + /tjzj = 0, z’t + /r, z\ = 0.

D’autre part, les plans focaux u_,, w_4, qui passent par cette 
droite, ont pour équations respectivement

z[ — htz't = 0, z[ — ktz'4 = 0.
Si l’on désigne par £, -ri les plans tangents en x, y aux sur

faces (x), (y) respectivement, on a

= — L
relations analogues à celles

O y p m_2) = (a- y />_, mf) = — 1, 

établies dans la première note.
Liège, 2 janvier 1928.

Marcel HAYEZ, imprimeur, rue de Louva:n, 112, Bruxelles.


