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Géomeétrie algébrique.

Sur certaines involutions cycliques appartenant
aux courbes algébriques,

par L. GODEAUX, professeur a I'Université de Eiége.

1. Soient C une courbe algébrique, non hyperelliptique,
de genre it, contenant une involution cyclique Ip, d’ordre p et
de genre -'>1; T la transformation biralionnelle de C ene
elle-méme, de période p, génératrice de Ip; C' une courbe d
genre n image de I'involution Jp (*).

Le systeme canonique jGj de C est transformé en lui-méme
par T et il existe, dans ce systeme, un certain nombre de
systemes linéaires partiels |G,|, |G2|,..., |Gt composés au
moyen de I’involution Ip. L'un de ces systémes est, comme on
sait, le transformé du systeme canonique |G'| de C'; supposons,
pour fixer les idées, que ce soit |Gt|. Nous nous proposons de

rechercher s’il est possible que les systemes |G2|, |G3|....... |Gt
soient les transformés respectivement des systémes bicano-
nique j2G'|, tricanonique |3 G'|, ..., It — canonique |lc G'
de C.

(*) Nous utilisons dans cette note des théorémes connus de la Géométrie sur
une courbe algébrique. On trouvera un exposé de cette géométrie, par exemple»-
dans severi, Tralhlio di Geometric, algebrica, vol. 1 (Bologne, Zanichclli, 1926)»
ou dans Enriques-Ciiisini, Courbes et fondions algébriques d'une variable (Paris*
Gauthier-Villars, 1926).
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2. Prenons comme modele projectif de la courbe (1 la
courbe d’ordre 2 ti — 2, de I’espace linéaire Sx_, a n—\ dimen-
sions, sur laquelle les hyperplans découpent les groupes de la
série canonique |G| (ce qui est toujours possible, puisque G
n'est pas hyperelliptique). Sur cette courbe, que nous conti-
nuerons a désigner par G, la transformation birationnelle T
est déterminée par une homographie de période p, de S* j,
que nous désignerons toujours par T. Cette homographie T,
étant cyclique, est générale; elle posséde k systemes d’hyper-
plans unis S,, S4, S* découpant respectivement sur G les
groupes des séries partielles |G,|, |G2|, |GL]. L’homogra-
phie T possede par suite |( espaces fondamentaux ou axes S(l),
S2)....... S(A). Les hyperplans de S, passent par les espaces S(\
... S'1-1, S<i+IN S(A*. Nous désignerons par r, le nombre
de dimensions de I'espace fondamental S(); ri sera donc
la dimension du systeme d’hyperplans S, et du systeme
linéaire |G,|.

Le systeme canonique )G'| de G' a la dimension n' 1;
par suite,

Le systtme | — canonique [tG'| de G' a la dimension
(2t _1) (tt — 1) — 1, pour i> 1. Par suite, nous avons
rh—QRi—1)f——1)—L (i>1n

D'aprés la théorie des homographies, on a
r+r+ +rk+k=

d'ou, en remplagant r,, r2, .... rk par leurs valeurs,
—1)=n—1 H)

3. Le systtme i — canonique jiG'| de Gl est dépourvu de
points fixes et a I'ordre 21 (*' — 1); par suite la série qui lui
correspond sur G est formée de groupes de 2ip (hn — 1) points
variables. Il en résulte que la série |G,|, qui est d ordre 2n 2,

posséde .
qHt—2 —2ip(rd — = »*) (<" —1)
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points fixes. Ce nombre étant positif ou nul, on a
k- e ip- (i=
Pour i = le, on en déduit k > p. Comme, d’autre part,Vine
homographie cyclique de période p ne peut avoir plus de p

espaces fondamentaux, on a k < p et, par suite, kK=p. La
formule (1) devient

PRt —1)=*—1 2
et le nombre des points fixes de la série jG,| est égal a
-P (p — i) K —1).

Le nombre 3 des points unis de I'involution Ip est, d’aprés
la formule de Zeuthen, donné par

26, (- = 1) -fF(,— 1)3=, 2 (c—1).
En utilisant (2), on a
8=2p(tt' — J).

Par suite, le nombre de points fixes de la série |G,| est
(p—10S

4. Désignons par S'!'l 1 espace linéaire commun a tous les
hyperplans de Ef Les (p — i) 3 points fixes de la série )G||
appartiennent a cet espace et ceux de ces points qui ne sont
pas unis pour ! involution Ip forment des groupes de cette
involution. Soit h le nombre de ces groupes de p points
distincts; il leur correspond, sur la courbe C', h points formant
un groupe H'. La série [iG"-j-H'| est certainement non
spéciale et a la dimension (2i— 1) (™"—1) + /*_1. De
plus, si i > 1, celte série ne posséde pas de points fixes. Aux
groupes de la série |£G' -~ H'j correspondent, sur C', des
gioupes de "lip @: — 1) -(- pli points variables qui, avec les
points fixes de |Gf| qui sont unis pour Ip, forment des groupes
canoniques G. On obtiendra ainsi une série partielle composée
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au moyen de \p qui, ayant un groupe commun avec |Gfj, devra
coincider avec cette série. Il en résulte que ! on aura Il —O.
Par suite, les points fixes des séries |GX|, |GS), |GJ sont
des points unis de I'involution \p.

D’autre part, on sait que, sur la courbe C, le transformé
d’'un groupe canonique G' de G', augmenté du groupe des
points unis (comptés p— 1 dans le cas d’une involution
cyclique d’ordre p), donne un groupe de la série canonique.
Par suite, les points fixes de la série |G,| sont également des
points unis de ip.

5. La série |GP| est, d’'apres la formule établie plus haut,
dépourvue de points fixes. Les hyperplans découpant cette série
sur G contiennent les espaces fondamentaux S(1), S(2), ..., S(p_11
de T; par suite, tous les points unis de I( appartiennent a
I'espace fondamental S(p>.

La série |G} 1 posséde 5 points fixes, cest-a-dire; puisque
les hyperplans de Sp_! contiennent S(p), chacun des points
unis de \vcompté une fois. L’espace S'(p_1) ne peut donc con-
tenir les tangentes a la courbe G aux points unis de Ip.

La série |GP~2| possede 2S points fixes, c’est-a-dire que
I'espace S'tp~2) contient les points unis de I,, et les tangentes
a C en ces points. Gonsidérons une de ces tangentes; elle est
transformée en elle-méme par I’homographie T, mais tous ses
points ne peuvent étre unis, car alors elle appartiendrait a S(™
et par suite a S'(p—1). La tangente en question s’appuie donc
sur deux espaces fondamentaux de T. L’un de ceux-ci est
évidemment S<p); l'autre ne peut étre que S''-1* car autre-
ment la tangente appartiendrait a I’espace S'(p_1), ce qu’on a
vu étre impossible.

On voit donc que les tangentes a la courbe C aux points
unis de I, s’appuient sur I’espace fondamental S(p~1). En
continuant de proche en proche, on verrait que les plans
oscillateurs a la courbe C en ces points unis s appuient sur
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I'espace fondamental S('-2); les espaces S3 ayant avec C un
contact du troisieme ordre en ces points s’appuient sur S(p~w,

les espaces Sp_j & p— 1 dimensions ayant un contact
d’ordre p — \ avec C aux points unis de I, s'appuient sur S<).

6. Désignons par D le groupe formé par les o points unis
de 1" sur la courbe C et posons

G,+(p t©Db G G f(v—2)b,., GCpj=0Gp, D

Les groupes Glt G2, Gp_,, G sont donc les transformés
respectivement des groupes G', 2 € (p— NG’ ,pG"’
de G'. On a donc

Gl=2G(- G3 =3Gi,— G, (- (p- 1)G, G"hsljG..

Gomme Gf, G2, G,, G;) sont des groupes canoniques

de C et, par suite, sont équivalents deux a deux, on en déduit

G+ (p—1)IF=2¢G, -p(p—2) D= 1) + D =pG(
et, par suite,

G,=D, Gp = pi).

11 existe donc un hyperplan de I'espace SK_ | ayant un
contact d’ordre p — | avec la courbe G en chacun des points
de coincidence de \v. Cet hyperplan est, par suite, transformé
en lui-méme par T et appartient a I'un des systéemes £1, T2
Observons qu’au groupe 1) correspond, sur G', un
groupe D' formé des 2/>(ir' — 1) points de diramation. Ge
groupe D' appartient a la série (/G") si I’hyperplan envisagé
appartient & £f Gomme (tG'j a l'ordre 2i(it" — 1), on en

conclut que I’hyperplan considéré appartient a Il existe
donc un hyperplan uni contenant les espaces fondamen-
taux SU), S®, ..., S(p—ll de T et contenant en outre les points

unis de 1,,, Gomme cet. hyperplan ne peut contenir S(p), il faut
nécessairement que les points unis de In appartiennent a un
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espace linéaire de dimension inférieure a Qp— 1) (i— I)—\

fin résumé, s’il existe une courbe normale non liyperelliplique (i
de genre « transformée en elle-méme par une homographie
cyclique T de période p de I'espace S__1; les systemes d’hyper-
plans unis découpant sur la courbe C des séries qui sont les
transformées respectivement des séries canonique, bicanonique,
tricanonique,... de la courbe C' image de /’involution d’ordre p
déterminée par T sur C, I’'hnomographie T posséde p espaces
fondamentaux S(!), S2, S(p) <lc dimensions respectives

—\ 3-"—4, ..., 2p—\) (&t — i)— 1. Les points unis
de I'involution Ip déterminée par T sur C appartiennent tous
a S(. En un de ces points unis, la tangente a la courbe (i
s’appuie sur S(’_,), le plan osculateur sur S<p"-~2), I’'espace
linéaire a p  \ dimensions ayant un contact d’ordre p — \
sur S(2). Il existe un hyperplan uni de I’'hnomographie T passant
parS(l), S(), S(P_I) et ayant un contact d’ordre p avec la
courbe en chacun des points unis de Ip (sans contenir I'es-
pace S(p)).

Remarquons que cette derniere conséquence he peut se
traduire en disant que les espaces linéaires S;, a p dimensions
ayant un contact d’ordre p avec la courbe C en un point uni
s’appuient sur S(1), sauf dans des cas particuliers.

7. Considérons inversement une courbe normale non hype-
relliplique, C, de genre n, transformée en elle-méme par une
homographie T, de période p, ayant p espaces unis Si), S@2),
S(p) présentant les particularités exprimées dans la seconde
partie de I'énoncé précédent. Nous allons démontrer que les
systemes __erplans unis 2,, ..., I; de T découpent sur
la courbe C des séries qui sont les transformées des séries cano-
nigue, bicanonique, ..., p — canonique de la courbe C, image
de {involution Ip déterminée par T sur (i.



appartenant aux courbes algébriques. 7

En conservant les notations précédentes, nous avons par
hypothése

G==G6,+0—1)bsG+(>—2)D==.. -G,, +D=G,,
G,, = pD.
On en déduit
=
et ensuite
G2=2G0 £s3=33",..., 0p_1=(Gu—1)Gj, Gp=pG,-

A un groupe Gy correspond donc sur C' un groupe G' tel
que
Gy = iG'i,

car tous les groupes de points envisagés sont transformés en
eux-mémes par T.

Par suite, les conclusions exprimées dans I'énoncé précédent,
sont caractéristiques des involutions envisagées.

8. Excluons le cas -6 = 2, p = 2. En rapportant projecti-
vement les hyperplans de Zp aux liyperplans d’un espace linéaire
S:a

r=2p—1(mr—1)—1

dimensions, il correspond a la courbe C une courbe CJ d’ordre
2 p(it'— 1), simple, image de I'involution \p et, par suite, bira-
tionnellement identique & C'. Les sections de CJ par les hyper-
plans de S, sont les groupes p — canoniques p G' de cette
courbe; nous les désignerons, pour abréger, par F.

A un groupe canonique quelconque G de C correspond, sur
GJ, un groupe de points F' donnant lieu a la relation fonc-
tionnelle

r =pF.

Les groupes F' appartiennent & la série linéaire, découpée,
sur CJ, par les hypersurfaces d’ordre p de S,.. En particulier, au

51
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groupe canonique p D de C correspond, sur CJ, un groupe DJ
découpé par une hypersurface d’ordre p formée d’un hyperplan
compté p fois.

Considérons un groupe canonique G, de C. Comme ce groupe
est formé de 2 i (/I' — 1) groupes de \v et du groupe D compté
p — i fois, il lui correspond, sur CJ, un groupe T, donnant lieu
a la relation

prt+(p —i) d; =pi\
Ce groupe F, est découpé, sur CJ, par des Irypersurfaces
d’ordre p de S,., ayant avec la courbe un contact d’ordre p — |
en chaque point du groupe et un contact d’'ordre p— i — 1 en

chaque point de DJ. Le groupe F, est évidemment un groupe
i — canonique de CJ.

9. Il existe effectivement des involutions du type envisagé
ci-dessus. En voici un exemple :
Considérons la courbe plane d’ordre six et de genre - =1 10,
d’éguation
#3+ 2! @3(*1, X2) + <prE, &2) =0, (1)

ou 3, 'cb sont des formes de degrés trois et six en Xi, X2
La courbe (1) est transformée en elle-méme par I'homo-
graphie

X =X T (i)

ou £ est une racine cubique primitive de I'unité. L’homographie
(2) engendre, sur la courbe (1), une involution d’ordre trois,
L, avanl six points unis

X5 =m(), ® =0,
gue nous supposerons distincts. La courbe C', image de I'invo-
lution 13, est, par suite, de genre k = 2.

l.a série canonique de la courbe (I) est découpée par les
cubiques planes. Dans le systeme de ces cubiques, il y a trois

32
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systemes partiels de cubiques transformées en elles-mémes par
I’homographie (2). Ce sont

+ MV) =0, 3)
x3(\aj + \X,Xz2 + altl) =0, (4)
\xF + \xIx? -f- X3®4a| -f- \x\ + lai = 0. (5)

En dehors des points unis de I'involution 13, les courbes du
systeme (3) découpent des groupes de six points auxquels
correspondent, sur C', les groupes d’une série linéaire g\ qui
est nécessairement la série canonique de celte courbe.

Les courbes du systeme (4), en dehors des points unis de 13,
découpent sur la courbe (1) des groupes de douze points
auxquels correspondent, sur C', des groupes de quatre points
formés de deux groupes de la série canonique gl. Ces groupes
sont donc les groupes bicanoniques de C'.

Lés courbes du systéme (5) découpent enfin sur la courbe (1)
des groupes de dix-huit points auxquels correspondent, sur C',
les groupes d’une série g\. En particulier, si X =0, ces derniers
groupes sont formés de trois groupes de la série canonique gl;
par suite, la série g\ est bien la série tricanonique de C'.

L’involution 13 sur la courbe (1) possede donc bien les pro-
priétés des involutions étudiées dans cette note.

On peut observer que I'on obtient le modele canonique de la
courbe (1) en rapportant projectivemenl les cubiques planes aux
hyperplans d’un espace linéaire S9 a neufs dimensions. La
courbe (1) se transforme birationnellement en une courbe C
d’ordre dix-huit. Dans la correspondance projective établie, aux
points du plan correspondent les points d’une surface F, d’ordre
neuf, a sections hyperplanes elliptiques, sur laquelle la courbe
C est tracée et est précisément découpée par une hyperqua-
drigue. Les espaces fondamentaux de I’homographie T, de
période trois, génératrice de I’évolution 13, sont une droite, un
plan et un espace linéaire Si & quatre dimensions, contenant les
six points unis de 13. Les tangentes & C en chacun de ces points
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s'appuient sur le plan fondamental. Remarquons qu’a la droite
jij = 0 correspond, sur la surface F, une cubique gauche conte-
nant les six points unis de 13. Par suite, ceux-ci appartiennent
a un espace a trois dimensions.

Pour obtenir la courbe que nous avons appelée plus haut C4,
rapportons projectivement les cubiques planes (5) aux hyper-
plans d’un espace linéaire S4 a quatre dimensions, en posant

X, X X X=X
X X2 x'ix, XiX2 xi
En posant
G3(@I1> *1) = aiX\ + + 03*1*1 +
= flwal + anx\xi H---—-—-

a la courbe (1) correspond la courbe CJ d’équations

Xi X. x3
xt xg X

Xj-F- XO(FIl Xt - f12X2-(- tf3X3-I- r/j X4) & 0,4X1 "h Fj*X|-|- —D2(iIMX3X¢— 0.

La courbe C[ est donc la section d’'un céne cubique rationnel
et d’'une hyperquadrique. Les points de diramation sont décou-
pés sur CJ par I’hyperplan X0 = 0.

Aux courbes (3) correspondent les hypersurfaces cubiques

X;(XEXi + S™X, + 3Ai,iX3.+ ).iXl) — 0

Ces hypersurfaces se composent de Fbyperplan X0 =0
compté deux fois et d'un hyperplan variable ayant un contact
du second ordre avec le cdne (G) le long d’une génératrice. Par
suite, la série g\ canonique de CJ est découpée sur cette courbe
par les génératrices du cdne (G).

De méme, aux courbes (4) correspondent les hypersurfaces
cubiques

XoOiXi + + AXj +  + 3X2/]X3X4) = 0.

La partie variable de ces hypersurfaces est une hyperqua-
drigue conique, de méme sommet que le céne (6), ayant un

54



appartenant aux combes algébriques. 1

contact du second ordre le long de deux génératrices de ce
dernier avec celui-ci.

10. Nous terminons celte note en recherchant si le cas
tt = 2, p = 2 peut se présenter. Sous ces hypothéses, nous
avons it = 5 et la courbe normale G (non hyperelliptique par
hypothése) est d’ordre huit, appartient a un espace linéaire
a quatre dimensions; elle est I'intersection de trois hyper-
guadriques de cet espace. L’homographie involulive T posséde
comme espaces fondamentaux une droite S(} et un plan S/,
Le nombre de points unis de I’involution 12 est S = 4.

Nous prendrons, pour T, I’homographie

0-] U2 *3 «@M 'S

I.IJE 5{2 M g — «ii —'«-i*,f
Les espaces fondamentaux sont
X, =X2=xa= ). (Sit
xt =xh=0. (S?)

La courbe G sera I'interseclion de trois hyperquadrigues
transformées par elles-mémes par T. Les hyperquadriques
jouissant de cette propriété forment deux familles : les hyper-
qguadriques d’une famille ne contiennent pas les espaces fonda-
mentaux de T; celles de la seconde famille contiennent ces
espaces. Gomme la courbe G ne peut rencontrer la droite S(p
et doit rencontrer le plan S(? en quatre points, cette courbe
doit étre I'intersection de deux hyperquadriques de la premiere
famille et d’une hyperquadrique de la seconde. Nous écrirons
donc les équations de G sous la forme

<fll(", #2> tfV) + ClifaVv s) = 0, |
e (Xi>x2, X3) + .,2(j-4, tfs) = 0, ) (1)
xt(attXi -(- akKx2  atd3x3) — x3(jiiixi  a™x? -\ a&Xj) — 0. |
ou les ¢ sont des formes du second degré.
Les quatre points unis de I'involulion 12 sont donnés par

Xe—0s = 0, Gy =0, 22 ~ 1I-
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Pour que celte involution réponde aux conditions imposées,
ces quatre points doivent étre en ligne droite, ce qui est impos-
sible. Par suite, lecasiz’ = 2, p == 2 ne peut se présenter.

11 est intéressant de voir comment se présente la courbe
image de I’involulion 12 appartenant a la courbe (1). Pour cela,
rapportons projeclivement les liyperplans passant par la
droite S }’aux droites d’'un plan, ce qui revient a projeter la
courbe (1) a partir de la droite S'J' sur le plan S”'. On obtient
ainsi une courbe d’équation

tfaiXi, xs, x3)  lz(aiixi-\-anxz-\-ai)x3, ai2X2-{-0,"X3) (
thl(xt, X2, X3)  <fo{@:tXi-\-n2ix2-\- a23x3, atixt-f- at2x\-(- aax3)

dans le plan
X, =ab=0.

La courbe (2) est de quatriéme ordre et posséde un point
double au point

ctiiXi -{- fljg&j -f- ai3x3 = a21x] -{- 0rx2 -H 0~x3 = 0. "3)

Aux sections de la courbe (1) par les hyperplans passant
par le plan S°| correspondent les sections de la courbe (2) par
les droites passant par le point (1), c’est-a-dire les groupes de
la série canonique g\ de la courbe (2), de genre deux. Aux
sections de la courbe (1) par les hyperplans passant par la
droite S'} correspondent, sur la courbe (2), les groupes d'une
série parabicanonique, découpés par les droites du plan.

Liége, 30 octobre 1928

Marcel HATEZ, imprimeur, rue de Louvain, 112, Bruxelles.



