
RECHERCHES

SUR

LES CORRESPONDANCES RATIONNELLES
DU SIXIÈME ORDRE 

entre deux surfaces de genres un.

Nos recherches antérieures sur les correspondances 
rationnelles entre les deux surfaces algébriques de genres 
un (Pa= P4= 1) nous ont conduit au résultat suivant (*) : 
Si F et <I> sont deux surfaces algébriques de genres nn 
entre lesquelles existe une correspondance (n, 1), d’ordren, 
le nombre n a nécessairement une des valeurs 2, 3, 4, 6, 
8, 12, 10. Les groupes de n points de F qui corres
pondent aux points de <ï> forment une involution I„, 
d’ordre n. S’il existe, sur la surfaee F, un point qui, 
compté n fois, forme un groupe de \n, on a n < 12. On

(*) Sur les transformations rationnelles des surfaces de genres un (G. H 
1912, t. CLV); Sur les involutions de genres un existant sur une surface de 
genres un (Bulletins de l'Académie royale de Belgique, 1913, pp. 310-328); 
Mémoire sur les involutions appartenantà une surface de genres un (Annales' 
de l'Ecole Normale supérieure, 1914, (3), XXXI, pp. 357-430; 1919 (3) 
XXXVI, pp. 51-70.)
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sait, d’après un théorème de M. Enriques (* (**)), que Invo
lution I„ est engendrée par un groupe de transformations 
birationnelles de F en elle-même ; un point de la surface F 
et ses transformés forment un groupe de 1 involution I„. 
Nous avons montré que si le groupe de transformations 
générateur de I„ est cyclique, on a n — 2, 3, 4 ou 0.

La surface 4>, image de involution I„, possède certains 
points singuliers, aux points de diramation de la corres
pondance (1, n) entre 4> et F. Nous avons déterminé ces 
singularités dans nos travaux cités plus haut. Le problème 
qui se présente ensuite est la détermination des systèmes 
de courbes tracées sur la surface d>; nous avons résolu 
ce problème pour les involutions d ordres n — 2 ( ),
n = 3 (***), n = 4 (iv) et n = 8 (v); nous nous proposons 
de le résoudre ici dans le cas n = 6.

(*) F. Enriques. Suite trasformazioni razionali delle superficie di 
généré uno. (Rend. R. Accad. di Bologna, 1910). Nous avons pu étendre 
ce théorème aux surfaces algébriques quelconques dans une note « Sur 
les involutions douées d’un nombre fini de points unis, appartenant a 
une surface algébrique». (Rend. R■ Accad. dei Lined, 1914, 1er sem., 
pp. 408-413.)

(**) Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini 
de points de diramation. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
1914, pp. 289-312.)

(***) Sur les plans doubles de genres un et de rang trois (Annaes da 
Academia polytechnic do Porto, 1920, pp. 1-9); Recherches sur les involu
tions cubiques appartenant à une surface algébrique (Bulletins de l Académie 
royale de Belgique, 1921, pp. 105-124); Sur les surfaces du quatrième 
ordre possédant six points doubles biplanaires ordinaires (idem., 1922, 
pp. 443-456.)

(iv) Sur les involutions cycliques d’ordre quatre appartenant à une s^face 
de genres un. (Bulletins de l’Académie royale de Belgique, 1923, pp. 75-88, 
360-379, 459-483.)

(v) Sur les involutions d’ordre huit, appartenant à une surface de 
genres un. (Mêm. in-8° de l'Académie royale de Belgique, 1924, t. Vil, 

pp. 1-33.)



Nous partons d un modèle projectif normal de la 
surface d>. Celle-ci possède six points de diramation et l’on 
peut supposer sans restriction que les sections hyper- 
planes du modèle envisagé ne passent pas par ces points. 
Il existe alors sur la surface <ï> cinq systèmes linéaires de 
courbes passant par les points de diramation. Nous étu
dions la manière de se comporter de ces courbes en ces 
points et nous déterminons les relations fonctionnelles 
reliant les courbes envisagées aux sections hyperplanes et 
aux courbes rationnelles équivalentes, au point de vue des 
transformations birationnelles, aux points de diramation.

On sait qu’il existe une grande analogie entre l’étude 
des correspondances rationnelles entre deux surfaces de 
genres un et celle des correspondances rationnelles entre 
une surface de genres un et une surface byperelliptique 
de Jacobi ou de Picard (pa = —l,pff = P4 = l). Ce 
dernier problème a été l’objet de recherches importantes 
de MM. Enriques et Severi, d’une part (*), de MM. Bagnera 
et De Franchis, d’autre part (**). Nos recherches ne sont 
cependant pas, comme le lecteur pourra s’en rendre 
compte, une simple paraphrase des recherches de ces 
géomètres; ceux-ci ont en effet pu profiter de la représen
tation paramétrique des surfaces hyperelliptiques par des 
(onctions 8 et du fait que la surface de Jacobi représente 
les couples de points d une courbe de genres deux. Nos

(*) F. Enriques et F. Severi. Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques. 
(Acta Mathematica, 1909, t. XXXII, pp. 283-392, t. XXXIII, pp. 321-403.)

(**) Bagnera et De Franchis. Le superficie algebriche le quali ammettono 
una rappresentazione mediante funzioni iperellitiche di due argomenti 
(Mem. Soc. ital. (telle Scie me, 1908, (3), XV, pp. 251-343); Le nombre p de 
M. Picard pour les surfaces hyperelliptiques et les surfaces irrégulières de 
genre zéro {Rend. Circolo Ma terri. di Palermo, 1910, t. XXX, pp. 185-238.)



méthodes nous ont d’ailleurs permis d’aborder le pro
blème plus général des correspondances rationnelles entre 
deux surfaces algébriques quelconques (*).

1. — Soient :
F une surface algébrique de genres un (pa = I\ = t) 

contenant une involution cyclique I6, d’ordre six, ayant 
pour image une surface de genres un et ne possédant, par 
suite, qu’un nombre fini de points unis;

T la transformation birationnelle de F en elle-même, 
de période six, génératrice de [’involution I6;

q> une surface algébrique de genres un (pa = P4 = 1), 
image de l’involulion I6.

Dans notre Mémoire des Annales de l’Ecole Normale, 
nous avons montré que 1 on peut construire, sur F, un 
système linéaire dépourvu de points-base, composé au 
moyen de l’involution I6, mais non composé au moyen 
d’une autre involution. Aux courbes de ce système corres
pondent, sur *J>, des courbes que nous désignerons pai I. 
Nous désignerons en outre par « le genre des courbes T ; 
le système complet |T| aura le degré 2 n — 2 et la 
dimension n. On pourra d ailleurs supposer tc aussi giand 
qu’on le veut, en remplaçant éventuellement |T| par un 
de ses multiples convenablement choisi.

Nous prendrons comme modèle projectif de la surface 
<P, et nous désignerons dorénavant par <t>, la surface

(*) Sur les involutions douées d'un nombre... (loc. cit.); Mémoire sur 
les surfaces algébriques doubles... (loc. cil.) ; Recherches sur les involutions 
douées d’un nombre fini de points de coïncidence appartenant à une 
surface algébrique (Bull, de la Soc. Malh. de France, 1919, t. XLV1I. 
pp. 1-16); Recherches sur les involutions cubiques... (loc. cit.).



obtenue en rapportant projectivement les courbes T aux 
hyperplans d un espace linéaire , à tt dimensions. Les 
sections hyperplanes de cette nouvelle surface <ï> seront 
encore désignées par T. D’après ce qui précède, la sur
face d> est simple et les points de diramation pour la 
correspondance (1, 6) entre $ et F sont isolés.

Les courbes qui correspondent sur F aux courbes F 
seront désignées par C23 ; ces courbes ont le degré 
12 7T—12 et, d’après la formule de Zeuthen, le genre 
6 7i — 5. Les courbes C23 appartiennent comme courbes 
totales à un système linéaire complet |C|, de degré 
12 71—12, de genre et de dimension 6 tt — 5. Le 
système | C231 n’étant composé qu’au moyen de l’involu- 
ti°n I6 et ayant la dimension r., le système |C| est néces
sairement simple.

Nous prendrons comme modèle projectif de la surface F, 
et nous désignerons à l’avenir par F, la surface obtenue 
en rapportant projectivement les courbes G aux hyper- 
plans d’un espace linéaire S6Jt_5 à 6 tt — 5 dimensions. ' 
Nous continuerons à désigner par G, C23 les transformées 
des courbes G, C23 de la surface F primitive.

La transformation biralionnelle T change en elle-même 
toute courbe C23; par suite elle échange entre elles les 
courbes du système complet |C|. Il en résulte que la 
transformation T est déterminée, sur F, par une homo
graphie de période six de l’espace linéaire S6„_5, homo
graphie que nous désignerons toujours par T.

2. — L’homographie T ayant la période 6, l’homo
graphie T2 3 est involutive et engendre sur F une involu
tion I2, d’ordre deux, au moyen de laquelle f6 est com
posée. Soit »F une surface image de l’involution I2. A un 
groupe de I6 correspond, sur W, un groupe de trois points



engendrant sur cette surface une involution I3 d ordre 
trois. A un groupe de I3 correspond un point de la 
surface d*; par suite la surface V est de genres un.

L’homographie involutive T3 possède deux axes (espaces 
linéaires formés de points unis). De nos recherches 
antérieures, puisque T est de genres un, 1 un de ces axes 
est un espace linéaire à 3 it — 4 dimensions, ne ren
contrant pas F, que nous désignerons par S37t_4. Lautie 
axe, que nous désignerons par S^_2, est un espace 
linéaire à 3 tt — 2 dimensions, rencontrant F en huit
points qui sont les poinLs unis de l’involution I2 (et qui 
sont, par suite, des points unis de 1 involution I6).

L’homographie T2 a la période trois et engendie, sur h , 
une involution I3, d’ordre trois. Soit 0 une surface image 
de celte involution. L’involution I6 étant composée au 
moyen de I3, à un groupe de I6 correspondent deux points 
de la surface 0; ces deux points engendrent une involu
tion i;, d’ordre deux, dont la surface d> est une image. 
Il en résulte que la surface 0 est de genres un. En utilisant 
nos recherches sur les involutions cubiques, on en conclut 
que l’homographie T2 possède trois axes. Deux de ces 
axes, que nous désignerons par S'V3, S®_3, sont des 
espaces linéaires à 2tt— 3 dimensions, ne rencontrant 
pas la surface F. Le troisième axe est un espace linéaire 
S™t_i> à 2 tt — 1 dimensions, rencontrant F en six points 
qui sont les points unis de l’involution 13 et, par suite, 
des points unis de l’involution I6.

L’involution I6 possède douze points unis. Deux de ces 
points, que nous désignerons par À1( A2, sont des points 
de coïncidence sextuple, c’est-à-dire que chacun d eux, 
compté six fois, forme un groupe de I6.

Quatre points unis de I6, que nous désignerons pai Bu, 
B12, B21, B22, se partagent en deux groupes Bu, B12 et



B,j, B22. Les points d’un groupe étant comptés chacun 
trois fois, forment un groupe de l’involulion I6. Ces quatre 
points sont donc des points unis de I3 et les points de 
chaque groupe sont échangés entre eux par T3.

Les six derniers points unis de I6 forment deux groupes
^li> ^12’ ^13 ^21» D22, Djj.

Les points de l’un des groupes, comptés chacun deux 
fois, forment un groupe de i’involution I6.

Les six points sont des points unis de l’involution I2 et 
les points de chaque groupe sont échangés entre eux par 
l’homographie T2.

Les huit points unis de I2 sont At, A2, D^, D12.......
U23 ; ces points appartiennent donc à l’espace S^_2. Les 
six points unis de 13, sont A1( A2, Blt, B12, B21, B22; ces 
points appartiennent donc à l’espace S^_ .

Les axes de l’homographie T sont les espaces communs 
aux axes des homographies T2, T3. Désignons par S(,i) l’axe 
de T commun aux axes S® de T3 et SW)de T2, par xik la 
dimension de cet espace. Rappelons que, d’après la théorie 
des homographies, les hyperplans unis pour T passent 
par tous les axes de cette homographie, sauf par l’un d’eux; 
la dimension de ce système d’hyperplans unis est précisé
ment celle de l’axe n’appartenant pas à ces hyperplans.

Les points Aj, A2 appartenant aux espaces S®JC_2, S® _4, 
l’axe Sl23) de T existe certainement. D’autre part, nous 
connaissons un système d’hyperplans unis, c’est celui qui 
découpe, sur F, le système |C23| des courbes transformées 
des courbes F de <1>. Ce système est dépourvu de points- 
base et, par suite, ses courbes ne passent pas par At, A2. 
Les autres points unis de l’involution 16 ne peuvent 
appartenir à des axes de T. Il en résulte que les hyper
plans découpant sur F les courbes C23 passent par tous 
les axes de T, sauf par S(2S). Comme |C23| a la dimen
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sion TT, l’axe S(23) est un espace linéaire à n dimensions; 
nous le désignerons dorénavant par S®’.

Les points de l’espace S® _4 étant unis pour T2, l’homo
graphie T détermine, dans cet espace, une homographie 
involutive ayant nécessairement deux axes distincts. L’un 
de ceux-ci est S®’; l'autre, S(1S), a nécessairement la dimen
sion U — 2; nous le désignerons par S*3L2.

Désignons par Cj les courbes découpées par les hyper- 
plans contenant S^_4, sur F. Les courbes Cj forment un 
système linéaire |C±|, de dimension 3 n— 2, composé au 
moyen de l’involution I2. En rapportant projectivement 
les courbes Ci aux hyperplans d’un espace linéaire S37t_2à 
3 ir — 2 dimensions, F se transforme donc en une sur
face ‘F, d’ordre 6tt — 6, image de l’involution I* et, par 
suite, de genres un. Nous avons vu que W contenait une 
involution I3 d’ordre trois et de genres un, n’ayant, par 
suite, qu’un nombre fini de points unis. Le système |C(| 
des sections hyperplanes de *F contient, comme on sait, 
trois systèmes linéaires partiels composés au moyen 
de F,; à ces systèmes correspondent, sur F, des systèmes 
linéaires de sections hyperplanes composés au moyen de I6. 
L’un des trois systèmes envisagés sur 'F est formé par les 
courbes qui correspondent aux courbes F de 4> et aux 
courbes C23 de F; ce système a la dimension tt; par suite, 
les deux autres ont la dimension u — 2 tous deux. A l’un 
de ces systèmes correspond, sur F, le système de courbes 
découpées par les hyperplans passant par les espaces 
Saic-s» S(22), S®1; *1 en résulte que l’espace S(21) a la dimen
sion TT — 2; nous le désignerons par S£‘i2. A l’autre 
système considéré sur W correspond, sur F, le système 
de courbes découpées par les hyperplans passant par 
S™*_s, S™ 2 et Sfij! par suite, l’axe S(22) a n — 2 dimen
sions; il sera désigné par S®i2.
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Les points de l’espace SjU„_8 étant unis pour Ta, T 
détermine dans cet espace une homographie involutive 
possédant deux espaces unis; l’un d’eux est l’axe S®‘i2 de 
T ; l’autre est donc un espace linéaire à n — 2 dimensions, 
S(11), que nous désignerons par S“i2.

On établit de même que le sixième axe de l’homo
graphie T est un espace linéaire à n — 2 dimensions; il 
sera désigné par SJfi2.

3. — La surface d> possède six points de diramation, 
qui sont (*) :

Deux points de diramation sextuple, AJ, AJ, corres
pondant respectivement aux points unis A1; A2 de F. 
Chacun des points AJ, AJ est un point double biplanaire 
de la surface d>, auquel sont infiniment voisins successifs 
deux points doubles dont le dernier est conique.

Deux points de diramation triple B J, BJ, qui corres
pondent : le premier au groupe de l’involution I6 formé 
par les points unis Blt, B15; le second au groupe formé 
par les points B2i, B22. Les points BJ, BJ sont les points 
doubles biplanaires ordinaires de la surface d>.

Deux points de diramation double DJ, DJ, qui corres
pondent respectivement aux groupes de l’involution I6 
formés par les points Du, D12, D13 et D„. D 22’ D23. Les 
points DJ, DJ sont des points doubles coniques de la 
surface <ï>.

Concernant les relations entre les courbes du système 
|C23| et les points unis A1( A2, nous avons en outre établi 
ce qui suit :

Les courbes C23 assujetties à passer par le point A1; 
par exemple, acquièrent en ce point un point double

(*) Voir notre Mémoire des Annales de l’Ecole Normale.
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à tangentes fixes ; à ces courbes correspondent, sur <î>, 
les oo77-1 courbes T passant par AJ. Celles des courbes C23 
envisagées, assujetties en outre à avoir en A* une tangente 
distincte des deux tangentes fixes, acquièrent en un 
point quadruple auquel sont infiniment voisins deux 
points doubles situés un sur chacune des tangentes fixes 
aux courbes précédentes; à ces courbes correspondent 
sur <b les oo7^2 courbes T découpées par les hyperplans 
passant par AJ et par le premier point double infiniment 
voisin de ce point. Enfin, les courbes C23 considérées en 
dernier lieu, assujetties à avoir une nouvelle tangente 
en A1( acquièrent en ce point un point sextuple à 
tangentes variables. A ces courbes correspondent, sur d>, 
les oo71-3 courbes F découpées par les hyperplans passant 
par AJ et par les deux points doubles infiniment voisins 
successifs de ces points.

Les courbes C23, assujetties à passer par le point BH 
(ou B21), passent en conséquence par B12 (ou B22) et 
acquièrent en ces points des points doubles à tangentes 
fixes. Il correspond à ces courbes, sur d>, les oo77-1 courbes T 
passant par le point BJ (ou BJ). Celles de ces courbes C23 
assujetties en outre à avoir une troisième tangente distincte 
des tangentes fixes en l’un des points Bu, B12 (ou en l’un 
des points B21, B22), acquièrent en ces points des points 
triples à tangentes variables. A ces courbes correspondent, 
sur d>, les oo77-2 courbes T découpées par les hyperplans 
passant par la droite commune aux deux plans tangents 
à la surface au point BJ (ou BJ,).

Enfin, les courbes C23, assujetties à passer par le point Dtl 
(ou I)21), passent en conséquence par les points D12, D13 
(ou D22, D23) et ont des points doubles à tangentes variables 
en ces trois points. A ces courbes correspondent, sur d>, 
les oo7'-* courbes T passant par le point DJ (ou DJ,).
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4. — Les points unis de l’involution I6, sur la surface F, 
sont par hypothèse des points simples de cette surface. 
Soit a, le plan tangent à la surface F en Aj. Nous avons 
établi antérieurement que les points de F, infiniment 
voisins du point Alt étaient unis pour l'homographie T3; 
cette homographie détermine donc, dans le plan oq, une 
homologie involutive dont le centre est Ad. L’axe de cette 
homologie ne peut passer par A* et est, par suite, une 
droite de l’espace S^_4. Désignons par tn, ti2 les tangentes 
en Aj aux courbes C23 assujetties à passer par ce point. 
Nous avons établi que les points infiniment voisins de A4 
situés sur ces droites étaient unis pour I6; par suite, ces 
droites tn, ti2 sont transformées en elles-mêmes par 
l’homographie T. Le plan cq ne pouvant, d’après ce qui 
précède, avoir plus d’un point en commun avec S®_2 et 
par suite avec SJf, les droites tn, t12 s’appuient sur l’un 
des espaces S™2, S^2, S™2. Observons que ces deux 
droites ne peuvent s’appuyer sur un même de ces espaces, 
car alors T déterminerait dans le plan oq une homologie 
de période six, de centre Aj, et tous les points de F infi
niment voisins de A4 seraient invariants pour T, alors 
qu’ils ne sont invariants que pour T3. Cela étant, suppo
sons, pour fixer les idées, que la droite s’appuie sur 
l’espace S™2. On sait, d’après la théorie des involutions 
cubiques, que les hyperplans passant par les espaces S2”_3,
S.®_3 et par le point A, découpent sur F des courbes, 
transformées en elles-mêmes par T2, ayant un point 
double en A* et pour tangentes en ce point tir et f12. Il en 
résulte que f12 ne peut s’appuyer sur S^2, donc s’appuie 
sur S^2. Le plan cq, tangent à F en Alt s’appuie donc en 
un point sur chacun des espaces S™2, S^2, S®1. De même, 
le plan a2, tangent à la surface F en A2, s’appuie en un 
point sur chacun de ces espaces.
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Soient (3^, j3I2 les plans tangents à F en BH, B12 
respectivement. Ces points étant unis pour l’involution I3, 
d’après la théorie des involutions cubiques, les plans (3±1, 
P12 s’appuient chacun en un point sur S'"_3 et en un point 
sur S®_3. Les droites joignant B^ (ou B12) aux points 
d’appui de (3,, (ou (312) sur S2"_3, S®_3, sont tangentes 
en Btl (ou B12) aux sections de F par les hyperplans 
passant par ces espaces et par Blt (ou B12). On observera 
que T faisant correspondre B12 à B11( le plan j312 corres
pond à (3lt; de plus, la droite BHBJ2 s’appuie sur S«32t 
et S»

On arrive à des conclusious analogues pour les plans 
tangents (321, (322 à F aux points B21, B22.

Soient 8llt S12, o13 les plans tangents à F aux points D1(, 
D12, D13 respectivement. On sait que les points de F 
infiniment voisins de Dl2 (i = \, 2. 3) sont invariants 
pour, T3. L’homographie T détermine donc, dans le 
plan 8lf, une homologie harmonique de centre D1;, dont 
l’axe appartient nécessairement à l’espace S(,"_4. Les plans 
8,1. S12, 813 s’appuient donc suivant une droite chacun 
sur cet espace. L’homographie T faisant correspondre D12 
à D(1 et D13 à D12, le plan 812 correspond au plan S±1, 
et le plan 813* au plan S12. De plus, le plan DUD12D13 
s’appuie en un point sur chacun des espaces S™2, 
et S».

On a des résultats analogues pour les plans o21, S22,
S23 tangents à F aux points D21, D22, D23.

■0

5. — Les hyperplans passant par cinq des six axes 
de l’homographie T sont unis pour celles-ci ; ils découpent 
sur F des courbes transformées en elles-mêmes par T. 
Nous désignerons par les courbes découpées, sur F,
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par les hyperplans passant par les axes de T, sauf par 
l’espace SW).

Le système |C23|, déjà considéré, a la dimension tt; les 
autres systèmes, |G1±|, |C12|, |C13|, |C21|, |C22|, ont chacun 
la dimension tt — 2. Ces six systèmes sont composés au 
moyen de l’involution I6; par conséquent, il leur corres
pond, sur la surface d», des systèmes linéaires complets.

Au système |C23| correspond le système des sections 
hyperplanes |T| de <b. Nous désignerons par |r±1|, |ri2|, 
|r13|, |r21|, |r„| les systèmes qui correspondent, sur la 
surface d>, respectivement aux systèmes |C±11, |C12|, |C131, 
)C21 ), |C22|. Ces systèmes sont complets et ont la dimen
sion tc —- *2; comme la surface d> est de genres un, ces 
systèmes ont le genre tt — 2 et le degré 2tt — 6.

Une courbe C23 et une courbe CH ont en commun 
12tt— 12 points, tous variables avec ces courbes. Comme 
ces deux courbes sont transformées en elles-mêmes par T, 
le groupe formé par ces points est transformé en lui- 
même par T. Il lui correspond donc, sur d>, un groupe 
de 2Te — 2 points. Il en résulte que les courbes T, sections 
hyperplanes de d>, rencontrent une courbe rH en 
2Te — 2 points; par suite, les courbes Ttl sont d’ordre 
2tc— 2. Il en est de même des courbes ri2, ri3, r21, r22.

Il existe donc, sur la surface d>, cinq systèmes linéaires 
de courbes d’ordre 2 ic — 2, de genre tt — 2 et de 
degré 2 tt — 6. Ce sont ces systèmes que nous allons 
étudier.

Observons qu’à une courbe C arbitraire de F correspond 
sur d> une courbe T* de genre effectif 6 tt — 5 ; sur la 
courbe C se trouvent 30 tt — 30 couples de points faisant 
partie d’un même groupe de I6; par suite, la courbe r* 
possède 30 — 30 points doubles (en des points simples 
de <I>) et cette courbe appartient donc comme courbe totale



à un système linéaire complet |T*| de genre 36 n — 35 et 
de degré 72 n — 72.

Faisons varier la courbe G dans le système |C| sur F 
d’une manière continue, de façon à ce qu’elle vienne 
coïncider avec une courbe C23. La courbe F* varie d’une 
manière continue dans |T*| sur d> et vient coïncider avec 
la courbe 6 T correspondante. Il en résulte que l’on a

I r*|= 16F|.
Faisons maintenant varier la courbe C dans |C| d’une 

manière continue en l’amenant à coïncider avec une 
courbe C14. La courbe T* correspondante vient cette fois 
coïncider avec une courbe 6 augmentée des compo
santes des points de diramation de d> commun à toutes les 
courbes

On conclut de ceci que les courbes 6 r41, 6112, 6 r13, 
6 r21, 6 r23 appartiennent, mais non comme courbes 
totales, an système linéaire |6T|.

6. — Un point double conique d’une surface algébrique 
équivaut, au point de vue des transformations biration- 
nelles, à une courbe rationnelle de degré — 2. Nous 
désignerons par dlt d2 les courbes équivalentes aux points 
doubles coniques DJ, DJ de d>.

Un point double biplanaire équivaut à l’ensemble de 
deux courbes rationnelles de degré — 2, ayant un point 
commun. Nous désignerons par bn, bl2 les courbes ration
nelles équivalentes au point double biplanaire BJ de d>, 
par 621, b22 celles qui sont équivalentes au point BJ.

Envisageons maintenant le point AJ. Projetons la sur
face <ï\ à partir de AJ, sur un hyperplan de l’espace Su 
ne contenant pas AJ. Dans cet hyperplan Sn-1,
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nous



obtenons une surface <b', d’ordre — 4. Aux points 
infiniment voisins de AJ, situés sur les plans tangents à 
la surface <b en AJ, correspondent les points de deux 
droites coplanaires tracées sur <b' ; désignons ces droites 
par a11,a12. Ce sont des courbes rationnelles de degré —2. 
Le point intersection de ces droites est un point double AJ' 
qui correspond au point double infiniment voisin de AJ 
sur <b. Au point double conique infiniment voisin successif 
de <î> correspond un point double conique de <f>', infini
ment voisin de AJ'. Le point AJ' est, par suite, biplanaire 
et les plans tangents à <b' en AJ' contiennent l’un la 
droite ali, l’autre la droite a12, ou bien l’un de ces plans 
tangents contient les deux droites.

Projetons la surface «b' à partir de AJ' sur un espace 
linéaire Sx_2 à n — 2 dimensions, ne passant pas par AJ'. 
Nous obtenons une surface <b'', d’ordre 2 it — 6. Aux 
points de <b', infiniment voisins de AJ', correspondent les 
points de deux droites aj, aj, de degré — 2, tracées 
sur <b". Aux droites au, a12 correspondent des points 
doubles coniques de la surface <ï>". Deux cas peuvent se 
présenter : l’un de ces points se trouve sur la droite ajj, 
l’autre sur la droite aj2, ou bien les deux points se trouvent 
sur une des droites a'n, aj2, par exemple sur a’n. Au point 
double conique, infiniment voisin de AJ' sur <b', correspond 
un point double conique de «b” situé à l’intersection des 
droites a'n, aj2 ; ce point double est équivalent à une courbe 
rationnelle de degré —2, que nous désignerons par al, 
et qui a un point commun avec chacune des droites ojj, 
aj2, mais qui ne rencontre ni au, ni a12.

Le point AJ est donc équivalent à un ensemble de cinq 
courbes rationnelles ailt a12, a'n, aj2, ait de degré — 2.

Désignons par T' les sections de <b par les hyperplans 
passant par AJ. Les courbes f' correspondent donc aux



sections hyperplanes de la surface <ï>' ; elles seront liées 
aux courbes T par une relation fonctionnelle de la forme 
(Xx, X2, X étant des entiers positifs ou nuis)

= 1 ---  dy — X^û^ XjÆ^ X(ï4.

Supposons que les droites ail, a12 de la surface <I>' 
appartiennent toutes deux à un des plans tangents à cette 
surface en A[\ Cela revient à supposer que les courbes 
au, ai2 rencontrent toutes deux en un point une des 
courbes a'n, a[<,, par exemple a’n, mais ne rencontrent pas 
l’autre. Observons que la courbe at rencontre a'u, a[2 
chacune en un point, mais ne rencontre pas an, a12. Les 
courbes F' rencontrent au, a12 chacune en un point, mais 
ne rencontrent pas, en général, ajx, a[2 ni al. En expri
mant ces conditions, on trouve que Xx, X2, X doivent 
satisfaire aux équations

Aj = i, 2 Xt — X = 2, 2 X2 — X == 0, Xx —X2 — 2 X = 0.

Ces équations sont incompatibles; donc il faut néces
sairement que l’une des courbes au, a12 rencontre une 
seule des courbes a'u, a[2\ nous supposerons que an 
rencontre a'n (en un point) et que «12 rencontre a[2. Si 
nous désignons alors par T", T"' les sections hyperplanes 
de 4> qui correspondent respectivement aux sections hyper
planes de <f>" et à celles de ces sections faites par des 
hyperplans passant par A"', nous avons

r s F -J- a{l 4- aJ2 4- ojj + 
r = T'1 4- au -j- Oj2 4~ 2(/41 4- 4- 2fl4,
T = F"' -f- au -j- aJ2 4~ 2«4i -f- 2a12 4~ 3flj.

Le point A2 est de même équivalent à cinq courbes 
rationnelles a2i, a22, a'21, a22, a2, de degré — 2, formant 
une configuration analogue.
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7. - Nous allons actuellement étudier la surface lF,
image de 1 involution I2 engendrée sur F par T3.

Comme nous l’avons vu plus haut, en rapportant pro- 
jectivement les hyperplans de l’espace S6._5 passant par 

espace S®_4 aux hyperplans d’un espace linéaire S3jr_2 
a 3 TT —2 dimensions, la surface F se transforme en un
modèle projectif de la surface 'F, d’ordre 6 tz_6 à
sections hyperplanes de genre 3 * _ 2. Nous désignerons 
par C' ces sections hyperplanes.

Aux points A1; A2, Dllf D12,..„ D23, unis pour l’invo- 
lution I2, correspondent, sur la surface W, des points de
diramation qui sont des points doubles coniques de cette 
surface.

La surface W contient une involution I', d’ordre trois, 
de genres un et, par suite, cyclique. Soit T, la informa
tion birationnelle de «F en elle-même génératrice de 

involution I'. La transformation T, échange entre elles 
les sections hyperplanes de W; par suite, elle est détermi
née sur cette surface par une homographie de l’espace
ambiant S3„_2, homographie que nous désignerons encore 
par 1\.

L’homographie T, possède trois axes, deux de dimen
sion TT — 2, que nous désignerons par S'™_2, S'®_„, le 
dernier de dimension n, que nous désignerons par S'®1. 
Les hyperplans de S3n_2 passant par S'«_t> S'®_2 décou
pent sur W, des courbes qui correspondent aux 
courbes C23 de la surface F et forment un système com-

au *n°yen de 'a- °" en conclut que les espaces 
S ®’_2 ne peuvent rencontrer la surface >F. Il en 

résulté que l’espace S'® rencontre W aux points unis de 
1 involution IJ. Ces points sont les deux points qui corres
pondent à Aj, A, et les deux points qui correspondent 
aux couples de points Ba, B12 et B21, B22 de F.

Godeaux.
2
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Les hypcrplans passant par S112L2> découpent sui U1 
des courbes C21 qui correspondent aux courbes C21 de F, et 
les hyperplans passant par S;(ii2, SJ? découpent sur ¥ des 
courbes C22 correspondant aux courbes U22 de b .

Désignons par P le point de lP qui correspond au 
point Ai de F; par ^ le cône tangent (irréductible) en ce 
point à la surface ¥; par S3 l’espace linéaire à trois 
dimensions déterminé par ce cône. On sait que les géné
ratrices du cône <\> correspondent biunivoquement aux 
tangentes à la surface F en Aj ; par suite, ces généiatiices 
sont échangées entre elles par l’bomograpbie lt. Aux 
tangentes tn, tiZ à F en Alt qui sont unies pour T, 
correspondent deux génératrices pu p2 du cône tp, unies 
pour l’hoinographie IV

L’espace S3 est transformé en lui-même par 1\ et cette 
homographie détermine, dans cet espace, une homo
graphie de période trois que nous désignerons par T^. 
Les plans tangents au cône respectivement le
long des génératrices px, p2, sont unis pour lu; ü en est 
de même du plan c déterminé par p{, p.2.

Les courbes Clt passant par Aj ont en ce point un point 
double à tangentes fixes tn, t12; par suite, les courbes C'n 
passant par P y ont un point double avec, comme tan
gentes, les droites Pi, p2. Il en résulte que ces droites 
Pi, p2 rencontrent chacune l’un ou l’autre des espaces 
S;<”2, s;<212. Supposons que p1( p2 rencontrent toutes 
deux l’espace S;% par exemple. La droite p' com
mune à o et à cet espace est un axe de l’homogra
phie Tu. D’autre part, la droite p commune aux 
plans oj, ®2 est unie pour Tu et tout plan passant par 
cette droite rencontrant p en un point uni est uni. Un tel 
plan doit rencontrer le cône uni suivant trois droites 
qui se correspondent par TV, ce qui est absurde, puisque 
le cône est du second ordre. U en résulte que la droite
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p± rencontre un des espaces S^2, S^i2, par exemple le 
premier, la droite p2 rencontrant le second. Nous 
désignons par le point d’appui de pl sur S^"2, par P2 
celui de p2 sur S^2.

Cela étant, la droite p commune aux plans nf, n2 est 
nécessairement un axe de l’iiomographie Tlt; cette droite 
appartient, par suite, tout entière à l’espace S^!3). Dans 
l’espace S3, l’homographie Tu est une homographie 
axiale hyperbolique, d’axe p et de points unis Pt, P2.

Projetons la surface lF du point P sur un espace 
linéaire S37C _3, à 3 n — 3 dimensions, ne passant pas par 
P. Nous obtenons ainsi une surface W, normale, d’ordre 
6 7T — 8, dont les sections hyperplanes, que nous désigne
rons par C", ont le genre 3tt — 3. A l’homographie 
correspond une homographie T2 de S3ît_3, car échange 
entre elles les sections de *F par des hyperplans passant 
par P, L’homographie T2 change la surface ¥' en elle- 
même. L’homographie T2 possède comme axes trois 
espaces S"“2, S"^2, respectivement projections des
axes S;«„ S?_„ S',3> de T,.

Au domaine du point P, sur la surface 'F, correspond, 
sur la surface ’F1, une conique <{/ intersection du cône ^ et 
de l’espace S3JC_3 sur lequel se fait la projection. Cette 
conique <\i’ est transformée en elle-même par ï2. Aux 
points PJ; P2 correspondent des points PJ, P2 de <|/ situés, 
le premier sur l’espace S""’,,, le second sur l’espace

Les sections hyperplanes de *F' par les hyperplans 
passant par les espaces S”^’2, Sx'®2 sont des courbes C2g, 
projections des courbes C23 passant par P. Ces courbes 
passent par P,, P2.

Les hyperplans de S37ti3, contenant le plan de la 
conique <]/, découpent sur la surface 'F' des courbes 
C11 — <{/ rencontrant en quatre points la conique y. En



particulier, les courbes C^, contenant un point de <J/ 
distinct de PJ, PJ, contiennent cette conique comme partie, 
et les parties restantes, — <]>', rencontrent <j/ en quatre 
points. Comme les courbes — <|/ et 4/ sont trans
formées en elles-mêmes par T?, ces quatre points 
tombent nécessairement en PJ, Pg, qui sont, par suite, 
des points doubles pour les courbes CJJ — <j/. Ces courbes 
correspondent aux courbes de F ayant en Al un point 
quadruple et deux points doubles infiniment voisins sur 
tlj, t12; elles correspondent, d’autre part, aux courbes F" 
de la surface <b.

Les courbes C" — 2t]/ sont découpées, sur 1F', par les 
hyperplans touchant cette surface le long de la conique <]/. 
Ces courbes rencontrent la conique (]/ en six points. En 
particulier, les courbes C^ — 2 <}/ rencontrent <]/ en six 
points formant deux groupes de l’involution d’ordre trois 
qui correspond sur à l’involution IJ de lF. Les courbes 
CJJ— 2^' correspondent aux courbes C23 de F ayant 
en A2 un point sextuple à tangentes variables, et aux 
courbes F'" découpées sur <t> par les hyperplans contenant 
les trois points doubles infiniment voisins successifs com
posant la singularité de cette surface en AJ. Les courbes T" 
rencontrent la courbe rationnelle a1 de <J> en deux points, 
mais ne rencontrent pas les courbes an, a'n, a'n. On 
en conclut que les points de at représentent les groupes 
de l’involution projection de IJ sur lF', appartenant à la 
conique <J/. Par suite, les points de ai représentent les 
groupes de l’involution I6 de F, formés de trois points 
infiniment voisins de A,, comptés chacun deux fois.

8. — On peut obtenir une seconde surface Wj, image 
de l’involution I2, de la manière suivante : Les hyperplans 
passant par l’espace de S„_5 découpent, sur la
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surface F, des courbes formant un système linéaire 
00 *• coraposé au moyen de l’involution I,. Par con
sequent, si l’on rapporte projectivement ces hyperplans
aux hyperplans d un espace linéaire S3,_ t à 3n_4
dimensions, la surface F se transforme en "une surface Wi 
image de l’involution I2. La surface 'F1 est de genres un 
et birationnellement équivalente à la surface W. Aux points 
unis de I2 correspondent des droites de la surface »FX ; 
en particulier, au point At correspond une droite dont les 
points représentent les points infiniment voisins de A, 
sur f. Cette droite correspond point par point à la
conique f de la surlace 'T et nous la désignerons égale
ment par y.

La surface <F4 contient une involution cyclique d’ordre 
trois dont les groupes sont formés par les points de cette 
surface, qui correspondent aux points des groupes de I'. 
Soit IJ la transformation birationnelle de *F4 en elle- 
même, génératrice de cette involution. Comme TJ échange 
entre elles les sections hyperplanes de «Fj, elle est déter
minée par une homographie de l’espace ambiant S37t_4, 
homographie que nous désignerons encore par TJ.

L homographie IJ possède trois axes de même dimen
sion n — 2 ; les hyperplans passant par deux de ces axes 
découpent, sur <F1; les courbes qui correspondent respec
tivement aux courbes C1|f C12, C13 de la surface F. 
Désignons ces axes respectivement par SJJ1 2, §Tra S,3) 
Chaque point uni de l’involution engendrée par TJ appar
tient à l’un de ces axes.

Les hyperplans passant par SJ?>_2, 5«_t découpent, 
sur «Fj, des courbes transformées en elles-mêmes par TJ 
et correspondant, pour fixer les idées, aux courbes Ca 
de b. Désignons ces courbes par CJa Comme les courbes 
Ca passent par A„ A2, Ba, B12, B21, B22, les axes de TJ

Godeaux.
2.



( 24 )

considérés contiendront quatre des points unis de 1 invo
lution engendrée par cette homographie (à chacun des 
couples Bjj, B12 et B21, B22 ne correspond qu’un des 
points unis en question).

Nous supposons que les hyperplans passant par 
SSJU S™.., découpent, sur les courbes CJ2 corres
pondant aux courbes C12 de F. Alors, les hyperplans 
passant par S"’_2, S«’_2 découpent sur W, les courbes C(3 
correspondant aux courbes C13 de F.

La droite «J/ est transformée en elle-même par rl( et 
possède deux points invariants pour cette homographie. 
Nous désignerons ces points par P(, P2; ils correspondent 
aux points de même nom de la surface *F'. Ce sont des 
points unis de l’involution engendrée par TJ.

Les courbes Cjj passent par Aj en y ayant comme 
tangente tlt, et les courbes CJt passent par le même point 
en y ayant comme tangente tn. Enfin, les hyperplans 
découpant sur F les courbes C13 contiennent le plan a, 
tangent à F en A, ; par suite, les courbes C13 ont un point 
double (au moins) en A2. De tout ceci résulte que le 
point PJ appartient à le point P; à S?_t; enfin les
points de correspondent aux couples Bllt B12 et B21, 
B22, appartiennent à S®_2. On verrait de même que la 
droite de Wj correspondant au point A2 s’appuie sur S“l2, 
S*_2, en des points qui correspondent respectivement aux 
points de F infiniment voisins de A2 sur tu, f22 respec
tivement.

Observons que les hyperplans passant par S^î_s, ^_2 
contiennent la droite (et de même la droite qui corres
pond à A2) ; les intersections restantes de ces hyperplans 
avec sont les courbes CJ3. Ces courbes rencontrent <];| en 
deux points qui ne peuvent être que P( et P2, puisque



et les courbes CJ3 sont transformées elles-mêmes par T'. 
Les courbes C13 ont donc pour tangentes en A,, sur F, 
les droites tu, tit.
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9. — Nous allons passer à l’étude de la surface ©. 
image de l’involution I3 de F.

Les hyperplans passant par les espaces S™_3, S®_ 
découpent, sur F, des courbes formant un système 
linéaire composé au moyen de l’involution I3; par suite, 
en rapportant projectivement ces hyperplans aux hyper- 
plans d’un espace linéaire à 2* — \ dimensions, la 
surface F se transforme en une surface 0, image de I3, 
d’ordre 4tt — 4, à sections hyperplanes de genre — 1. 
Nous désignerons ces sections hyperplanes par G. Aux 
groupes de 1 involution I6 correspondent, sur la surface 0, 
les groupes d’une involution i; dont <ï> est l’image. Dési
gnons par t la transformation birationnelle de 0 en elle- 
même, génératrice de I2. Comme t échange entre elles les 
sections hyperplanes G de 0, cette transformation est 
déterminée par une homographie involutive, que nous 
désignerons toujours par t, de l’espace ambiant S27r_,.

L involution I3 possède, sur F, six points unis a/, A2, 
Bu, B12, B21, B22. A ces points correspondent, sur 0, 
six points doubles biplanaires ordinaires.

Aux courbes C13, C23 de F correspondent, sur 0, des 
sections hyperplanes que nous désignerons respectivement 
par G13, G23. Les systèmes |C13|, |C23| étant composés au 
moyen de I6, les systèmes |G13|, |G23j sont composés au 
moyen de l’involution I'. Comme les systèmes |C13|, |C231 
ont respectivement les dimensions iz — 2, et «, les axes 
de l’homographie t sont des espaces S"’_2, S* de dimen
sions respectives tc — 2, u. Les hyperplans de l’espace S2^_£ 
passant par S«L* découpent, sur 0, les courbes G23. Comme
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le système |C23| de F est dépourvu de points-base, il en 
est de même de |G23| et l’espace S«U ne rencontre pas 0. 
Par suite, l’espace S® rencontre 0 aux points unis de IJ, 
et les courbes G13 sont découpées, sur la surface, par les 
hyperplans passant par S®. Les points unis de IJ sont 
ceux qui correspondent à Alf A2 et aux ternes de points Du,
Dlt, D13 et Dfl, D23, D23 de F.

Désignons par R le point uni de I2 qui correspond 
à Aj. Ce point est double biplanaire ordinaire pour 0 ; 
soient plf p2 les plans tangents à cette surface en ce point, 
r la droite commune à ces plans, Ej 1 espace linéaire 
à trois dimensions contenant les plans p±, p2.

D’après l’étude des involutions du troisième ordre, on 
sait que les points du plan p1; infiniment voisins de R, 
correspondent à un des points de F infiniment voisins 
de Aj sur tn, tu, par exemple sur ti±. Les points du 
plan p2, infiniment voisins de R, correspondent au point 
de F infiniment voisin de At sur t2. Enfin, les groupes 
de I3, formés de points de F infiniment voisins de At, ont 
pour correspondant le point infiniment voisin de R sur la 
droite r. Il résulte de ceci que les plans p2, p2 sont trans
formés chacun en lui-même par t et que, par suite, 
l’espace £j est transformé en lui-même par x.

Considérons les courbes G23 passant par R et désignons- 
les par G23. Ces courbes correspondent aux courbes C23 
passant par A2 et ayant en ce point un point double à 
tangentes fixes îtl, tit. Par suite, ces courbes G23 corres
pondent aux courbes rf de <b, sections de cette surface par 
les hyperplans passant par le point AJ. Les courbes G23 
ont un point au moins double en R. Si 1 on applique la 
formule de Zeutlien à la correspondance (I, 3) entre une 
courbe G23 et son homologue C23, on trouve que les
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courbes G23 ont le genre 2™ — 2. Comme les courbes G23 
ont en général le genre 2* — 1, on voit que les courbes G23 
ont exactement un point double en R. Ces courbes sont, 
d’autre part, tangentes en ce point aux plans Pl, p2. Les 
courbes T de $ ont le degré 2ti — 4; donc les courbes G23 
ont le degré 4k — 8. Comme les courbes G23 ont en 
général le degré 4ti — 4, la singularité des courbes G23 
en R absorbe quatre intersections. Il faut donc que les 
courbes G23 aient des tangentes fixes (dans Pl et p2) au 
point R. Désignons ces tangentes par rx (dans Pl) et. r2 
(dans pj). Les droites rit r2 sont distinctes de r, car d’après 
les propriétés des involutions du troisième ordre, aux 
sections de 0 par des hyperplans contenant r correspon
dent sur F des courbes ayant un point triple à tangentes 
variables en A4.

Les hyperplans de Stx_4 passant par l’axe S<"_t de 
1 homographie t et par le point R découpent sur 0 les 
courbes G23. Ces hyperplans sont en nombre oo'-'et ont, 
par suite, en commun un espace linéaire à it — i dimen
sions. Ce dernier contient l’axe SSL* et les droites rit r2; 
il en résulte que ces droites s’appuient sur l’axe Sf_’ 
en des points que nous désignerons respectivement 
par Rlt R2.

L’homographie x détermine, dans l’espace £3, une 
homographie involutive avant comme axe la droite R4 R2 ; 
cette homographie est donc biaxiale. Le second axe est 
nécessairement la droite r commune aux plans unis p4, p2. 
Cette droite r appartient donc au second axe S® de l’homo
graphie x.

Projetons la surface 0 du point R sur un espace 
linéaire S2I_2 à 2tt 2 dimensions, ne passant pas par R. 
Nous obtenons dans cet espace une surface 0' d’ordre
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4tc— 6, à sections hyperplanes de genre 2it — 2. 
Désignons par G' ces sections hyperplanes, par G23 les 
projections des courbes G23, par S^2 la projection de 
l’espace S“_#, par S;*, celle de S®. Les hyperplans 
de SM_2 découpant sur H' les courbes G23 passent par S^. 
A l’homographie x correspond une homographie x' 
de S2Jt_2 ayant comme axes les espaces S*® , S„®.

Aux points infiniment voisins de R sur 0 correspondent 
les droites r[, r2 intersections des plans plt p2 avec 
l’espace S«_2 sur lequel se fait la projection. Ces droites 
rencontrent l’axe S^2 en des points Rj, R2 projections 
des points Rlf R2; elles se rencontrent en un point R' 
intersection de la droite r avec l’espace S^_2, et ce point R' 
appartient à l’espace Les droites r[, r2 sont trans
formées en elles-mêmes par l’homographie x', et sur 
chacune de ces droites on a ainsi une involution d’ordre 
deux; les points R', Rj, R, sont les points unis de ces 
involutions.

Les courbes G23 passent par les points Rlt R2- Comme 
nous l’avons vu, ces courbes correspondent aux courbes F' 
de d>. Les courbes r' rencontrent en un point chacune des 
courbes rationnelles an, a12 de d>. Il en résulte que les 
points de l’une de ces courbes, par exemple de alt, corres
pondent aux points de la surface ©', infiniment voisins 
de Rj, et que les points de ai2 correspondent aux points 
de ©', infiniment voisins de R2.

Aux courbes C23 de F ayant en At la multiplicité quatre 
et deux points doubles infiniment voisins sur tii, tlt, 
correspondent les courbes G23 découpées sur 0' par les 
hyperplans contenant les droites r[, r2. Ces courbes 
rencontrent chacune des droites en deux points conjugués 
par rapport à l’homographie x'. A ces courbes corres
pondent, sur d*, les courbes fn sections de cette sulfate
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par les hyperplans passant par AJ et par le premier point 
double infiniment voisin qui lui succède. Les courbes r" 
rencontrent en un point chacune des courbes ration
nelles a'n, aj2 de d>. II en résulte que les points de a'u 
représentent les couples de points de rj conjugués par 
rapport à t' et les points de aj2, les couples de points 
analogues situées sur r'2.

Nous avons rappelé qu’aux groupes de I3 formés de 
trois points de F infiniment voisins de A, correspondait le 
point de la droite r, infiniment voisin de R. Par suite, 
à ces groupes de trois points correspondent, sur la 
surface ©', les points de cette surface infiniment voisins 
de R'. Il en résulte qu’aux courbes C23 de F ayant en A^ 
un point sextuple à tangentes variables, correspondent 
sur 0' des courbes GJ3 ayant en R' un point double 
tangentes variables. A ces courbes correspondent, sur la 
surface d>, les courbes F,n sections de cette surface par les 
hyperplans passant par AJ et par les deux points doubles 
infiniment voisins successifs de ce point. Ces courbes r'" 
rencontrent la courbe al en deux points et, par suite, les 
points de la courbe correspondent aux points de la 
surface 0', infiniment voisins de R'.

10. — Les hyperplans passant par les espaces SJJJ_3, 
SOT_j découpent, sur I, les courbes d’un système linéaire 
composé au moyen de l’involution I3. Par suite, en 
rapportant projectivement ces hyperplans aux hyperplans 
d’un espace linéaire SOT_3 à — 3 dimensions, il corres
pond à la surface F une surface 0,, d’ordre — 8, à 
sections hyperplanes de genre 2tt — 3, image de l’invo
lution I3 et, par suite, birationnellement identique à la 
surface 0. Nous désignerons par les sections hyper
planes de 0j, par GJ les sections hyperplanes correspon



dant aux courbes Cu de F, p^r G(' celles qui corres
pondent aux courbes C21.

La surface est changée en elle-même par une trans
formation birationnelle involutive xd génératrice de l’invo- 
lution Ig' d’ordre deux dont les groupes correspondent aux 
groupes de I6 et dont d» est l’image. La transformation x4 
échange entre elles les sections hyperplanes Gt de 04 ; 
donc c’est une homographie de l’espace ambiant SOT_3. 
L’homographie xt change en elles-mêmes les courbes G( 
et G"; donc les axes de cette homographie sont deux 
espaces S*!1’ et S*®, à tt — 2 dimensions.

Aux six points unis A15 A2, , B12, B21, B22 de revo
lution I, sur F correspondent six droites deux à deux 
gauches de 1a surface 0j. Les droites qui correspondent 
à Aj, A2 sont transformées en elles-mêmes par xt ; 1a 
droite qui correspond à Bjj (ou à B22) est transformée 
par Xj en ta droite qui correspond à B12 (ou à B22). Les 
quatre dernières droites ne rencontrent donc pas les axes 
de l’homographie x.

Désignons par q ta droite qui correspond au point At 
et observons que les sections de F par les hyperplans 
passant par S®_3, S®_3 sont tangentes en Ai à ta droite <12. 
Les points de la droite q correspondent donc au point 
de <12 infiniment voisin de A1( c’est-à-dire aux points du 
plan p2 infiniment voisins de B sur 1a surface 0, c’est- 
à-dire encore aux points de 1a droite r2 sur ta surface 0'. 
Il en résulte que l’homographie x4 détermine une involu
tion sur 1a droite q et que, par suite, cette droite s’appuie 
sur les deux axes de x4.

De 1a théorie des involutions cubiques (*), il résulte

( 30 )

(*) La propriété dont il va être question n’est pas établie dans nos travaux 
antérieurs; pour ne pas alourdir notre exposé, nous n’en donnerons la 
démonstration qu’à la fin de ce mémoire.
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que les sections de F par les hyperplans passant par les 
espaces S^_3, S®_4, et par la droite ti±, ont en Aj un 
point double auquel est infiniment voisin, sur la droite tn, 
un second point double. A ces courbes correspondent, 
sur 0j, les courbes G4 passant par un point de la droite q 
qui est double conique pour la surface 0j. Parmi les 
sections de F envisagées se trouvent les courbes C21 ; par 
suite, les courbes G|' passent par le point double conique 
en question, point que nous désignerons par Qt. Or, les 
courbes G" sont découpées, sur 01( par les hyperplans 
passant par l’un des axes de x4, par exemple par S^2;. Le 
point Q appartient donc à cet espace.

Le cône y tangent à la surface 8j au point Qj contient 
la droite q. Le point de cette droite infiniment voisin 
de Qj correspond aux groupes de I3 formés de points 
de F, infiniment voisins de Aj ; ce point correspond donc 
aux points de 0', infiniment voisins de R'. Les points du 
cône y infiniment voisins de Qj correspondent au point 
de <jj infiniment voisin de Aj et, par suite, aux points de 
la droite r[ de la surface 0'. Le cône y est donc tranformé 
en lui-même par ; l’une des génératrices unies du cône 
est la droite q; l’autre est une droite q' telle que le point 
infiniment voisin de Qd sur cette droite corresponde au 
point RJ de la surface 0'.

Sur la droite q se trouve un second point uni Q2, 
appartenant à Sî®, qui correspond au point R» de la 
surface 0'.

On a des résultats analogues pour la droite de la sur
face 0j qui correspond au point A2.

Observons encore que les courbes Cjj passent par les 
points Djj, D1S, D13, D21, D22, D23. Les courbes corres
pondantes GJ sont découpées, sur 0j, par les hyperplans 
passant par Sxi2. Il en résulte que cet espace contient les
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points unis de l’involution I2' qui correspondent aux ternes 
de points Dtl, D12, D13 et D21, D22, D23.

En rapportant projectivement aux hyperplans d’un 
espace linéaire S2Jt_3 à 2k — 3 dimensions les hyperplans 
de S6Jt_5 passant par S^_3, S®_,, on obtiendrait une sur
face 02, image de l’involution I3, birationnellement iden
tique aux surfaces 0, ©! et possédant des propriétés 
analogues à cette dernière surface.

11. — Nous sommes maintenant en mesure d’étudier 
les courbes F11; ri2, rj3, r21, r22 de la surface <I>. Nous 
commencerons par les courbes rH.

Les courbes sont découpées, sur F, par les hyper
plans passant par les espaces S®_2, et S™2; ces 
courbes passent, par suite, par tous les points unis de 
l’involution I6. Les courbes passeront donc, par suite, 
par tous les points de diramation de d>.

Les hyperplans des courbes Cu passent par chacun des 
points D11( D12, D13, D21, D22, D23, mais sans contenir les 
plans tangents à la surface F en ces points. Les courbes Cn 
passent donc simplement par les points en question et y 
ont une tangente variable. Il en résulte que les courbes 
r,j rencontrent chacune des courbes dt, d2 de la surface 
en un point.

Les hyperplans des courbes Clt passent par les points 
Ba, B12, B21, B22 sans contenir les plans tangents à F en 
ces points. Les hyperplans en question rencontrent le 
plan (3,, langent à F en B^, par exemple, suivant la droite 
de ce plan qui rencontre l’espace S^_3. Cette droite est 
unie pour T* et les courbes Ctl lui sont tangentes en BH. 
De même, les courbes touchent en B12, B21, B22 
respectivement les tangentes à F en ces points qui 
s’appuient sur Les courbes ri4 rencontrent donc en
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un point l’une des courbes bi2, bi2, par exemple bi2, et 
l’une des courbes b21, b22, par exemple b22, sans rencon
trer les autres courbes blit b21.

Enfin, les hyperplans des courbes C14 passent par les 
tangentes ti2, t22 à F en Alt A2, sans contenir les plans 
tangents à cette surface en ces points. Aux courbes C14 
correspondent, sur la surface @lt les courbes GJ découpées 
sur cette surface par les hyperplans passant par Si.®, axe 
de l’homographie t4. Les courbes GJ passent donc simple
ment par le point Q2 et par le point analogue sur la 
droite qui correspond, sur ©j, au point A2. Nous avons 
vu qu’au point Q2 correspond le point RJ, de 0' et, par 
suite, les points de la droite a41 de d>. Par suite, les 
courbes r41 rencontrent en un point la droite a12, sans 
rencontrer les autres droites alit a'u, a'l2, ax formant 
avec a12 la singularité de <I> en AJ. De même, les 
courbes rH rencontrent en un point la droite a22, sans 
rencontrer «21, a'21, a22, a2.

D’après ce qui a été vu plus haut, entre les courbes T, 
ril( nous avons une relation fonctionnelle de la forme

6 r=6 ru + x41 d\\ + x)2 ai2 + xjt <*!i + \za'a + x4 °i
+ X-21 fl21 + ^22 fl22 + ^21 ail + ^22 aïl + \ fl2

+ P'11 + Pl2 èj2 + «21^21 + P«è8 + Vjdj -f- v2d2,

les X, p, v étant des entiers qui seront déterminés en 
exprimant les rencontres des courbes r41 avec les courbes 
au> aiî> •••> d2.

En exprimant que les courbes rencontrent a12 en 
un point sans rencontrer ati a'n a'u, a±, on trouve

— 2X41 -f- X^ = 0, 6 — 2XK -f- XJ» — 0,

^ii + Xt = 0, X12 — 2Xe -j~ X* = 0, X41 + X^ — 2Xt = 0.
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Il en résulte )Ml = I, X12 == S, «= 2, XJ2 = 4, 
Xd = 3. En opérant de même pour les autres courbes, on 
trouve

6 T = b ru + au + 5ac -{- 2a14 + 4a12 -p 3 a{ -)- a21 j

+ 5azi + + 4<i22 -P 3a2 + 2èa 4612 / (I)
~P 2 b2l -p 4 è22 -)- 3 d4 -)- 3 d2.

Les courbes C^, Cj2 de F jouent un rôle symétrique 
par rapport aux points unis de l’involution I6; par suite, 
les courbes ru, ri2 de <ï> jouent un rôle symétrique par 
rapport aux points de diramation de cette dernière surface 
et l’on a

6 F = 6 1 i2 + 5 o41 -p aJ2 -p ^ au “F 2 o12 ~p 3 Oj -p o21 j
+ a»2 + 4o21 + 2aæ -p 3a2 -p Abu -p 2/»^ j (II) 
d- 4 è21 -p 2 -p 3 d4 -p 3d2.

De la comparaison entre les formules (I) et (II), on 
déduit

6 rit -p iaa + 2% + 40^ + 20.3 + 2^4- 2ès 

52 6 I a d~ 4a!! + 2a)t -f- 4a2, -p 2a21 -p 2èu -p 2bu\

d’oii, puisque la division sur une surface de genres un est 
une opération biunivoque (*),

3 Ftl -|- 2 al2 -p a12 + 20^ -p a22 + ba -p b&
— 3 ri2 -p 2an au -p 2a2i -p «21 -p bu -p b2l.

Cette relation s’explique par le fait que les courbes qui 
correspondent sur la surface Wj aux courbes rH, T12 
font partie d’un même système linéaire.

(*) Severi. La base minima pour la totalité des courbes tracées sur une 
surface algébrique (Annules de l’Ecole Normale supérieure, 1908.)



Des formules (I) et (II) on déduit encore la relation 
fonctionnelle

2 r = r41 4- 4- an + <*12 + ®u + ai2 + ai + ati + ^22 + ou
+ fl22 + a2 + + ba 4- è214- bs2 4- di + d2.

Il résulte de cette relation que le système |rH —|— rie | 
est découpé sur la surface d> par les hyperquadriques 
passant par les six points de diramation de la surface.

12. — Passons à l’étude des courbes r21.
Les courbes C21 sont découpées, sur la surface F, par 

les hyperplans passant par les espaces Sjfi2, S®’;
par suite, ces courbes passent par les points A4, A2, Btl, 
B12, B21, B22, mais ne passent pas, en général, par les 
points Dn, D12, ..., D23.

Les hyperplans des courbes C21 ne contiennent pas le 
plan tangent (3U à F en Btl ; ils rencontrent ce plan 
suivant une droite fixe, la tangente à F en Ba s’appuyant 
sur l’espace S®„_3. Les courbes C21 touchent donc cette 
droite en Blt. De même, les courbes C21 touchent en B12, 
B21, B22 respectivement les tangentes en ces points à la 
surface F s’appuyant sur l’espace Il en résulte que
les courbes l'21 de <f> rencontrent en un point chacune 
des courbes bi2, b22, mais ne rencontrent pas les 
courbes bit, b2i.

Aux courbes C21 de F correspondent, sur la surface @4, 
les courbes G" découpées par les hyperplans de l’espace 
ambiant S2JC_3 passant par l’axe de l’homographie t4. 
Ces courbes G(' ont un point double en Q4 avec, pour 
tangentes en ce point, deux génératrices du cône y. Il en 
résulte qu’aux courbes C21 de F correspondent, sur la 
surface 0', des courbes G21 (qui ne sont pas des sections 
hyperplanes de la surface) rencontrant en deux points

( 35 )
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(variables) la droite r[. Comme les courbes G'21 et la 
droite r[ sont transformées en elles-mêmes par r', les 
points d'appui des courbes G21 sur r[ sont conjugués par 
rapport à t\ Il en résulte que les courbes 1 21 rencontrent 
en un point la courbe ajt sur d>, mais ne rencontrent pas 
les courbes an, ai2, a'12, a,. De même, les courbes T21 
rencontrent en un point la courbe a21, mais ne rencontrent 
pas les courbes a21, a22. a'2f>, a2.

On en déduit la relation fonctionnelle

6 T = 6 r21 + 4a41 -j- 2aJ2 -(- 80^ + 4a{2 + ftdi + 4a21 -f- 2aa 
4* 6a2 + 2-)- 4èi2 4- 2b2i 4"

par suite, puisque la division sur <t> est univoque,

3 T = 3 r21 4" 2 uil 4~ a12 4" 4 4~ 2 4~ 3 oi 4- 2 a21 4~
4~ 4a12 -j- 2a® 4- 3a2 4~ bu 4~ 24- b2i 4~ 2^22-

Le fait que les courbes 3r21 sont des courbes partielles 
du système 13T| provient de ce que, sur la surface 'L, aux 
courbes T et r21 correspondent des courbes d’un même 
système linéaire et précisément des sections hyperplanes 
de la surface.

Les courbes C21, C22 jouent, sur F, des rôles symé
triques par rapport aux points unis de I6; par suite, il en 
est de même des courbes T21, T22 vis-à-vis des points de 
diramation de d>. On a donc

3 F = 3 I œ au 4~ 2 al2 2 au 4- 4 a12 4- 3 a, 4- a21 4- 2
4" 2a21 4~ 4aK 4- 3a2 4- 2èu 4- bl2 4- ^b.^ 4- ba

ltes relations (III) et (IY), on déduit

2 T = r21 + 1^2 4~ au 4~ <*i2 4- 2aH 4- 20^ 4- 2 a{ 4- a21 4- a22
4~ 2*4 4- 2aj2 4“ 2a2 4- ^11 4- bl2 4- b2l 4- b

Par suite, les courbes r21 -)- F22 sont découpées sur q>
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par les hyperquadriques passant par les points A(, Ai, B[, 
B2 et par les points doubles inliniment voisins de AJ, A2 
dans les domaines du premier ordre de ces points.

La comparaison des relations (I) et (III) donne

2 rtl a12 + 022 + dj + dt = 2 T21 -|- au 4- 2 a,, -(- a4 
4" #21 + 4" #!•

Cette nouvelle relation s’explique par le fait qu’aux 
courbes Fu, F21 correspondent, sur la surface @lt des 
courbes GJ, G” appartenant à un même système linéaire.

On a de même

2 r12 + #u + #21 + di + ^2 = 2 -f a12 + 2rti2 
4- #i 4- #22 4- 2<4 + a2.

13. — Occupons-nous enfin des courbes ri3.
Les courbes C13 sont découpées sur F par les hyper- 

plans passant par les espaces S3n_2, S™ 2 et S*!i2; par suite, 
ces courbes passent par les A1, A2, DH, D1J( B13, D21, 
I)22, D23, mais elles ne passent pas en général par les 
points Bn, B12, B21, B22. Les hyperplans en question ne 
contiennent pas les plans tangents 8U, o12, S23, à la
surface F en D11( I)12, ..., D23, mais rencontrent ces plans 
suivant des droites variables. Par suite, les courbes C23 
passent simplement par D^, D12, ..., D23, et ont en ces 
points des tangentes variables. Il en résulte que les 
courbes T13 de 4> rencontrent en un point variable chacune 
des courbes dit d2.

Les hyperplans des courbes C13 contiennent les plans tan
gents oq, a2à la surface F aux points Alt A2. Aux courbes C13 
correspondent, sur la surface ©, les courbes G13. Ces 
courbes sont découpées, sur cette surface, par les hyper
plans de l’espace ambiant S2„_4 passant par l’axe S® de 
l’homographie x. Les courbes G13 ont un point double au
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point R de 0 qui correspond à A2 ; les tangentes en ce 
point à ces courbes appartiennent aux plans p±, p2. 
Lorsqu’on projette la surface 0 du point R en la surface 
0' appartenant à l’espace S27C_2, aux courbes G13 corres
pondent les sections hyperplanes GJ3 de cette dernière 
surface, par les hyperplans passant par l’axe Sj®t de 
l’homographie t'. Par suite, les courbes GJ3 passent 
(simplement) par le point R'; les courbes G13 ont en R 
un point double de rebroussement, la tangente de 
rebroussement étant r, et enfin les courbes C13 ont en A 
un point triple à tangentes variables. Il en résulte que, 
sur <ï>, les courbes F13 rencontrent en un point la 
courbe ai (et de même la courbe a2) sans rencontrer les 
courbes an, a12, a'n, a'12, (ni les courbes a21, a22, a'21, a22).

On déduit de ce qui précède la relation fonctionnelle

2 T = 2 ri3 -p aH -f- ai2 -p 2 (a41 -p a^) + -f- a21 -p a22 j

-p 2 (o21 -p cio2) -p 3a2 -p dl -|- d2. )

D’ailleurs, les courbes G23, G13, qui, sur la surface 0, 
correspondent aux courbes F, F13, font partie d’un même 
système linéaire; par suite, les courbes 2 r13 doivent être 
des courbes du système linéaire |2 T|.

Observons que les courbes Flt, F12, T13 ont pour trans
formées, sur la surface dq, des sections hyperplanes de 
cette hypersurface. Par suite, les courbes 3 Fllf 3 F11( 
3 F13 doivent faire partie, augmentées éventuellement de 
composantes fixes, d’un même système linéaire. Effecti
vement, la comparaison entre les relations (I), (II) et (V) 
donne

3 ru -f- + 822 + èu -p 2 b& bi± -f- 2 bn = 3 I ^ -f- aw + 2 a'u

-p a'i2 + 3fli -(- au -p 2a21 -p <4, -p 3a2,
3 ri2 -f- au au -p 2 bn + -p 2 b2i -(- b.^ = 3 113 -f- al2 -p an 

-p 2aJ2 -f- 3(7) -p O22 “P au "P -p 3o2.



14. — En partant du système |F|, nous avons mon
tré l’existence sur la surface 4> de cinq systèmes linéaires 
|Fii|. , |T„| satisfaisant aux relations fonctionnelles 
(I), ... , (Y). Nous avons cependant fait sur le système 
|T | deux hypothèses, à savoir que le système est simple 
et que son genre tt a une valeur suffisamment élevée pour 
permettre la construction des surfaces «h', 4>".

Considérons, sur la surface 4>, un système |11|, de 
genre n > 2, dont la courbe générique ne passe par 
aucun point de diramation de <1\ mais par ailleurs arbi
traire.

Le système j H —|- T | est certainement simple et irré
ductible en même temps que |E|; il satisfait de plus «à 
toutes les conditions imposées au système | r j. Si 
n (n> 1) est le nombre des points communs à une courbe 
H et à une courbe T, le genre et la dimension du système 
j H -f- F| sont égaux à u-W + n-l.

L existence du système | H —(— F | sur la surface 4> 
entraîne celle de cinq systèmes linéaires satisfaisant à des 
équations fonctionnelles analogues à (1), (II), ... , (V). 
Désignons ces cinq systèmes par | (H -(-F)141, |(H-f-F)J2|,
I(H —(- F)131, |(H -I- r)21|, |(H 4- r)„|. Chacun de ces 
systèmes a la dimension égale à t: -f- n -(- n— 3. Les 
courbes d un de ces systèmes découpent, sur une courbe 
F, une série linéaire d’ordre 2 n — 2 -f- n; cette série ne 
peut être spéciale, puisque n est supérieur à un. D’après 
le théorème de Riemann-Roch, la série en question a la 
dimension tc -f n — 2. Par suite, les courbes |(J1 -f F),*| 
passant par u -)- n — 1 points d’une courbe F contiennent 
cette courbe comme partie. Il existe au moins une courbe 
du système |(H —(— F)#Jt| contenant une courbe F, car 
puisque n > 2, on a

( 39 )

TC -f TT' + Jî ---  3>7C-(-n ---  ] .
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Posons
|H«| = |(H + T)« —T|.

Le système |Hît| existe certainement; il a le degré 
2 n — 6, le genre et la dimension n — 2.

En supposant, pour fixer les idées, i = k = 1, nous 
avons

6 (T -\- H) = 6 (r + H)u + an + o a a + 2a,i -f-... +

d’où, par comparaison avec la relation

6(r + H)11==6H11 + 6I\
6 H = 6 H1( -f- flu -(- 5^12 -t- -f- ... —|— 3 .

Les courbes Hh satisfont donc à l’équation fonction
nelle (1). De même, les courbes H12, H21, H22 et H13 
satisfont respectivement aux équations fonctionnelles
(II) , (V).

En changeant de notation, nous pouvons énoncer le 
théorème suivant :

S’il existe, sur la surface d>, un système linéaire de 
courbes de genre - > 2, ne passant pas en général par les 
points de diramation de la surface, il existe cinq autres 
systèmes linéaires de courbes du même ordre et de genre 
it — 2, satisfaisant aux équations fonctionnelles (I), (II),
(III) , (VI) et (V).

15. — Il nous reste à établir la propriété des involu
tions du troisième ordre, sur laquelle nous nous sommes 
appuyé plus haut (n° 10).

Désignons par <I> une surface de genres un, d’ordre 
2 tt — 2, à sections hyperplanes Y de genre tt, de l’espace 
linéaire S* à tt dimensions, image d’une involution I3 
d’ordre trois, appartenant à une surface F de genres un. 
Nous supposons, ce qui est toujours possible, que les
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courbes Y ne passent pas, en général, par les points de 
diramation de la correspondance (1, 3) existant entre les 
surfaces et F.

Aux courbes Y correspondent, sur la surface F, des 
courbes C de genre 3u — 2, appartenant à un système 
complet |C|, de degré 6 n — 6 et de dimension 3 n — 2. 
Le système |C| contient trois systèmes linéaires partiels 
composés au moyen de l’involution I3. L’un de ces 
systèmes, |C0|, oc", contient les transformées des 
courbes F. Les deux autres, |C±[, |C2|, sont oo*-2 et il 
leur correspond, sur «F, des systèmes complets jFj|, |r2| 
de courbes d’ordre 2 - — 2 et de genre tt — 2.

Soient A1; A2, ..., A6 les points unis de I3, A[, A',
Ag les points de diramation correspondant sur <ï>. Chacun 
de ces points est double biplanaire ordinaire pour (1) et 
équivaut, au point de vue des transformations biration- 
nelles, à deux courbes rationnelles de degré — 2. Nous 
désignerons par an, ai2 les courbes équivalentes au 
point A' (i= 1,2,3, 4,5,6).

Les courbes rif P2 satisfont, comme on sait, aux rela
tions fonctionnelles

3 T = 3 r4 + 2 (au -f- azl -f- ... a0,) -f- aa -f- a», -f- ... + a®,
31 — 3 r2 au + an -f- ... + a6l -f- 2 (aa + -f- ... + aœ).

Les courbes Cj ont en A2, A2, ..., A6 des tangentes 
fixes que nous désignerons respectivement par tu,t2i,..., 
<01. Les courbes C2 ont, en ces points, des tangentes fixes, 
respectivement tl2, t22, ..., tü2, distinctes des précédentes. 
Les points de la courbe aik correspondent au point de 
la droite tik infiniment voisin de A, (i = 1,2 ; A: = 1, 
2,

Considérons les courbes

f i — Ft aa
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D’après la relation (1), nous avons 

3 F = 3 TJ -)- 2 (an + «si + ... + aei) + 4 ai2 + 022 + • ■ • + u,s.

Les courbes Fj ne rencontrent donc plus la courbe an, 
mais rencontrent en deux points la courbe a12. Aux 
courbes F[ correspondent, par suite, sur F, des courbes CJ 
ayant un point double en Aa auquel est infiniment voisin, 
sur la droite ti2, un second point double.

Les courbes T' ont le degré 2 n — 8 et, par suite, le 
système || a la dimension tt — 3. Le système |C[| 
coïncide donc avec le système formé par les courbes C± 
assujetties à avoir, en A1( une tangente distincte de <u.

Rapportons projectivement les courbes Tj aux hyper- 
plans d’un espace linéaire STC_„ à tc — 2 dimensions. A la 
surface d> correspond, dans cet espace, une surface dq 
birationnellement identique. Aux points de la courbe all 
correspondent les points d’une droite a'n de dq, puisque 
les courbes T, rencontrent an en un point. La courbe a12 
étant fondamentale pour le système |Ft | et ayant, d’autre 
part, un point commun avec an, il lui correspond, sur dq, 
un point P de la droite a'n. Aux courbes Fj corres
pondent, dans S„_2, les hyperplans passant par P; par 
suite, P est un point double conique de dq. On arrive 
évidemment à des conclusions analogues pour les autres 
points de diramation de d>. On peut, par suite, énoncer le 
théorème suivant :

On peut prendre, pour modèle projectif d’une surface 
de genres un, image d’une involution d'ordre trois appar
tenant à une surface de genres un, une surface normale 
possédant six points doubles coniques et six droites deux 
èi deux gauches passant chacune par un des points doubles.

Liège, le 10 février 1928.


