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Géométhie.

Sur les courbes fondamentales des transformations 
birationnelles de l’espace,

par Lucien GODEAUX, professeur à l’Université de Liège.

Considérons une transformation birationnelle G de l’espace 
et soient F les surfaces qui correspondent aux plans. Les 
surfaces F forment un système homaloïdal | F | et les points- 
base de ce système sont les points fondamentaux de la 
transformation 9. Habituellement, lorsqu’on traite des trans
formations birationnelles de l’espace, on suppose que les 
surfaces F ont, en un point-base du système | F |, des tangentes 
variables avec la surface. Nous avons cherché, dans ce travail, 
à nous affranchir de cette restriction.

Les points-base du système | F | peuvent se ranger en deux 
catégories. Une courbe-base du système | F | est une courbe 
commune à toutes les surfaces F. Nous appellerons point-base 
isolé du système | F | un point appartenant à toutes les 
surfaces F, isolé au sens ordinaire du mot, ou bien apparte
nant à une ou plusieurs courbes-base, les surfaces F1 n’ayant 
pas en ce point la singularité qu’elles ont en un point générique 
de cette ou de ces courbes-base. On aura ainsi à considérer les 
courbes fondamentales et les points fondamentaux isolés de la 
transformation 9. Nous ne considérons dans ce travail que les 
courbes fondamentales; les points fondamentaux isolés feront 
l’objet d’un second travail.

En un point d’une courbe-base du système homaloïdal J F |, 
les surfaces F peuvent avoir tous leurs plans tangents variables, 
ou une partie de ces plans variables, ou tous ces plans fixes.
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des transformations birationnelles de l'espace. 3

Le premier cas a été traité par Cremona, Cayley et Nœther 
dans leurs travaux classiques sur les transformations biration
nelles; M. Montesano, dans un travail cité plus loin, a apporté 
récemment un complément essentiel à la question. Pour plus 
de clarté dans notre exposé, nous avons repris brièvement ce 
premier cas. Dans les deuxième et troisième cas, nous avons 
introduit une hypothèse restrictive ; nous avons supposé que, 
T étant la courbe-base du système | F I envisagée, les surfaces F 
possédaient une seule courbe multiple dans le domaine du 
premier ordre de T. D’une manière plus précise, nous avons, 
dans le second cas, supposé que les surfaces F possédaient une 
courbe F multiple d’ordres, une courbe F0, infiniment voisine 
de P, multiple d’ordre s4 et s — s0 — st courbes simples, 
inliniment voisines successives de r0(s0<s, st<s— s0). 
Nous avons plus particulièrement considéré le.cas où Ion 
a Sj = s — s0. Dans le troisième cas, nous avons supposé que 
les surfaces F possédaient la courbe F multiple d’ordre s, la 
courbe F0, infiniment voisine de T, multiple d’ordre s1 (s4 <x), 
s — courbes simples, infiniment voisines successives de f0.

On sait que dans le premier cas une courbe est dite fonda
mentale de première espèce si elle est rencontrée en des points 
variables par les courbes transformées des droites de l espace, 
fondamentale de seconde espèce dans le cas opposé. Nous 
avons étendu ces dénominations aux cas que nous avons consi
dérés ici, en leur donnant le même sens. 1

1. Soit, dans un espace S, | F | un système linéaire homa- 
loïdal (c’est-à-dire de degré un) de surfaces F d’ordre n. En 
rapportant projectivement les surfaces F aux plans d’un second 
espace E', nous établissons, entre S et I', une correspondance 
birationnelle 9. Aux plans de l’espace S correspondent, dans 
l’espace S', des surfaces F' d’un certain ordre n', formant un 
système homaloïdal |F'|. Aux droites de £' correspondent des 
courbes C de S, intersections variables des surfaces F ; les
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4 L. Godeaux. — Sur les courbes fondamentales

courbes C sont d’ordre n'. De même, aux droites de S corres
pondent, dans S1, des courbes C' d’ordre n, intersections 
variables des surfaces F'.

2. Soit F une courbe-base du système | F|, d’ordre v, mul
tiple d ordre s pour les surfaces F. En un point générique A 
de T, une surface F a s plans tangents; trois hypothèses peu
vent être faites :

1° Fes s plans tangents sont tous variables avec la sur
face F ;

2° s() < s de ces plans tangents sont variables avec les sur
faces F, les s — s0 autres restant fixes;

3U Les s plans tangents sont tous fixes.
Nous nous placerons successivement dans ces trois hypo

thèses.
Envisageons la première hypothèse. Soienl A un point 

générique de la courbe T, a la tangente en ce point à cette 
courbe, a un plan passant par a, et p une droite du plan a, 
passant par A mais distincLe de a. Les surfaces F passant par 
un point P de la droite p forment un réseau et il leur corres
pond, dans S', les plans d’une gerbe dont le sommet P' est 
bien déterminé et est l’homologue de P dans la transformation 9. 
Lorsque le point P tend vers A sur la droite p, le réseau des 
surfaces F passant par P a pour limite le réseau des surfaces F 
tangentes à p en A, c’est-à-dire tangentes au plan a en ce point. 
Dans la projectivité existant entre les surfaces F et les plans de 
S', aux surfaces de ce réseau correspondent les plans d’une 
gerbe bien déterminée dont le sommet A' est la limite du 
point P'.

Lorsque le plan a décrit le faisceau d’axe a, le point A' 
décrit une courbe F1. Lorsque le point A parcourt la courbe F, 
deux cas peuvent se présenter :

a) La courbe F' varie et engendre une surface A' ;
b) La courbe T' reste fixe.
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des transformations birationnelles de l'espace. 5

Plaçons-nous dans le premier cas. Entre les points de F et 
les courbes F' de la surface A', il y a une correspondance bira- 
tionnelle. Aux points infiniment voisins d’un point générique 
A de F correspondent les points de la courbe T' homologue; 
par suite, aux plans passant par ce point A correspondent dans 
£’ les surfaces F' contenant cette courbe F'. Ces surfaces F' 
forment un réseau et celui-ci coïncide avec le réseau formé par 
les surfaces F' passant par un point de la courbe Ff considérée, 
en dehors des points-base de |F'|. Par suite, les surfaces F' 
passant par un point d’une courbe F' distinct des points-base 
de j F' | contiennent entièrement cette courbe.

La courbe F étant d’ordre v, une surface F' contient v 

courbes T'et ces v courbes forment, avec la base du système |F'|, 
l’intersection complète de la surface A' et de la surface F' 
considérée.

Considérons un point A' de la surface A, distinct des points- 
base de |F'|. Supposons qu’il puisse passer par ce point A' 
deux courbes F', soient 1^, H. Alors, si A1; A2 sont les points 
de F homologues des courbes TJ, r2, au point A correspon
draient dansSdes points distincts, infiniment voisins de A1; A2, 
ce qui n’est possible que si A' est fondamental pour la trans
formation 9. Le point A' serait donc un point-base de | F'|, 
contrairement à l’hypothèse. Par suite, sur la surface A’, les 
courbes T' forment un faisceau.

Soit p1 une droite de S' ne passant par aucun point-base 
de |F'|. Considérons un des points A' où p’ rencontre A', la 
courbe F' passant par ce point et le point A de F qui lui est 
homologue. Nous avons vu qu’aux surfaces F tangentes en A 
à un plan a passant par la tangente « à F correspondaient les 
plans d’une gerbe de E' ayant pour sommet un point de 1 
Supposons qu’inversement aux plans passant par A' corres
pondent dans S des surfaces F ayant, en A, un certain 
nombre ),!> 1) de plans tangents at, a2, ... ax fixes. Soit p un 
plan passant par A, non tangent à la courbe F en ce point.
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6 L. Godeaux. — Sur les courbes fondamentales

Les courbes découpées sur £ par deux surfaces F quelconques 
ont en A la multiplicité s et par suite s2 points d’intersection. 
Au contraire, les courbes découpées sur § par deux surfaces F 
correspondant à des plans passant par A' ont au moins s2 -j- X 
points d’intersection absorbés en A. 11 en résulte que la 
droite p' rencontre, en dehors de A', les surfaces F' trans
formées des plans passant par A, en n' — 1 points au plus. 
En d’autres termes, la courbe T' envisagée a la multiplicité X 
au moins pour ces surfaces F'. D’après un théorème de 
M. Bertini (*), un système linéaire irréductible de surfaces |F'| 
ne peut avoir de courbes multiples variables; par suite les 
courbes T’ doivent être simples pour les surfaces F' et l’on 
a X= 1. Aux plans passant par un point de A' correspondent 
donc des surfaces F ayant un plan tangent fixe en un point de 
la courbe F.

Si 3' est l’ordre de la surface A', les courbes C transformées 
des droites de S' s’appuient en 3' points variables sur la 
courbe F. Cette courbe est donc fondamentale de première 
espèce pour la transformation 0 et la surface A' est la surface 
fondamentale correspondante.

A une droite p de 2 s’appuyant en un point A sur la courbe F 
correspond dans Al' une courbe C' dégénérée en une courbe C{, 
d’ordre n — s, variable avec la droite p dans la gerbe de 
sommet A, et en la courbe F' homologue de A. Cette courbe F' 
est rencontrée par la courbe CJ au point A' homologue du plan 
tangent aux surfaces F en A contenant p. On en conclut que 
les courbes T' sont d’ordre s. De plus, ces courbes sont ration
nelles.

3. Le second cas, où la courbe T' est fixe quelle que soit 
la position du point A sur la courbe F, a été l’objet d’une

(*) E. Bertini, Sui sistemi lineari (Rend. R. 1st. Lomb., 1880). Introduzione 
alla geometria proiettiva degli iperspazi, p. 227. (Pisa, Spoerri, 1907.)
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des transformations birationnelles de l'esjpace. 7

étude récente de M. Montesano (*); nous indiquerons briève
ment ici les raisonnements faits par ce géomètre.

Aux plans de S' passant par un point A' de T' correspondent 
des surfaces F, formant un réseau, ayant en chaque point A de 
T un certain nombre X(> 1) de plans tangents fixes al5 a2,... ax. 

Lorsque le point A' parcourt la courbe F', le groupe de X plans 
tangents fixes cq, a2, ... ax, en chaque point de T, engendre 
une involution g\ d’ordre X et de dimension un, dans le faisceau 
des plans tangents à T au point A. Si v' est l’ordre de la courbe 
T', une surface F possède, en chaque point de T, Xv' = s plans 
tangents. Considérons une droite p' s’appuyant en A' sur la 
courbe F1. Aux plans passant par p' correspondent des sur
faces F, formant un faisceau, se raccordanL suivant X nappes le 
long de F; en d’autres termes, ces surfaces F ont en commun 
X courbes simples infiniment voisines de T. Par conséquent, à 
la droite p' correspond une courbe C formée de ces X courbes 
et d’une courbe Cl5 d’ordre n' —Xv, variable en même temps 
que p' dans la gerbe de sommet A'. Il en résulte que les droites 
p' passant par A' rencontrent les surfaces F', en dehors de ce 
point, en n1 — Xv points et que la courbe T' est multiple 
d’ordre Xv pour les surfaces F'. La courbe F' est donc une 
courbe-base du système |F'| et par suite une courbe fondamen
tale de la transformation 0.

Aux points infiniment voisins d’un point A de F correspon
dent les points de la courbe T'. Celle-ci n’est pas rencontrée 
en général par une droite de S'; donc les courbes C ne peuvent 
s’appuyer qu’en des points fixes sur la courbe T et ces points 
d’appui ont, pour les surfaces F, une singularité différente de 
celle d’un point générique A de la courbe F. Cette courbe est 
donc fondamentale de seconde espèce par 0.

(*) D. Montesano, Sulla teoria generale delle corrispondenze birazionali dello 
spazio (Rend. R. Accad. Lincei, 1» sem. 4918, pp. 396-400, 438-441; 2° sem. 1921, 
pp. 447-451).
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8 L. Godeaux. — Sur les courbes fondamentales

Reprenons la droite p' s’appuyant en un point A' sur la 
courbe F' et la courbe d’ordre n —Av qui lui correspond 
dans £. Les surfaces F homologues des plans de S' ne passant 
pas par A' rencontrent Ct en un point variable, mais les 
surfaces F qui correspondent aux plans passant par A' ne 
rencontrent plus en dehors des points-base de |F|. Par suite 
la courbe Cj doit s’appuyer en un certain point A sur la courbe 
F et les surfaces F homologues des plans passant par A' doivent 
être tangentes à en A. Dans la correspondance birationnelle 
entre la courbe Ct et la droite p'-, les points A et A1 sont 
homologues. Considérons un point P' de la droite p' ; aux 
surfaces F' passant par P' correspondent, dans S, des plans 
passant par un point P de Cj. Lorsque le point P' tend vers 
A' sur la droite p', le point P tend vers A sur la courbe C,. Le 
réseau des surfaces F' passant par P' a pour limite le réseau 
des surfaces F' tangentes à p' en A1, c’est-à-dire tangentes en 
A' au plan a langent à T' en A' et contenant p'. Lorsque le 
plan a' varie dans le faisceau des plans tangents à F' en A', le 
point A décrit la courbe F et lorsque le point A' parcourt la 
courbe Fr, cette courbe T reste nécessairement fixe. On en 
conclut que la courbe F' est également une courbe fondamen
tale de seconde espèce pour la transformation 0.

En répétant le raisonnement fait plus haut et en supposant 
qu’aux plans passant par le point A de F correspondent des 
surfaces F' ayant, en chaque point A' de F', A' plans tangents 
fixes, on voit que la courbe T' est multiple d’ordre A'v pour les 
surfaces F1 et qu’on a donc A = A'.

Les courbes fondamentales de seconde espèce des transfor
mations birationnelles de l’espace ont été rencontrées par 
Cremona (*) dans le cas A= 1. M. Montesano, dans les notes 
citées plus haut, est parvenu à construire des transformations

(*) Cuemona, Sulle trasformazioni razionali nello spazio (Annali diMatematica, 
1871, 2e série, t. I, pp. 131-162; Opéré Matematiche, 1917, t. Ill, pp. 298-323).
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des transformations birationnelles de l'espace. 9

birationnelles ayant des courbes fondamentales de seconde 
espèce pour lesquelles X est quelconque.

Si le système homaldidal |F| possède une courbe-base F 
d’ordre v en chaque point de laquelle les surfaces F ne possèdent 
que des plans tangents variables :

lu Aux points infiniment voisins d’un point générique A de T 
correspondent les points d’une courbe F' dont l’ordre est égal à 
la multiplicité de F pour les surfaces F et qui engendre, lorsque 
A parcourt T, une surface, l.es courbes G s’appuient en des 
points variables sur la courbe T et celle-ci est une courbe fonda
mentale de première espèce pour la transformation 0 ;

2° Ou bien aux points infiniment voisins de A correspondent 
les points d’une courbe T' d’ordre v' qui reste fixe lorsque A 
parcourt F. La courbe T est multiple d’ordre Xv' pour les 
surfaces F et la courbe T' d’ordre Xv pour les surfaces F'. Les 
courbes G ne s’appuient pas en des points variables sur la courbe 
T ni les courbes G' sur la courbe T'. Les courbes T, T' sont 
fondamentales de seconde espèce pour la transformation 0.

On remarquera que, dans le second cas, les courbes T, T' 
sont rationnelles. 4

4. Examinons la seconde hypothèse, c’est-à-dire supposons 
que la courbe T, d’ordre v, base du système | Fj, étant toujours 
multiple d’ordre s pour les surfaces F, celles-ci n’aient plus, 
en un point générique de la courbe, que s0(s0 < s) plans tangents 
variables. Nous ferons en outre une hypothèse restrictive que 
nous allons préciser. Nous supposerons que les s — s0 plans 
tangents fixes aux surfaces F en un point générique A de la 
courbe F sont confondus en un seul a0. Considérons alors un 
plan u passant par A mais non tangent à la courbe T en A. 
Dans ce plan v, opérons une transformation quadratique T 
ayant A pour point fondamental; aux points infiniment voisins 
de A dans le plan a correspondent les points d’une droite r et 
au point infiniment voisin de A situé sur la droite (a0, c?)
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10 L. Godeaux. — Sur les courbes fondamentales

correspondra un point R de cette droite. Les transformées des 
courbes (F, o), sections des surfaces F par le plan n, doivent 
avoir s — s0 de leurs intersections avec la droite r réunies en 
R. [Nous supposerons que les transformées des courbes (F, u) 
ont, en R, la multiplicité Sj<$— $0 et qu’une des branches a, 
en ce point, un contact d’ordre s — s0 — s1 = a avec la droite 
r. Cela équivaut à supposer que les surfaces F possèdent une 
courbe ro, multiple d’ordre st, infiniment voisine de T et 
•y = s — s0 — Sj courbes Tj, F2, ..., F,, simples, infiniment 
voisines successives de ro (*).

Considérons un point générique A de F, une droite p passant 
par A mais non tangente en ce point à toutes les surfaces F, 
et le plan a, contenant p, tangent à la courbe T en A. En 
répétant le raisonnement fait plus haut (n° 2), on voit qu’aux 
surfaces F tangentes à p et par suite au plan a en A corres
pondent dans £' les plans d’une gerbe dont le sommet A' est 
bien déterminé. Lorsque le plan a décrit le faisceau ayant pour 
axe la tangente à F en A, le point A' décrit une courbe T'. 
Lorsque le point A parcourt la courbe T, deux cas peuvent 
se présenter : ou bien la courbe F' varie et engendre une 
surface A', ou bien la courbe F' reste fixe.

Considérons maintenant une courbe algébrique y passant 
simplement par A, tangente en ce point au plan a0 mais 
non à la courbe F; supposons de plus que la courbe y ne 
soit pas osculatrice aux nappes des surfaces F contenant les 
courbes rit T2, ..., Ta. Dans ces conditions, la courbe y 
rencontre la courbe F0 en un point infiniment voisin de A et 
il y a s si des points d’intersection de y et des surfaces F 
réunis au point A. Nous allons considérer les surfaces F qui 
ont s —)— Sj —(— 1 points d’intersection avec y confondus au 
point A.

(*) Cf. Enriqces-Chisint, Lezioni snlla tenria geometrica delle equazioni e delle 
funzioni algebriche, vol. Il, pp. 60S-606 (Bologne-Zanichelli, 1918).
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des transformations birationnelles de l'espace. 11

Soit n le plan oscillateur à la courbe y en A. Choisissons 
dans ce plan un triangle de référence C^OjjOg tel que 03 
coïncide avec A et avec la droite (a0, °). La section d’une 
surface F par le plan c a une équation de la forme

X?-s Æ|-s° £So (Xlt Xt) + Xf-S-1 Xp~l Çs-j, +2 (Xij X2)
-p Xs S 2 Xp 2 çs_s,+i(.Xi> Xf>) -p 
-p X*f s i Xp * —Sl4-2i X2) "P
+ Æ?-S-Sl+Iir2is+Sl_2(æ1,^2) + -
-i-j;?-s‘-sis+Sl(a'1,a:2)+x?-s'Si~1^+Sl+1(a;i>a:8) + -.
“P ? n {.Xl ) Xs) = 0 ;

où les \ sont des formes binaires dont le degré est indiqué par 
l’indice, les coefficients de ces formes dépendant linéairement 
de quatre paramètres homogènes p.j, p.2, g3, p4, chaque système 
de valeurs de ces paramètres correspondant à une surface du 
système | F |.

Considérons le réseau formé par les coniques passant par 03 
et touchant la droite au point 02. En rapportant projec-
tivement les courbes de ce réseau homaloïdal aux droites du 
plan, on obtient une transformation quadratique T qui peut 
être représentée par

xt : x2 : x3 = 2/11/3:2/Æ : yl- (T)
Aux poinLs du plan n infiniment voisins du point 03 = A 

correspondent les points de la droite r d’équation y1 = 0. En 
particulier, au point infiniment voisin de 03 = A sur la 
droite 030j ou (a0, °) correspond le point R(ÿ1 — yt — 0). 
A la courbe (1) correspond la courbe d’équation

yln~u yl~s° ?So (y3, y*) + y!ft-JS"2 y^'~l 1* *(y*. v*)
+ ylyp-^s_Si+i(y3,y2) + -

+ yl'l~u~2iy[yïl~il,-sl+n(V3.y^ + - 
-P yln~u~2s,+2y\l~l 1J2?s+s,-2(?/3> yî) ?
+ yln-2s~2s' y? ?S+Sl (y3, y2)
+ yl»-2s-2>*-2yf‘+1is+Sl+i(y3,y2) + - 

+ yî~‘^n(ya,yù==0-
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12 L. Godeaux. — Sur les courbes fondamentales

Cette courbe a la multiplicité si en R et les tangentes en ce 
point sont données par le coefficient de yln~s~s'.

À une courbe du plan m passant simplement par 03 = A et 
osculatrice en ce point à la courbe y correspond une courbe 
passant simplement par R et y ayant une tangente qui, d’après 
les hypothèses faites sur y, doit être distincte de la droite r. 
Soit

f^Vl— TOi?/2=0 (3)

l’équation de cette tangente.
Nous distinguerons deux cas :
1° On ax4 = s — s0. Alors, les tangentes à la courbe (2) 

au point R sont données par
yl' 5s0 (1> 0) + 1 £»_«, + * (1,0) -f- ••• -f- yll ;S+Sl (1, U) = 0.

Si nous écrivons que l’une de ces tangentes est la droite (3), 
nous obtenons une relation linéaire

*11* 5*0 (1J 0) + TU 7)!* 1 5s-s,-2 (f, 0) -(- ••• -f- Vif1 £S + Sl (1, 0) = 0 (4)

entre les paramètres plt p2, p3, p4. Pour les valeurs de ces 
paramètres satisfaisant à l’équation (4), les courbes (1) ont 
s -|- -(- 1 points d intersection avec la courbe y confondus
en A. Comme chacune de ces courbes détermine la surface F à 
laquelle elle appartient, on obtient ainsi des surfaces F ayant 
s + *i + 1 points d’intersection avec y confondus en A et ces 
surfaces forment un réseau.

2° On a Sj < s — s0. Les tangentes à la courbe (2) au point 
R sont alors données par

Vi ly*~l (R 0) + - + î/f*-1 ?S+Si (1,0)] = 0.

Pour que la droite (3) se trouve parmi ces tangentes, on 
doit avoir

y’<21 1 Çj-S(+2 (f > 0) + "• + 5S + Sl (1,0) = 0, (5)

c’est-à-dire une relation linéaire entre p2, p3, p4. On en 
déduit 1 existence d un réseau de surfaces F rencontrant la 
courbe y en s —|— —{— 1 points réunis en A.
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des transformations birationnelles de l'espace. 13

Reprenons le cas général. On peut obtenir un réseau de 
surfaces F rencontrant y en s -f- sd 1 points réunis en A en 
supposant qu’il y a non plus s — s0 plans tangents en A à ces 
surfaces réunis en a0, mais s—s0-|-l. Cela revient à supposer 
que, dans l’équation (1), on a

U(C0) = 0, (6)

ce qui donne une relation linéaire en plt p2. p-3, Dans le 
premier cas (sj = s — s0), la relation (6) est un cas particulier 
de la relation (4). Au contraire, dans le second cas (si <s — Sq), 
la relation (6) n’est pas un cas particulier de la relation (5). 
Par conséquent, si nous considérons la famille de réseaux de 
surfaces F rencontrant y en s -j- -(- 1 points confondus en A,
obtenus pour les diverses positions possibles de la courbe y, 
nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Si Sl = s — s0, parmi les réseaux formés par les surfaces F 
rencontrant les courbes y en s -f- s1 -f- 1 points confondus en A, 
se trouve le réseau des surfaces F ayant s — s0 4 plans 
tangents confondus avec a0 en A. Le contraire a lieu si 
s* < s — s0.

Cela étant, aux surfaces F d’un des réseaux considérés 
correspondent, dans S', les plans d une gerbe dont le sommet 
AJ est bien déterminé. Lorsque la courbe y donnant naissance 
à ce réseau varie, le point A restant fixe, le point A] ne peut 
évidemment rester fixe; il ne peut non plus engendrer une 
surface, car celle-ci serait rencontrée par toute droite de S et 
par suite les courbes C passeraient toutes par A, ce qui est 
absurde puisque par hypothèse A est un point générique de la 
courbe T. Par suite, le lieu de Ai est une courbe nécessaire
ment algébrique

Aux surfaces F ayant s — $0 -4- 1 plans tangents en A con
fondus avec a0 correspondent dans S les plans d une gerbe 
dont le sommet appartient à la courbe T' correspondant au 
point A. Par suite, si Sj = s — s0, les courbes T', Tj corres
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pondant au même point A de T ont un point commun; si 
si < s — s0, ces courbes ne se rencontrent pas en général.

Lorsque le point A parcourt la courbe T, deux cas peuvent 
se présenter : ou bien la courbe varie et engendre une 
surlace A{, ou bien cette courbe reste fixe.

^5. Nous allons supposer sx<s — s0 (ou <7>0). Il existe 
alors au moins une courbe Tj commune aux surfaces F, simples 
pour celles-ci, infiniment voisine de T0. On sait qu’il ne peut 
exister une courbe algébrique plane passant simplement par A, 
non tangente à la courbe T en ce point et rencontrant succes
sivement les courbes ro, 1^, (*). Nous allons considérer
les courbes algébriques planes y1( passant par A, rencontrant 
successivement les courbes ro, T1( .... T, dans le voisinage de 
ce point et ayant en A la multiplicité la plus petite possible. 
Reprenons le plan ® et les notations du paragraphe précédent. 
La courbe d’équation

00*3* 1 x;+l + x'f1 ' 2 ^5+2 (xit Xi) + ••• -f- 7)m (xlt = 0, (7)

où les y) sont des formes binaires dont le degré est indiqué par 
l’indice, satisfait à la question. La transformation quadrique T 
lui fait correspondre la courbe

'r\oyîm-*°-,!yï+l + yîm-i*-iyl?\,+2(y3,y2) + - )
+ 2/r-ff-1-'uQ/3,i/2) = 0. î U

Cette courbe possède un point simple en R, la tangente 
iji = 0 en ce point rencontrant la courbe en <j -f- I points 
confondus en R. La courbe (7) a un point multiple d’ordre 

I en A = 03. Par suite, toutes les surfaces du système | F J 
rencontrent la courbe yj considérée en s (o- —|— I) —(-- sJ —|— «■ 
points confondus en A. Les surfaces F rencontrant la courbe yt

(*) Cfr. C. Seure, Un’ osservazione relativa alla riducibilitàdelle trasformazioni 
cremoniane e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasformazioni qua- 
draticke (Atti. K. Aecad. Torino, 1901, t. XXXVI).
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en s (a- -|- 1) -f- si + 17 “h 1 points réunis en A forment un 
réseau. Nous allons rechercher l’équation des sections de ces 
surfaces F par le plan^. Observons tout d’abord que nous 
pouvons remplacer la courbe (7) par celle que I on obtient en 
supposant m = ? -f- 2, c’est-à-dire par la courbe

r.0x3xl+l -f- = 0. (V)

La courbe (8) est alors remplacée par

vio yl yl+l + St ^+2(2/3, 2/2) = °- C8')

Pour obtenir les intersections des courbes (2) et (8'), élimi
nons î/j entre leurs équations. D’après les hypothèses laites, 
on doit pouvoir mettre !/*~So en facteur dans la résultante. On 
constate qu’il en est bien ainsi et que, de plus, on peut 
mettre yln~2s en facteur, ce qui est sans intérêt pour nous. 
Débarrassée de ces facteurs, la résultante s’écri l

[t!i + 2 (2/3» J/îl]*' S ?s0 (2/3> l/s) | /m

Pour que les courbes (1) et (T) aient s (a- —|— 1) -]- —{— a- 1
points d’intersection réunis en A = 03 (au moins), les 
courbes (2) et (8') doivent avoir s—s0 -f- 1 points d’inter
section réunis en R. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que l’on 
puisse mettre ij.2 en évidence dans (9), c’est-à-dire que l’on ait

i»,+.(L 0) ÇSo (1,0)- r10 Çs_Sl+2 (1,0) = 0. (10)

On obtient bien ainsi une relation linéaire en p.1( p2, p.3, p.4.

Lorsque la courbe y1 se déforme, c’est-à-dire lorsque les 
coefficients de la courbe (7') varient, on obtient une famille 
de réseaux de surfaces F satisfaisant à la propriété indiquée. 
Observons que l’on obtiendra des réseaux particuliers de la 
famille en supposant soit

U(L0) = 0, ru, = 0, (11)
soit

$._*+, (1,0) = 0, WR0) = 0. (12)

327



L. Godeaux. — Sur les courbes, fondamentales16

Le premier correspondra au cas où la courbe yt possède la 
multiplicité <r 2 en A et sera constitué par les surfaces F 
ayant en A s — s0 + ^ plans tangents confondus avec a0. Le 
second correspondra au cas où la courbe yt possède un point 
double infiniment voisin de A sur la droite (a0, °) et sera 
constitué par les surfaces F ayant un point double sur la 
courbe F1; dans le domaine du second ordre de A. Dans ce cas, 
la courbe (2) aura deux de ses tangentes en R confondues avec 
la droite = 0.

A un réseau formé de surfaces F rencontrant une courbe y1 
en s (a- —(— 1) —|— Si a- 1 points confondus en A correspond 
dans une gerbe de plans dont le sommet \'2 est bien déter
miné. Lorsque la courbe y1 se déforme, le point A restant fixe, 
le point Ag ne peut rester fixe, ni engendrer une surface; son 
lieu est donc une courbe. Observons que l’on satisfait à 
l’équation (10), quelle que soit la courbe yl5 en supposant

£s0 (1,0) = o, Ss_si+2(1,0) = 0.

Ces courbes sont découpées sur le plan n par les surfaces F 
d’un faisceau qui appartient à tous les réseaux considérés. Il 
en résulte que le lieu du point A2 esl une droite Donc :

Aux points du domaine d’ordre o- —j— 1 d’un point générique A 
de la courbe T, infiniment voisin de la courbe Fer, correspondent 
les points d’une droite F).

Le réseau de surfaces F donné par la première des rela
tions (1 1) a pour homologue dans S' une gerbe de plans dont 
le sommet appartient à la courbe T' homologue du point A. 
D’autre part, le réseau de surfaces F donné par la première 
des relations (12) a pour correspondant, dans une gerbe 
de plans dont le sommet appartient à la courbe T) homologue 
du point A. La relation envisagée est en effet un cas particulier 
de la relation (5). Par suite :

La droite rencontre en un point chacune des courbes T', T) 
correspondant au même point A de T.
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Lorsque le point A parcourt la courbe F, la droite Tô peut 
varier en engendrant une surface \2, ou bien elle peut rester lixe.

Nous voyons donc que dans l’étude de la seconde hypothèse 
faite sur la courbe F et sous les conditions restrictives intro
duites, nous aurons tout d’abord à distinguer deux cas : 
sx = s — s0 et s, < s — s0. Dans le premier cas, les courbes T' 
et TJ peuvent varier ou rester fixes; nous aurons donc quatre 
hypothèses à examiner. Dans le second cas, les courbes T', F' 
et la droite Tô peuvent varier ou rester fixes; il y aura donc 
huit hypothèses à examiner. C’est ce que nous allons faire 
dans ce qui suit.

6. Nous allons supposer que l’on a s4=s—s0(<r=0) et qu’à 
un point A de la courbe F correspondent des courbes T', FJ 
qui, lorsque A parcourt T, engendrent des surfaces A', AJ 
respectivement. Les courbes T1, T! correspondant à un même 
point A de T ont en commun un point que nous désignerons 
par Ag. Entre les points A de T, d’une part, et les courbes T', TJ, 
d’autre part, existent des correspondances birationnelles.

Aux plans de S passant par un point A de T correspondent 
dans S' des surfaces F' formant un réseau et contenant les 
courbes F', TJ homologues de A. Le réseau ainsi obtenu 
coïncide nécessairement avec celui des surfaces F' passant par 
un point (n’appartenant pas à la base de jF'|) de 1 une des 
courbes F', considérées. Par suite, les surfaces F"' passant 
par un point d’une courbe T' (ou FJ) contiennent cette courbe 
et la courbe (ou T') homologue. On en conclut que par un 
point de la surface A' (ou A() n’appartenant pas à la base 
de | F'| ne peut passer qu’une courbe T' (ou TJ). En effet, 
s’il en était autrement, les surfaces F' passant par ce point, 
surfaces formant donc un réseau, auraient pour homologues, 
dans S, des plans passant par deux ou plusieurs points de la 
courbe T, ce qui est absurde. Les courbes T', forment des 
faisceaux sur les surfaces A', A( respectivement.
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La courbe T étant d’ordre v, les surfaces F' rencontrent, en 
dehors de la base du système | F' |, la surface A' suivant v 
courbes T' et la surface Aj suivant v courbes FJ.

A une droite p passant par un point A de F correspond une 
courbe C' dégénérée en une courbe C|, d’ordre n — s, variable 
lorsque p varie dans la gerbe de sommet A, et en les deux 
courbes I , F, homologues de A. Si la droite p n’appartient 
pas au plan a0 tangent à toutes les surfaces F en A, la courbe CJ 
rencontre la courbe F' au point A' sommet de la gerbe des 
plans correspondant aux surfaces F tangentes en A à la 
droite p, mais la courbe C( ne rencontre pas en général la 
courbe F'.

Supposons qu’aux plans passant par un point A' de F' 
correspondent, dans 2, des surfaces F ayant au point A de T 
homologue de F', X plans tangents communs, distincts de a0. 
Considérons un plan p passant par A et les sections dçs sur
faces F par ce plan. Le point A absorbe s2 (s — s0)2 inter
sections des sections par (3 de deux surfaces F quelconques, 
mais il absorbe au moins s2 -(- (s — s0)2 -j- X intersections des 
sections par p de deux surfaces F homologues de plans passant 
par A'. Par suite, une droite p' passant par A' rencontre la 
surface F' homologue de p en X points au moins réunis en A'; 
la courbe F' passant par A' est donc multiple d’ordre X au 
moins pour les surfaces F' correspondant aux plans passant 
par A. Mais alors, les surfaces F’ ont v courbes F' multiples 
d’ordre X au moins, variables sur la surface A'. Cela est impos
sible d’après le théorème deM. Bertini rappelé plus haut, et l’on 
a donc X== 1. Il en résulte que les courbes F' sont d’ordre s0.

Si 1 on suppose qu’aux plans passant par un point AJ de FJ 
correspondent les surfaces F ayant, au point A de F homologue 
de la courbe Fj considérée, un certain nombre X(> 1) de points 
du domaine du second ordre de A, infiniment voisin de F0, en 
commun, le même raisonnement montre que l’on a nécessaire
ment X = 1. Il en résulte que les courbes F{ sont d’ordre s — s0.
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Si 8', 8J sont respectivement les ordres des surfaces A', Aj, 
les courbes C s’appuient en 8' -f- 8| points variables sur la 
courbe T et, en S[ de ces points d’appui, les courbes C touchent 
s — s0 nappes des surfaces F. En d’autres termes, en 8,' de ces 
points, les courbes C rencontrent la courbe F0, multiple d’ordre 
s1 = s — s0, infiniment voisine de la courbe T.

Nous avons vu qu’aux surfaces F ayant en un point de A 
de F, s — s0 + 1 plans tangents confondus avec a0 correspon
daient dans 2' les plans passant par le point A' commun aux 
courbes T', Tï homologues de A. Nous devons distinguer deux 
cas :

a) Les surfaces F ayant la propriété indiquée en un point A 
de F possèdent la même propriété en tout point de cette courbe, 
c’est-à-dire qu’il existe un réseau de surfaces F ayant s — s0-|-l 
plans tangents confondus en tout point de la courbe F.

b) Les surfaces F ayant la propriété indiquée en un point A 
de T ont en général s0 -f- 1 plans tangents distincts aux autres 
points de cette courbe.

Dans le premier cas, le point A'0 est fixe, c’est-à-dire commun 
à toutes les courbes T' et FJ. Si l’on se reporte aux équations (I) 
et (2), sous la condition (6), on voit que les surfaces F du 
réseau envisagé ont en commun la courbe T multiple d’ordres, 
la courbe infiniment voisine F0 multiple d’ordre s — s0 et une 
courbe simple, infiniment voisine de F0. Il en résulte qu’à une 
droite p' passant par A'0 correspond une courbe C4 d’ordre 
ri — v, variable avec p' dans la gerbe de sommet A'0. Par suite, 
la droite p' ne rencontre plus les surfaces F' qu’en ri — v points 
en dehors de et ce point est donc multiple d’ordre v pour 
les surfaces F'. II est fondamental pour la transformation 6.

Dans le second cas, le point A„ est variable avec A et engen
dre une courbe commune aux surfaces A', Aj. Supposons 
que la courbe Tq ne soit pas une courbe-base du système |F'|. 
Alors, les surfaces F' qui correspondent aux plans passant par 
un point A de F doivent passer simplement par le point A'0
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correspondant, car, d’après le théorème de M. Bertini utilisé 
plus haut, si les surfaces d’un système linéaire ont un point 
multiple variable, le lieu de ce point est une courbe-base du 
système. Considérons alors une droite p' passant par le point 
Ag mais ne rencontrant plus les courbes T', TJ homologues du 
point A. A cette droite correspond une courbe C d’ordre n' 
dont deux des S' -)- SJ points d’appui variables sur F sont 
réunis en A. En ce point, cette courbe C doit avoir 3s — s0 de 
ses points d’intersection avec les surfaces F réunis; cela n’est 
possible que si C a un point de rebroussement en A, la tangente 
de rebroussement étant dans le plan a0 relatif à ce point. Mais 
dans ces conditions, un plan passant par A ne rencontre plus 
C qu’en n' — 2 points en dehors de A et par suite la surface F' 
correspondante a la multiplicité deux en A'0. Nous parvenons 
donc à une absurdité qui provient de ce que nous avons supposé 
que la courbe TJ, n’était pas une courbe-base de |F'|. Il en 
résulte que la courbe FJ, est fondamentale pour la transforma
tion 0. Il faut nécessairement qu’aux plans passant par un 
point Ag correspondent des surfaces F ayant en commun une 
courbe d’ordre inférieur à n', cette courbe étant variable lorsque 
le point Ag décrit la courbe FJ,.

Envisageons enfin un point commun aux surfaces A', Aj, 
non situé sur des courbes T', TJ homologues d’un même 
point A de F et supposons qu’il ne soit pas fondamental pour 9. 
Alors, les oo2 surfaces F' passant par ce point contiennent aux 
moins deux couples de courbes T', TJ et les plans qui leur 
correspondent dans 2 passent au moins par deux points 
distincts de T, ce qui est absurde. Par suite :

L’intersection des surfaces A', Aj se compose de courbes 
fondamentales de la correspondance 0.

7. Supposons toujours si=^= s — s0 et la courbe T' variable, 
mais que la courbe FJ soit fixe.

On démontre que dans ce cas comme dans le précédent, et
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par les mêmes raisonnements, que les courbes T' forment un 
faisceau sur la surface A' et qu’aux plans passant par un point 
A' d’une courbe V correspondent des surfaces F ayant en un 
point A de T, un seul plan tangent fixe en dehors du plan a0 
relatif à ce point. Les courbes F' de A' et les points A de F 
sont liés par une correspondance birationnelle.

A une droite p passant par un point A de F et non tangente 
en ce point à toutes les surfaces F, correspond une courbe C 
formée de la courbe T' homologue du point A, de la courbe FJ 
et d’une courbe CJ d’ordre n — s variable lorsque la droite p 
varie dans la gerbe de sommet A. La courbe CJ et la courbe T' 
envisagée ont en commun le point A1 sommet de la gerbe des 
plans qui correspondent aux surfaces F tangentes à la droite p 
en A, mais la courbe CJ ne rencontre pas en général la courbe 
TJ. Les courbes T' sont d’ordre s0.

Si 8' est l’ordre de la surface A', les courbes C s’appuient en 
8' points variables sur la courbe T sans être tangentes, en 
général, aux plans a0 relatifs aux points d’appui, c’est-à-dire 
sans rencontrer la courbe ro infiniment voisine de-F.

Enfin, les surfaces F' passant par un point d’une courbe FJ 
contiennent cette courbe et la surface A' est rencontrée par une 
surface F', en dehors,des points-base du système |F'|, suivant v 
courbes T'. D’autre part, toutes les surfaces F' contiennent la 
courbe TJ qui est donc fondamentale pour la correspondance 9.

Soit AJ un point de la courbe FJ. Aux plans passant par A' 
correspondent des surfaces F ayant en commun au moins une 
courbe simple, infiniment voisine de F0. Supposons que ces 
surfaces F aient exactement en commun X(X2ïl) courbes 
simples, infiniment voisines de ro et d’ailleurs variables lorsque 
le point AJ varie sur FJ. Alors, à une droite p[ passant par AJ 
correspond une courbe C, d’ordre il1, formée de ces X courbes 
et d’une courbe Ct, d’ordre n’ — Xv, variable lorsque p[ varie 
dans la gerbe de sommet AJ. Il en résulte que la courbe FJ est 
multiple d’ordre Xv pour les surfaces F'. D’autre part, si vJ
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est l’ordre de la courbe T', les surfaces F ont Xv( nappes 
tangentes en chaque point A de F au plan a0 relatif à ce point 
et l’on as — s0 = Xv[.

Les surfaces F qui correspondent à des plans ne passant pas 
par k\ rencontrent la courbe G* en un point variable en dehors 
des points-base du système | F |. Par contre, les surfaces F qui 
correspondent à des plans passant par A{ ne rencontrent plus Gt 
en dehors de la base de j F |. Il faut donc qu’en un des points 
d’appui A de la courbe G* sur la courbe T, la courbe G* soit 
tangente au plan a0 relatif à ce point et qu’aux plans passant 
par A[ correspondent des surfaces F ayant s —J— s — s0 -f- I de 
leurs points de rencontre avec Cj réunis en A. Dans la corres
pondance birationnelle existant entre la courbe Cj et la 
droite p[, les points A et A[ sont homologues. On en conclut 
qu’à une droite de 2 ne rencontrant pas T correspond dans 2' 
une courbe G ne rencontrant pas la courbe Tj en des points 
variables; celte courbe est donc fondamentale de seconde 
espèce pour la transformation 6.

En un point de la courbe TJ, les surfaces F' peuvent avoir 
des plans tangents variables ou des plans tangents fixes. Dans 
le cas le plus général, les surfaces F' auront en commun un 
certain nombre de courbes infiniment voisines de FJ, avec 
certaines multiplicités. Gela étant, supposons qu’aux plans 
passant par un point générique A de F correspondent des 
surfaces F' ayant en commun un certain nombre X' de courbes 
simples infiniment voisines de r( (ou des courbes infiniment 
voisines de communes à toutes les surfaces F'). Ges X' 
courbes seront d’ailleurs variables lorsque A variera sur la 
courbe T. Alors, puisque la courbe T a l’ordre v, les surfaces F' 
auront la multiplicité X'v en chaque point de TJ et l’on 
aura X' = X. A une droite p passant par A mais non tangente 
en ce point à toutes les surfaces F correspondra une courbe G' 
d’ordre n formée d’une courbe C', d’ordre n—s, de la courbe F' 
d’ordre s0 homologue de A et de X courbes infiniment voisines 
de r;.
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Une courbe T' rencontre la courbe FJ en un point AJ,, les 
plans passant par AJ, ayant pour homologues les surfaces F 
ayant au point A de F, homologue de F', s — s0 -j- 1 plans 
tangents coïncidants avec le plan a0 correspondant. Deux cas 
peuvent se présenter :

a) Il existe un réseau de surfaces F ayants — s0 -f- 1 plans 
tangents confondus avec le plan a0 en chaque point A de F. 
Alors le point AJ, est fixe et commun à toutes les courbes T'. 
La courbe rj n’appartient pas à la surface A'.

b) Les surfaces F ayant, en un point A de T, s — s(, -)- \ 
plans tangents confondus avec a0 n’ont pas cette propriété en 
tout point de T. Alors, le point AJ, est variable avec le point A 
et a évidemment pour lieu la courbe TJ qui est dans ce cas 
tracée sur la surface A'.

8. Supposons maintenant que la courbe T' soit fixe, la 
courbe FJ étant variable et l’égalité «j = s — s0 étant toujours 
vérifiée.

Les courbes TJ engendrent une surface Aj et correspondent 
birationneliement aux points A de la courbe F. On démontre 
par les mêmes raisonnements que plus liant que sur la 
surface Aj, les courbes rj forment un faisceau et que, aux plans 
passant par un point AJ d’une courbe rj, correspondent des 
surfaces F ayant, au point A homologue de la courbe FJ, un 
contact suivant une seule des s — s0 nappes contenant F0. Les 
surfaces F' contiennent toutes la courbe T' et celles de ces 
surfaces qui passent par un point d’une courbe TJ contiennent 
entièrement cette courbe.

A une droite p s’appuyant sur T en un point A, mais non 
tangente en ce point à toutes les surfaces F, correspond une 
courbe C' formée d’une courbe CJ d’ordre n — s variable 
avec p, de la courbe T' et de la courbe TJ homologue de A. 
Les courbes FJ sont d’ordre s — s0 et les surfaces F' coupent 
la surface A', en dehors des points-base de |F'|, suivant v 
courbes FJ.
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Si Bj est l’ordre de la surface Aj, les courbes C s’appuient 
en 8[ points variables sur la courbe T et, en chaque point 
d’appui, les courbes C rencontrent la courbe F0, c’est-à-dire 
sont tangentes au plan a0 relatif à ce point.

Considérons un point A' de la courbe T. Aux plans passant 
par A' correspondent des surfaces F avant, en chaque point A 
de T, X (X > 1) plans tangents fixes distincts de a0. A une droite 
passant par A' correspond alors une courbe C formée d’une 
courbe Cj d’ordre n' — Xv et de X courbes infiniment voisines 
de F. 11 en résulte que la courbe F' est multiple d’ordre Xv 
pour les surfaces F1. D’autre part, si v' est l’ordre de la 
courbe F', les surfaces F ont Xv' plans tangents distincts de a0 
en tout point A de T et l’on as0 = Xv'.

Les surfaces F correspondant aux plans de X' ne passant pas 
par A' coupent Cx en un point en dehors des points-base 
de | F | ; les autres ne rencontrent plus Cj en dehors de ces 
points-base. Par suite C4 doit s’appuyer en un certain point A 
sur F et y toucher les surfaces F qui correspondent aux plans 
passant par A', sans toucher cependant toutes les surfaces F. 
Les points A, A' se correspondent dans la liaison birationnelle 
entre Gj et p'. Cela étant, à la droite p, tangente à C1 en A, 
correspond une courbe CJ passant par A' et y touchant p'.

Nous pouvons supposer qu’aux plans passant par A corres
pondent des surfaces F' ayant X' courbes infiniment voisines 
de F' en commun. On trouve alors que F' est multiple 
d’ordre X'v pour les surfaces F' et que par suite X' = X. Cela 
étant, à une droite p s’appuyant sur F en un point A corres
pond une courbe C' formée de la courbe FJ homologue de A et 
d’ordre s — s0, de X courbes infiniment voisines de F' comptant 
pour une courbe d’ordre s0 = Xv', enfin d’une courbe CJ, 
d’ordre n — s, variable avec p, s’appuyant en un point sur T'. 
De plus, à une droite de X: ne rencontrant pas F correspond 
une courbe C' ne rencontrant pas F' et cette dernière courbe 
est fondamentale de seconde espèce pour la transformation 8.
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Observons enfin que si les surfaces F ayant s — s0-j-l plans 
tangents réunis avec a0 en un point À de T possèdent cette 
propriété en tout point de T, les courbes TJ rencontrent la 
courbe F' en un même point \'0 et la courbe F' n’appartient 
pas à la surface Aj. Dans le cas opposé, la courbe F' est tracée 
sur la surface Aj.

9. Envisageons enfin le cas où l’on a toujours = s — s0, 
mais où les courbes F', Tj sont toutes deux fixes. Les surfaces 
F' passent alors par les courbes T', Tj, qui sont fondamentales 
pour la transformation 9.

Supposons qu’aux plans passant par un point A' de 1 
correspondent des surfaces F ayant, en chaque point A de T, 
un certain nombre X(X> 1) de plans tangents fixes a1,a2, ...,ax, 
en général distincts du plan a0 relatif au point A. Lorsque le 
point A parcourt la courbe F, il peut se faire que pour certaines 
positions de ce point, l’un des plans ai,a2, ...,ax coïncide avec 
le plan a0 correspondant, ou bien que cette éventualité ne se 
présente jamais. Nous commencerons par examiner le second 
cas. Alors les surfaces F ayant s — s0 -f- 1 plans tangents 
confondus avec a0 en un point A de T présentent la même 
particularité en tout point de cette courbe; ces surfaces forment 
un réseau et il leur correspond dans S' des plans passant par 
un point Ag commun aux courbes T', Tj.

Les surfaces F qui correspondent aux plans passant par le 
point A' de F' ont en commun X courbes simples, infiniment 
voisines de T, outre T0. Par suite, à une droite p' passant par 
A' correspond une courbe Cj d’ordre n' — Xv et la courbe C' 
est multiple d’ordre Xv pour les surfaces F'. Si de plus v' est 
l’ordre de la courbe F', la courbe T est multiple d ordre 
s — s0 Xv' pour les surfaces F et l’on as0 = Xv'. La courbe 
C, étant rencontrée en un point variable par les surfaces F qui 
correspondent aux plans de S' ne passant pas par A1 et n’étant 
rencontrée qu’en des points fixes par les autres, cette courbe
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doit s’appuyer sur T en un certain point A. Dans la correspon
dance biralionnelle existant entre p' et G,, les points A', A 
sont homologues.

Les surfaces F qui correspondent aux plans passant par un 
point AJ de TJ ont en commun un certain nombre Xt (X, > 1) 
de courbes simples infiniment voisines de ro; par suite, à une 
droite p[ passant par AJ correspond une courbe C, d’ordre 
n' — Xjv et la courbe FJ est m _ e d’ordre X,,v pour les sur
faces F'. Si vJ est l’ordre de la courbe FJ, on a s — s0 = Av J. 
La courbe C2 s’appuie sur T en un point où elle touche le 
plan a0.

Aux plans passant par un point A de F correspondent des 
surfaces F' ayant en commun un certain nombre a' de courbes 
infiniment voisines de T' et un certain nombre XJ de courbes 
infiniment voisines de TJ. 11 en résulte que les courbes F', FJ 
sont respectivement multiples d’ordre X'v, XJv pour les surfaces 
F' et que l’on a X' = X, XJ = XA. A une droite passant par A 
correspond une courbe G' formée de X courbes infiniment 
voisines de F', de X* courbes infiniment voisines de TJ et d’une 
courbe CJ d’ordre n—s, s’appuyant en un point sur la courbe F'.

Aux droites p de S ne s’appuyant pas sur T correspondent 
des courbes G' ne rencontrant ni F', ni FJ. Aux droites de 
ne rencontrant ni F', ni TJ correspondent des courbes G ne 
s’appuyant pas sur T. Les courbes T, T', FJ sont fondamentales 
de seconde espèce pour la transformation 9.

Envisageons maintenant le premier cas. Les courbes T', TJ 
coïncident. Aux plans passant par un point A' de F’ corres
pondent les surfaces F ayant un certain nombre X de courbes 
simples infiniment voisines de T et distinctes de ro, et un 
certain nombre Xj de courbes simples infiniment voisines de ro 
en commun. A une droite p1 passant par A' correspond donc 
une courbe G formée de ces X -f- XA courbes et d’une courbe Cj 
d’ordre n1 — (X -f- XJ v, variable avec p'. La courbe F' est donc 
d’ordre (X-j-Xjv pour les surfaces F'. Si v' est l’ordre de la
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courbe F', la courbe Y est multiple d’ordre s = (X -f- XJ v' 
pour les surfaces F et la courbe ro multiple d’ordre Xjv'. La 
courbe Cj, étant rencontrée en un point variable par les surfaces 
F qui correspondent aux plans ne passant pas par A', n’est 
plus rencontrée en dehors des points-base de |Fj par les autres 
surfaces F. Il faut donc que Cj s’appuie en un certain point A 
sur F, en y touchant les surfaces F transformées des plans 
passant par A'.

On établit de même qu’à une droite passant par un point de 
F correspond dans S' une courbe C' formée de X ll courbes 
infiniment voisines de T' (comptant pour une courbe d’ordre s) 
et d’une courbe CJ d’ordre n — s s’appuyant en un point sur F'.

Les courbes C ne s’appuient pas en des points variables sur 
F ni les courbes C' en des points variables sur F', et par suite 
les courbes F, F' sont fondamentales de seconde espèce pour 
la transformation S.

Nous pouvons résumer ce qui précède dans l’énoncé suivant :
Si le système liomaloidal |F| possède une courbe-base F, 

d'ordre v, multiple d’ordre s pour les surfaces F1 et à laquelle 
est infiniment voisine une courbe F0 multiple d’ordre s — s0 
(s0>s), aux points infiniment voisins d’un point générique A 
de T, non situé sur ro, correspondent les points d’une courbe F' 
et aux points du domaine du second ordre de A, infiniment 
voisins de ro, correspondent les points d’une courbe FJ. Lorsque 
le point A parcourt la courbe F, il peut se faire que :

1° Les courbes T', rj soient variables et engendrent des 
surfaces A', Aj. Les courbes T' sont d’ordre s0 et les courbes TJ 
d’ordre s — s0. Les points communs aux surfaces A', AJ sont 
fondamentaux pour la transformation 0. Les courbes G rencon
trent les courbes F et ro en des points variables.

2° La courbe F' soit variable sur une surface A', la courbe 
FJ étant fixe. Les courbes F1 sont d’ordre s0, la courbe FJ, 
d’ordre vJ, est multiple d’ordre Xv pour les surfaces F' et l’on a 
s — s0 = XvJ. La courbe FJ est fondamentale de seconde espèce
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pour la transformation 9 et peut être tracée sur la surface A'. 
Les courbes C s’appuient en des points variables sur T, mais ne 
rencontrent pas en général la courbe infiniment voisine T0 aux 
points d’appui.

3° La courbe T' soit fixe, la courbe rj étant variable sur une 
surface Aj. La courbe F', d’ordre V, est multiple d’ordre Xv 
pour les surfaces F' et l’on a s0 = Xv'. Les courbes résout 
d’ordre s — s0. La courbe T' est fondamentale de seconde 
espèce pour la transformation 0 et peut être tracée sur la siir- 
f'ace Aj. Des courbes C s’appuient en des points variables sur la 
courbe T et, en chaque point d’appui, rencontrent la courbe 
infiniment voisine F0.

4° Les comtes F', TJ soient toutes deux fixes. Les courbes 
F' et FJ peuvent être distinctes et dans ce cas elles se rencon
trent en un point. La courbe T' est multiple d’ordre Xv et la 
courbe TJ d’ordre ')^ pour les surfaces F'. Si v', vJ sorit les 
ordres respectifs des courbes F', FJ, on a s == Xv' -f XtvJ et 
s0 = )V. Les courbes F, F', FJ sont fondamentales de seconde 
espèce pour la transformation 9. Les courbes F', TJ peuvent 
coïncider. Dans ce cas, si v' est l’ordre de la courbe T', on a 
s == + ^i) et s0 = Xv'. La courbe F' est multiple d’ordre 
(À -|- XJv pour les surfaces F'. Les courbes T, F' sont fonda
mentales de seconde espèce pour la transformation 9. 10

10. Nous allons maintenant nous occuper du cas oii l’on a 
si < s — V l-es surfaces F ont alors en commun la courbe F 
d ordre v, multiple d’ordre s, la courbe F0, infiniment voisine
de F, multiple d’ordre slt et ? courbes simples Tj, T2.......F.,
infiniment voisines successives de F0(a = s — s, — sn). Dans 
1 élude de ce cas, on est conduit à utiliser les mêmes raisonne
ments que dans le cas où l’on a st = s— s0 (<j — 0); lorsque cela 
pourra se faire, nous nous contenterons d’énoncer les résultats.

Si la courbe F' est variable et engendre une surface A1 d’un 
certain ordre S', il y a une correspondance birationnelle entre
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les courbes T' et les points A de la courbe T. Les courbes T' 
forment un faisceau sur la surface A'. Une courbe V représente 
les points infiniment voisins du point A de T homologue, 
distincts des points de ro, et les courbes T sont d’ordre s0. 
Les surfaces F' rencontrent la surface A', en dehors des courbes 
fondamentales du système |F'|, suivant v courbes T'. Les 
courbes C s’appuient en 5' points variables sur la courbe F., 
sans rencontrer la courbe ro aux points d’appui.

Si la courbe F' est fixe et distincte de rj, F!, aux plans 
passant par un point de F' correspondent des surfaces F ayant 
en commun X (X > I) courbes simples, distinctes de ro, infini
ment voisines de F. La courbe F' est multiple d’ordre Xv pour 
les surfaces F' et si v' est l’ordre de T', on a s0 = Xv'. Si les 
courbes C s’appuient en des poinls variables sur F, elles doivent 
rencontrer la courbe F0 aux points d’appui.

La courbe FJ n’existe que si l’on a iq > 1. Dans ce cas, si 
elle est variable et engendre une surface Aj d’ordre SJ, il y a 
une correspondance birationnelle entre les courbes TJ et les 
points A de la courbe F. Les courbes FJ forment un faisceau 
sur la surface Aj. Une courbe FJ représente les poinls du 
domaine du second ordre du point A de 1 homologue, infini
ment voisins de F0, mais n’appartenant pas à ; les courbes TJ 
sont d’ordre s, — 1. Les surfaces F' rencontrent la surface Aj, 
en dehors des points-base de ]F'j, suivant v courbes TJ. Les 
courbes C s’appuient en 5j points variables sur la courbe F en 
rencontrant F0 aux points d’appui, mais non Tj.

Si la courbe FJ est fixe et distincte de F', FJ, aux plans 
passant par un point de FJ correspondent des surfaces F ayant 
en commun XjJXj^l) courbes simples, distinctes de 1 t, 
infiniment voisines de F0. La courbe FJ est multiple d ordre Xtv 
pour les surfaces F' et, si vJ est l’ordre de FJ, on a s1=X1/J-|- 1. 
Si les courbes C s’appuient en des points variables sur F en y 
rencontrant ro, ces courbes rencontrent Tj en ces points 
d’appui.
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Avant de commencer letude de la droite F2, il convient de 
faire les observations suivantes. Reprenons le plan o dont il a 
été question plus haut (n° 4) et considérons, dans ce plan, la 
courbe d’équation

7lo x3 xr2 + l -f rlr+2 (xit x2) = 0, (13)

où nous supposerons 1 < r < cr si st > 1 et 0 < r < * si s1 = 1. 
La transformation T fait correspondre à la courbe (13) la 
courbe

'boyj yri+l + y{ br+2(y3, y2) = 0. (14)

La courbe (13) possède donc la multiplicité r -j- 1 au 
point A = 03 et à ce point sont infiniment voisins r -f- 1 points 
simples successifs situés sur les courbes F0, T,, T,, F2.
Cette courbe rencontre donc une surface F en s(r-\-1) -f- s -f- r 
points confondus en A. Pour obtenir les courbes (I) découpées 
sur -a par les surfaces F ayant s(r -)- 1) -j- Si -f r -f- 1 points 
d’intersection avec la courbe (13) confondus en A, il suffit 
d’éliminer yl entre les équations (“2) et (14) et d’exprimer que 
la résultante peut être divisée par ysl+r + l. Cette résultante, 
débarrassée des facteurs y? +r et y\n~'\ est

Co [Or-2 (ÿa> 1/2)]” “ 1 îs-s, +2 (^3> 2/s) “F ÿ2 [•••] = 0. )

Les courbes découpées sur le plan m par les surfaces F 
considérées seront donc données par

? s-s, +2 (L 0) = 0.

Donc à ces surfaces F, qui forment un réseau, correspondent 
les plans d une gerbe dont le sommet AJ2 appartient à la 
droite Fô homologue du point A considéré. Le point A(2 appar
tient également à la courbe 1 ( si celle-ci existe, c’est-à-dire 
si Sj est supérieur à l’unité.

Cela étant, supposons la droite F' variable avec le point A; 
cette droite engendre une surface A), d’un certain ordre o2. Les
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droites H et les points À de F sont liés par une correspondance 
birationnelle et les droites ri, forment un faisceau sur la 
surface Ai (c’est-à-dire que ces droites ne peuvent envelopper 
une courbe plane, Ai se réduisant alors à son plan). Les 
surfaces F' qui correspondent aux plans passant par un point A 
de F contiennent la droite homologue F' et une surface F' 
coupe A.), en dehors des courbes-base du système | F' ], suivant v 
droites Fg. Considérons une droite p s’appuyant sur F en un 
point A. 11 lui correspond dans S' une courbe C formée de 
quatre parties : une courbe CJ d’ordre n — s variable lorsque p 
varie dans la gerbe de sommet A; la courbe F', d ordre s0, 
homologue du point A, sur laquelle la courbe s’appuie en 
un point; la courbe F), d’ordre ^ — 1, homologue du point A; 
enfin la droite FJ, homologue du point A. Celle-ci doit compter 
pour une courbe d’ordre a- —j— 1 ; d’après le théorème de 
M. Bertini plusieurs fois invoqué, cette droite Fi ne peut être 
multiple pour les surfaces F' qui correspondent aux plans 
passant par A. Il faut donc que ces surfaces aient entre elles 
un contact d’ordre <r le long de cette droite Fi.

Les courbes C, transformées des droites de £', s’appuient 
en Sg points variables sur F en rencontrant, en ces points 
d’appui, les courbes F0, rit F2, ... Ta.

Supposons maintenant la droite ri fixe, mais distincte des 
courbes F’, FJ si celles-ci sont également fixes. Alors, aux plans 
passant par un point Ai de Fi correspondent des surfaces 1 
avant en commun une courbe simple, infiniment voisine de 1 0, 
et l’on en déduit que la droite Fi est multiple d’ordre v pour les 
surfaces F'. En considérant la transformée d’une droite de S 
passant par un point A de F, on est conduit à supposer que 
les surfaces F' qui correspondent aux plans passant par ce 
point ont en commun * -f- 1 droites infiniment voisines de Fi- 
Mais alors, Ti est multiple d’ordre v(s -f- 1) pour les surfaces F' 
et l’on a a- = 1. Si la courbe existe, la droite Fi ne peut donc 
rester fixe lorsque le point A varie sur F.
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Pour terminer ce paragraphe, nous allons considérer le cas 
où les trois courbes T', T{, H sont fixes et coïncident lorsque A 
varie sur F. Cela revient à supposer qu’il existe une droite F' 
telle que les surfaces F qui correspondent aux plans passant 
par un point A' de T' ont en commun \ courbes simples, 
distinctes de F0, infiniment voisines de F, \i courbes simples, 
distinctes de l\, infiniment voisines de F0, et une courbe 
simple, infiniment voisine de Fa. On en déduit, puisque F' est 
une droite, que l’on a a = s0, \=si — 1. De plus, la droite F' 
sera multiple d’ordre $0 -f- Sj pour les surfaces F'. Puisqu’une 
droite s’appuyant sur F a pour homologue une courbe C' dont 
la partie variable a l’ordre n — s, il faut que les surfaces F' qui 
correspondent aux plans passant par un point A de F aient en 
commun s droites infiniment voisines de F'. Mais alors F' a 
la multiplicité vs = s0 s4 pour les surfaces F' et l’on aura 
v = 1, c = 0. On retrouve un cas étudié plus haut.

11. Nous allons maintenant envisager l’hypothèse où en 
un point générique de la courbe T, d’ordre v, multiple d’ordre s 
pour les surfaces F, celles-ci ont s plans tangents fixes.

Soit A un point générique de la courbe F. Considérons une 
droite p passant par A, mais ne touchant pas toutes les 
surfaces F en ce point. A un point P de p correspond un 
point P' de 1', sommet de la gerbe des plans homologues 
des surlaces F passant par P. Lorsque P tend vers A sur la 
droite p, le réseau formé par ces surfaces a pour limite le 
réseau formé par les surfaces F ayant au point A la multi
plicité s —f- 1. Aux surfaces de ce réseau correspondent dans I' 
les plans d’une gerbe de sommet A', limite du point P'. Ce 
point A' reste fixe lorsque la droite p varie dans la gerbe de 
sommet A.

Lorsque le point A parcourt la courbe F, deux cas peuvent 
se présenter : ou bien le point A’ varie et engendre une courbe 
algébrique F', ou bien le point A' reste fixe. Dans ce dernier
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cas, aux plans passant par A' correspondent des surfaces F 
ayant la multiplicité s -f- 1 en tout point de F.

Pour étudier de plus près la courbe fondamentale F, nous 
introduirons une hypothèse restrictive : nous supposerons que 
les s plans tangents aux surfaces F en un point A de F sont 
confondus en un seul «0. Choisissons alors un plan n passant 
par A, non tangent à la courhe F en ce point, et dans le plan o 
le triangle de référence que nous avons déjà considéré plus 
haut (n° 4). La section d’une surface F par le plan o a alors 
une équation de la forme

où les ; sont des formes binaires dont le degré est égal à 
l’indice et qui dépendent linéairement des quatre paramètres 
homogènes p15 u2, g3, u4 fixant la position de la surface F dans 
le système | F |.

La transformation quadratique T fait correspondre à la 
courbe (15) la courbe

(18)

On voit donc que les surfaces F ont en commun la courbe T, 
multiple d’ordre s, une courbe F0, multiple d’ordre sl, infini
ment voisine de F, et s — courbes I\, T2, rs_Sl, infini
ment voisines successives de F0.

Le réseau des surfaces F ayant la multiplicité s -f- 1 en A 
est donné par p4 = 0. Le cône langent à ces surfaces en A 
découpe sur nies droites

xll 1 Çs—s,+2 (^i, trf) Ù*

Ce cône langent comprend donc une partie fixe; le plan a0
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compté Sj — 1 fois, et une partie qui peut être mobile et qui 
est un cône d’ordre s — Sj -f- 2, non nécessairement formé de 
plans tangents en A à la courbe F.

Il convient d’examiner séparément les hypothèses si — s 
et si < s :

1° Supposons = s et considérons la conique

r, Q &3 -f~ ^1 2 (*^1 > ^2) == ô ( 17 )

située dans le plan n et tangente en A au plan a0. Cette conique 
est rencontrée par les surfaces F en 2s points confondus en A. 
Pour que les surfaces F rencontrent la conique (17) en 2s-)-l 
points confondus en A, il faut que la courbe (16) ait, en 
R(î/i = 2/2 = 6). une de ses s tangentes confondue avec la 
tangente

'Oo Vi + '0» (L 0) = 0

en ce point à la transformée par T de la conique (17), soit

•'lo yl y-2 + yGi\ 2 (2/3 » 2/2) = 0.

Pour cela il faut que l’on ait

p* [>i. 0.0)]*-^[^(1,0)]-^, (1,0) + .... 1
+ (-l)<-^[-02(C0)]s-ii2i(1,0) +... [ (18)

+ (—1)‘Æ(1,0) = 0. J

Les surfaces F possédant cette propriété forment donc un 
réseau et il leur correspond, dans les plans d’une gerbe de 
sommet AJ. Lorsque la conique (171 varie en touchant toujours 
ao en A, le point A) décrit une courbe nécessairement algé
brique FJ. La condition

£s_Sl+*('l,0) = £o(l,0) = 0

étant un cas particulier de la relation (18), la courbe FJ passe 
par le point A' correspondant au point A.

2° Supposons Sj <s. Considérons la courbe [r < s — s1)

•0oæ3Æ(+1-)-^r+2(;r1,Æ2) = 0, (19)
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qui possède la multiplicité r -|- 1 au point A = 03 et qui ren
contre les courbes ro, Fj, F2, F,, dans le voisinage de ce
point. A la courbe (19), la transformation quadratique! fait 
correspondre la courbe

'r\oyiy?+l + ?/i 'Or+2 (2/3» y-z) — b- (20)

Les surfaces F rencontrent la courbe (19) en s -f- Sj -|- r 
points réunis en A. Éliminons y± entre les équations (16) 
et (20). La résultante, débarrassée des facteurs yl,+r,yT~2s, 
s’écrit

gll/2~Si-r frr+2(2/3.2/2)]”~S —^Vlo[ïlr+2(2/3,ÿ2)]n-S-1is_Sl+2(ÿ3,t/2)+^- )
-P (—1 )'yi~11 r ^lo[^+2(2/3» 2/2)]” s s,+24(2/3» 2/2) + | (21)

+ (-1 )s'yfî'-i>r-iï [^+2(2/3.2/2)]”-s-s‘^+Sl(2/3.2/2) + 2/2 [•"] = 0. )

Supposons r = s — s,. Les surfaces F rencontrant la courbe 
(19) en s -f- Sj -f r -j- 1 = -s -f- 1 points réunis en A sont 
données par

P* fir+2 (I> 0) - r10Ç3_Sl+2(l, 0) = 0. (22)

Elles forment donc un réseau et il leur correspond dans S' 
les plans d’une gerbe de sommet A2. Lorsque la courbe (19) 
varie, le point A2 engendre une courbe F2. Observons que les 
différents réseaux de surfaces F envisagés ont en commun un 
faisceau donné par

Pi — b, 5s-s,+ 2 (1 > b) = 0.

Par suite, la courbe F2 est une droite. Comme la relation 
a j = 0 est un cas particulier de la relation (22), la droite F2 
passe par le point A1.

Supposons l<r<s — si. Les surfaces F rencontrant la 
courbe (19) en s -f- st -(- r 1 points confondus en A sont 
données par la relation

is_p1+2(1, 0) = 0; (23)

elles forment donc un réseau et il leur correspond une gerbe
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de sommet AJ,. La relation (23) est un cas particulier de la 
relation (22); par suite le point AJ2 appartient à la droite FJ.

Supposons enfin r = 0. Si l’on a Sj = 1, la condition pour 
que les surfaces F coupent la courbe (19) en s -f 2 points 
confondus en A s’exprime par la relation (23) ; mais si s1 > 1, 
cette condition s’exprime par

h*(FOj]8*-1 ;s_5l+2 (1,0) +... + £S+Sl (1,0) = 0. (24)

Ces surlaces F forment donc un réseau auquel correspond dans 
2' une gerbe de plans de sommet AJ. Lorsque la courbe (19) 
varie, le point AJ décrit une courbe algébrique TJ. La relation 
(23) étant un cas particulier de la relation (24), la courbe TJ 
passe par le point AJ2.

Si le système homaloïdal |F| possède une courbe F multiple 
d’ordre s à laquelle sont infiniment voisines successives une 
courbe ro multiple d’ordre st et s — si courbes simples 
Ej, F2, ...,rs_si; si de plus les surfaces F ont, en un point 
générique de T, tous leurs plans tangents confondus en un seul, 
à chaque point A de T sont associés :

1° un point A' ;
2° si Sj = s, une courbe TJ passant par A';
3° si s4<s, une droite FJ, passant par A' et si s± > 1, une 

courbe FJ rencontrant la droite FJ en un point AJ2; si s1 = \ , 
un point AJ, de la droite FJ.

Lorsque le point A décrit la courbe T, le point A', la courbe 
FJ, la droite FJ et le point AJ, peuvent varier ou rester fixes.

Soit p une droite passant par A, non située dans le plan a0. 
Puisque les surfaces F ont la multiplicité s en A, à la droite p 
correspond une courbe C' ayant une partie CJ, d’ordre n — s, 
variable en même temps que p. Aux plans passant par A' 
correspondent des surfaces F ayant la multiplicité s —|— 1 en A; 
donc ces plans ne rencontrent plus la courbe CJ qu’en n—s— I 
points en dehors de A' et la courbe CJ passe donc par ce point. 
Aux plans tangents en A' à la courbe CJ correspondent des
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surfaces F ayant la multiplicité s -f 1 en A et tangentes en ce 
point à la droite p. Par suite, à la tangente p' en A' à la courbe 
CJ correspond une courbe G tangente en A à la droite p.

Observons que si * est un plan passant par A, non tangent 
à F en ce point, les sections de deux surfaces F génériques par 
le plan o ont s2 -f- s\ -f- s — sl intersections absorbées en A. 
Par contre, les sections par ce plan de deux surfaces F homo
logues de deux plans passant par le point A' homologue de A 
ont s2 -f- s\ -)- 2 (s — st) -f- 2 intersections absorbées en A. 11 
en résulte que le point A' est au moips multiple d’ordres—Sj-f-2 
pour les surfaces F' homologues des plans passant par A. Par 
suite, si le point A' varie sur une courbe T' lorsque le point A 
parcourt la courbe F, la courbe F' est, d’après le théorème de 
M. Bertini plusieurs fois invoqué, une courbe-base du système 
j F' j ; c’est donc une courbe fondamentale de la transformation B.

Considérons maintenant une droite p0 passant par A, située 
dans le plan a0 mais distincte de la tangente à F en A. Les 
surfaces F rencontrent cette courbe en s -|- points confondus 
en A; par suite à p0 correspond une courbe C' comprenant une 
partie variable C(, d’ordre n — s — Les surfaces F ayant 
la multiplicité s —(— 1 en A rencontrent également p0 en 
s —(— 1 —(— s± — 1 = s —|— Sj points confondus en A; donc la 
courbe C(, ne passe pas par A'. Les surfaces F ayant s-f-s* -f- 1 
points d’intersection avec p0 confondus en A découpent, sur 
un plan o passant par cette droite, un système de courbes 
caractérisé par la relation

5s+Sl (L 0) = o,

en reprenant les notations du début de ce paragraphe. Ces 
surfaces forment donc un réseau et il leur correspond des plans 
passant par un point A'0, appartenant à la courbe C'0.

Si s = Sj, la relation précédente est un cas particulier de la 
relation (18) et le point A'0 appartient à la courbe F[. Si s, est 
inférieure à s, la relation précédente est un cas particulier de
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la relation (24) si > 1 et le point A'0 appartient à la courbe 
Tj ; si sj = 1, cette relation coïncide avec la relation (23) et le 
point A g appartient à la droite H.

12. iNous terminerons ce travail par l’examen d’un cas 
particulier : celui où l’on a st = s et où le point A' reste fixe 
lorsque le point A parcourt la courbe F. Dans ces conditions, 
à un plan passant par A' correspond une surface F ayant la 
multiplicité s -)- I en tout point de la courbe F et la multipli
cité s — 1 en tout point de la courbe infiniment voisine ro. 
En un point de T, s — 1 des plans tangents à cette surface F 
sont confondus avec a0. On pourrait supposer qu’il y en ait 
plus de s — 1 et même que les « —(— 1 plans sont confondus 
avec a0; nous ferons l’hypothèse opposée.

Nous préciserons l’hypothèse précédente en supposant que 
les surfaces F qui correspondent aux plans passant par A', 
surfaces que nous désignerons par Fa, ont deux plans tangents 
variables en tout point de la courbe F. Cela revient à supposer 
que le polynôme £2 (aq, xt) dépend elfectivement de ;j.2, p3, p4.

La courbe F compte pour 2s2v unités dans l’intersection de 
deux surfaces F génériques; par contre, elle compte pour 
(2s2 + 2) v unités dans l’intersection de deux surfaces F„; par 
suite le point A' est multiple d’ordre 2v pour les surfaces F'.

Soit p une droite passant par un point A de F, non située 
dans le plan a0 correspondant à A. Il lui correspond une courbe 
C( d’ordre n — s, passant par A'. Soient p1 la tangente à C( 
en A', Cj la courbe d’ordre n' — 2v qui lui correspond dans 
cette courbe est tangente en A à p. Aux plans passant par A, 
et qui ne rencontrent plus C4 qu’en n' — 2v •— 1 points varia
bles, correspondent oc2 surfaces F' tangentes à p' en A'. Par 
suite, les cônes tangents aux surfaces F' en A' sont variables 
(en ayant éventuellement une partie fixe).

Il y a oc1 surfaces Fff tangentes à la droite p en A; elles 
correspondent aux plans passant par p'. Ces surfaces F„ sont 
tangentes au plan a tangent à F en A et passant par p\ aux
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droites du faisceau de sommet A et de plan a correspondent 
donc des courbes C[ tangentes à p1 en A'. Lorsque le plan a 
varie dans le faisceau ayant pour axe la tangente à F en A, la 
droite p1 engendre un cône <p' et aux plans passant par A 
correspondent oo* surfaces F' ayant le cône <p' comme cône 
tangent (ou partie de cône tangent) en A'. Lorsque A décrit la 
courbe T, le cône <p' varie et engendre un faisceau |<p'|. La 
courbe T est donc rationnelle. De plus, comme elle est d’ordre 
v, le cône tangent à une surface F' en A' contient v cônes du 
faisceau |cp'| (et éventuellement une partie fixe).

Si le point A' est fixe et s’il existe un réseau de surfaces F 
ayant deux plans tangents variables en tout point de la courbe 
E, le système des cônes tangents aux surfaces F' au point A' 
est composé au moyen d’un faisceau.

On voit aisément que si la courbe F| est variable, elle 
engendre un faisceau sur une surface d’ordre §(. Les courbes 
r[ sont d’ordre s et à une droite de S' correspond une courbe C 
s’appuyant en o( points sur F, en rencontrant F0 aux points 
d’appui. Si au contraire la courbe F( est fixe et d’ordre v[, elle 
est fondamentale et multiple d’ordre Xv pour les surfaces F'. 
On a s = Xv(.
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