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Geometrie. — SUr les involutions cycliques d’ordre quatre,
appartenant a une surface de genres un,

(Seconde communication),

par L. GODEAUX, professeur a I’'Ecole militaire.

Dans cette note, nous construisons une surface du quatriéme
ordre, représentant une involution cycliqgue d’ordre quatre
appartenant & une surface de genres un (pa = P4 = 1). Cette
surface du quatrieme ordre doit posséder six points doubles dont
quatre sont bipianaires singuliers et deux coniques, et trois
faisceaux de biquadratiques (elliptiques). En rapportant projec-
tivement les quadriques passant par les six points doubles aux
plans de I'espace, la surface en question se transforme en une
qguadrique double. Cette quadrique fait partie d’un faisceau
déterminé par une quadrique inscrite a une surface de Kimmer
et par le plan polaire d’'un point singulier de la surface de
Kimmer par rapport a cette quadrique, ce plan étant compté
deux fois.

Dans une troisiéme note, nous construirons deux plans
doubles de genres un représentant des involutions cycliques
appartenant a des surfaces de genres un.

1. Soit «b une surface du quatrieme ordre, simple, de I'espace
ordinaire, image d’une involution cyclique d’ordre quatre, appar-
tenant a une surface de genres un (pa = P4 = 1) et telle que
ses sections planes T ne passent, en général, par aucun point de
diramation.
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appartenant a une surface de genres un. 3

Dans notre premiére communication (*), nous avons démontré
que la surface d> jouit des propriétés suivantes :

I. La surface possede quatre points doubles biplanaires
Aj, A2, A3, A4 a chacun desquels est infiniment voisin un point
double conique.

Nous désignerons par A' le point double conique infiniment
voisin de A,. La droite A-A" est une tangente quarti-ponctuelle.

L’ensemble (A-, Aj) équivaut, au point de vue des transfor-
mations Irrationnelles, a I’ensemble de trois courbes ration-
nelles rilf ri2, ri0, de degré —2. Les courbes Fa, ri2 ne se
rencontrent pas, mais rencontrent toutes deux rf0 en un point.

IL La surface <> posséde deux points doubles coniques A5, Afi.

Chacun de ces points est équivalent a une courbe rationnelle
de degré — 2. Nous désignerons par T5 la courbe équivalente
a A5, par r6 la courbe équivalente & Aa.

1. 1l existe, sur la surface d>, un faisceau IrJ de biquadra-
tiques gauches (elliptiques) tel que

2ri N/ I(r« + ri2 + 2rip™N2r.

Le long de chaque courbe r4, il existe une quadrique passant
par Al; A2, A3, A4, inscrite a la surface d> Cette quadrique est
tangente aux droites AjAJ, A2A2, A3A3, A4A4,

IY. 1l existe, sur la surface <P, deux faisceaux [T2|, jr3|,
formés de biquadratiques gauches (elliptiques), tels que

4r) + "E(ril+3ij2 + 2ii0) + 2(T5 +16) = 4r,
[
43+ b (Mil+ 12+ 21i0) +2(1s-)- rb) =41,

Le long de chacune des courbes T2, r3, il y a une surface du

(*) Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, 1923, pp. 75-88.



A L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

quatriéme ordre ayant un contact du troisiéme ordre (quarti-
ponctuel) avec la surface <. Ces surfaces du quatriéme ordre
passent par les points Aj, A2, A3, A4, A5 AG.

De plus, le systéme

lr0hr, +r,|

est découpé, sur d> par les quadriques passant par Al? A2, A3,
dy N5> A6

Observons que des égalités fonctionnelles qui les définissent,
on conclut que deux courbes F2, F3 se rencontrent en deux
points variables avec les courbes (et simples pour la surface d>).

Dans la suite de ce travail, nous supposerons que la surface <
est la surface du quatrieme ordre la plus générale possible,
satisfaisant aux quatre conditions énumérées ci-dessus. Dans ces
conditions, la surface 4> étant dépourvue de courbes multiples,
sera de genres un (*).

2. Supposons que la surface <> existe effectivement et dési-
gnons par |Q| le systeme des quadriques tangentes aux droites
AjJA(, A2A2, A3A3, AdA' respectivement aux points At, A2, A3, A4,
Le systtme |Q| est un faisceau ou un réseau; nous allons
démontrer que c’est précisément un réseau.

Considérons deux courbes quelconques F(, T" du faisceau [rt |.

Les quadriques passant par F( découpent encore sur 4> des
biquadratiques gauches formant un faisceau |F'|. Ce faisceau |r’|
contient la courbe r|, car il y a une quadrique inscrite a la
surface 4» le long de Les faisceaux jFj|, |F'| ont donc une

(*) Les quatre propriétés de la surface 4> qui viennent d’étre énumérées ne sont
dailleurs pas toutes indépendantes. Dans la seconde partie de notre Mémoire sur
les involutions appartenant & uue surface de genres un (Annai.es de I’'Ecole normale
supérieure, 1919, pp. 51-70), nous avons démontré que pour que la surface
représente une involution cyclique d’ordre quatre appartenant a une surface de
genres un, il faut et il suffit qu'elle satisfasse aux conditions I, 1l et qu’il existe
soit une courbe F2, soit une courbe 8.
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appartenant a une surface de genre un. >

courbe commune ; s’ils ne coincident pas, ils appartiennent
a un méme réseau de courbes elliptiques. La surface <b, étant de
genres un, ne peut posseder de réseau de courbes elliptiques,
donc |rt| et |r'| coincident.

De méme, les quadriques passant par T" découpent, sur <b,
le faisceau IrJ.

Les faisceaux de quadriques ayant respectivement pour base
Ir;, r'" ne peuvent coincider si ces courbes sont distinctes. Ils
ont d’ailleurs une quadrique commune, précisément la quadrique
qui découpe, sur «b, la courbe Tj -j- F". Les faisceaux appar-
tiennent donc a un réseau.

D’autre part, une quadrigue passant par une courbe Ft appar-
tient nécessairement & |Q|, donc ce systéme est un réseau.

Observons de plus que dans le réseau |Qj, il y a ool faisceaux
dont les bases sont les courbes de |rtj; par suite, toute qua-
drique Q contient une courbe et, par conséquent, une seconde
(éventuellement coincidente avec la premiére).

3. Considérons les quadriques de |Q| passant par le point A5.
Elles forment un faisceau dont la base appartient a <b et est
précisément la courbe de |rt passant par A5 Cette courbe
possede un point double en A5 et dégénére en une courbe
gauche rationnelle d’ordre quatre, F15 et la courbe infiniment
petite T.. La courbe T15 est projetée de A. suivant un cone du
second ordre qui appartient a |Q|, donc, dans le réseau |Q|, il y a
un cbne du second ordre ayant son sommet en Ab.

De méme, dans le réseau |QJ, il y a un cdne ayant son
sommet en A0. Ce cOne rencontre ‘b suivant une biquadratique
rationnelle F16 ayant un point double en A0 et suivant la courbe
infiniment petite r6. On a

i =116 + 16-

La quadrique du réseau |Q| passant par A5, A6 rencontre la
surface $ suivant une courbe composée F15 -f rlf -f- rb -f- 16,
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6 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

Nous désignerons par Qj, Q? respectivement les cOnes de
sommets A5, A6, par Q0 la quadrique passant par A5, AG.

Observons que la surface du quatrieme ordre formée des
cdnes Qj, Q2 satisfait aux conditions I, Il et IIl. Il en est de
méme de la surface du quatrieme ordre formée par la qua-
drique Q0 comptée deux fois. Par suite, toute surface du
quatriéme ordre appartenant au faisceau déterminé par les
surfaces 2QO0, -|- Q2, satisfait aux conditions I, 11 et IlI.

4.Considérons les quadriques R passant par les six
points A*, A2, A3, A4, A5 A6. Elles forment un systéeme
linéaire 003, |R]|.

Trois quadriques de jR|, n’appartenant pas & un méme
faisceau, ont en commun deux points, en dehors des six points-
base. Les couples de points ainsi obtenus sont en nombre oc3
et forment une involution spatiale J2. Cette involution déter-
mine une transformation birationnelle involutive de I'espace,
transformation dans laquelle deux points homologues forment
un groupe de J2 et que nous désignerons par T.

Nous allons montrer que la surface <b est transformée en
elle-méme par T.

Soient r2, P3 deux courbes arbitraires respectivement des
faisceaux |r2|, jr3|. Ces deux courbes ont deux points communs
(simples pour <J}»). Nous allons faire voir que par ces points
passent 002 quadriques R, formant un réseau, et que par suite
ces points forment un groupe de Ja.

Les quadriques R découpent, sur «b, les courbes

0= +rni

Par suite, les quadriques R passant par To découpent, sur <>, le

faisceau .
[r0—r;[ =113,

et de méme, les quadriques R passant par T3 découpent, sur <b,
le faisceau |rg|. Les faisceaux de quadriques ayant respective-
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appartenant a une surface de genre un. 7

ment pour base F*, rj, qui sont des faisceaux appartenant a |R|,
ne peuvent coincider, car les faisceaux de courbes |r2|, |r3
sont distincts. Ces deux faisceaux ont en commun la quadrique R
découpant, sur <h, la courbe 17 -j- F'; ils appartiennent donc a
un réseau appartenant a |R| et par suite, les points communs
ai 2' 3 fiui appartiennent a toutes les quadriques de ce réseau,
forment un groupe de J,. La surface <> est donc formée de x?
groupes de J2 et est, en d'autres termes, transformée en elle-
méme par T. De plus, les courbes de jF,j, |3 sont transformées
en elles-mémes par T.
Observons maintenant que, de la relation fonctionnelle

[foi=112+Fg|,

résulte que toute courbe T0 est rencontrée par une courbe F2 en
deux points appartenant a une courbe F3; par suite, les courbes
de |10 sont transformées en elles-mémes par T.

Lue quadrique quelconque rencontre la surface ‘b suivant
une courbe d'ordre huit et de genre neuf; les courbes décou-
pées par les quadriques de |Rj possédent six points doubles
en Al; A2 Ae et sont donc de genre trois, comme cela
résulte d ailleurs de la relation fonctionnelle

10 12H-13

Considérons les quadriques R tangentes a la droite Al AJ. Ces
guadriques forment un réseau et découpent, sur <> des courbes
d ordre huit présentant deux points doubles infiniment voi-
sins A,, Aj et cing points doubles A2, A3, AG6. Ces courbes
sont donc de genre deux et forment un systeme complet (réseau)
de degré deux, puisque d> est de genres un. Chacune de ces
courbes est transformée en elle-méme par T. Il en résulte que
la courbe infiniment petite F10, ou encore le point AJ, est trans-
formé en lui-méme par T, sans quoi les courbes F0 envisagée
actuellement auraient un huitiéme point double.

De méme, T laisse invariants les points AJ, AJ, Al.
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8 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d'ordre quatre,

5. Désignons par S I'espace ordinaire contenant <b et rap-
portons projectivement les quadriques du systéeme |Rj aux plans
d’un espace linéaire a trois dimensions 2*. On obtient ainsi,
entre les espaces 2* et 2 une correspondance (1, 2). A un point
de 2* correspondent deux points de 2 formant un groupe de J2.
Inversement, a un point de 2 correspond un seul point de 2 .

Cette correspondance est bien connue, nous nous bornerons
a rappeler ici les propriétés qui nous seront nécessaires (*).

Les points de 2* auxquels correspondent deux points coin-
cidents de 2 sont situés sur une surface de Kimmer T* (surface
de diramation). La surface correspondante dans 2 (lieu des points
de 2 invariants pour T) est la surface de Weddle W, lieu des
sommets des cOnes appartenant au systeme |R].

Les points singuliers de la surface de Kimmer *F* sont :

a) Le point P*, sommet de la gerbe des plans qui corres-
pondent aux quadriques circonscrites a la cubique gauche y3,
déterminée par les six points At, A2, ..., A6. Aux points de 27,
infiniment voisins de P*, correspondent les couples de points
de la cubique gaucbe y3.

b) Les quinze points P~ sommets des gerbes de plans qui
correspondent aux quadriques de |R| passant respectivement
par les droites A,Aa (I, k= 1,2, 3, 4, 5, 6; i 4=h)- Aux points
infiniment voisins de P,*, dans 2* correspondent les couples
de points de la droite A /At

Aux points de 2 infiniment voisins de A, correspondent,
dans 2* les points du plan m* tangent & la surface de Kim-
mer 'F* suivant une conique y* et contenant les six points
singuliers P* et P* {k + i). En particulier, aux points de la
surface de Weddle infiniment voisins de A, correspondent les

(*) Nous avons déja utilisé cette correspondance dans notre note Sur les surfaces
du quatriéme ordre ‘possédant six points doubles biplanaires ordinaires (Bull, de
I’Acad. roy. de Belgique, 1922). Cette correspondance a été étudiée par M. Snyder
[Trans. Amer. Math. Society, 1911) et, auparavant, par Reye (Journal de Crelle,
t. LXXXVI). Nous n’avions pas cité ce dernier géometre.
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appartenant a une surface de genres un. 9

points de la conique y*. Enfin, aux points infiniment voisins
de A- situés dans un plan correspondent les points d’une
droite de n*.

6. La surface <b, étant formée de 002 groupes de J2, a pour
correspondante, dans 2* une quadrique <b* sur laquelle la
courbe de diramation, du huitiéme ordre, est découpée par la
surface de Kimmer fif*. i\ous allons rechercher quelles sont les
relations entre les surfaces <b* et 'F*.

Le point A5 étant double conique pour <b, aux points de cette
surface infiniment voisins de A5 correspondent, dans 2* les
points d’'une conique du plan r*. La quadrique «b' rencontre
donc le plan tJ suivant une conique non dégénérée. Elle ren-
contre de méme le plan tJ suivant une conique non dégénéreée.

Le point Al étant biplanaire pour <b, aux points infiniment
voisins de At sur cette surface correspondent, dans 2* les points
de deux droites du plan ttJ. Le point commun a ces deux droites
est le correspondant du point AJ. Mais, comme nous l'avons vu,
ce point AJ est transformé en lui-méine par T; il appartient
donc a la surface de Weddle fi7; par suite, son correspondant PJ
appartient a la surface de Kimmer W*. On voit donc que la
quadrigue «b* est tangente au plan ttJ en un point PJ de la
conique yj. Comme la surface 'F* touche également ce plan le
long de yJ, les surfaces <b* et <F* sont tangentes en PJ.

De méme, la quadrigue <b* touche la surface de Kimmer *F*
en trois points PJ, P* P* situés respectivement sur les
coniques yj, y.J, yj. En ces points, <b* touche également les
plans n*, 1t*, tt* respectivement.

Observons enfin que la quadrigue QO0, tangente aux droites
AjAJ, A3AJ, A3AJ, AdAJaux points A,, A2, A3, Al respectivement,
et passant par A3 A6, est une quadrique de |R|. Il lui corres-
pond donc, dans 2* un plan Q*. Ce plan passe par les corres-
pondants PJ, PJj, P*, P* de AJ, AJ, Al, AJ; les quatre points
PJ, P2, P*, PJ sont donc coplanaires.
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*10 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

7. En nous basant sur ces résultats, nous allons construire
la surface «1 en partant de la correspondance (1,2) entre 2* et E.

Choisissons six points A4, A2, A3, A4, A5, Al sans relation par-
ticuliére entre eux dans 2, et rapportons projectivement les
quadruples passant par ces points aux plans d’un espace S*.
Conservons, pour la correspondance (1, 2) entre S et S ainsi
définie, les notations indiquées plus haut (n° 5).

Sur la surface de Kimmer W*, considérons un quartique
elliptique gauche y* passant par les huit points singuliers

Ris P35, Phy Pis Plee oo Pies Piby

quartique qui existe certainement sur la surface de Kimmer a
modules généraux (*). Le long de y*, il y a une quadrique Q
inscrite a la surface de Kimmer Il *. De plus, la courbe y et la
quadrique Q* touchent en un point (variable avec y*) tout plan
singulier de gue y* ne rencontre qu’en deux points singu-
liers.

La courbe y* ne rencontre le plan -* qu’en deux points sin-
guliers P*5, P*6, par conséquent, cette courbe et la quadrique Q*
touchent le plan  en un point P4 (non singulier, situé sur y*).

De méme, la courbe y* et la quadriqgue Q* touchent les
plans *2 en P*2, tt3 en P*3, < en P*4, ces points étant non sin-
guliers pour 'P* et situés respectivement sur les coniques
Y2- V¥ Y*! w

La courbe y* rencontrant chacun des plans tc6, tt6 en quatre
points singuliers, la quadrique Q’ ne touche pas ces plans.

La quadrique Q* touchant les plans tc*, it3, it4, le plan
polaire Qo du point P* par rapport a cette quadrique, passe par
les points de contact P*, P2, P3, P4

Désignons par ¢* une quadrique quelconque du faisceau

(*) G. Humbert, Théorie générale des surfaces hyperelliptiques. [Journal de Liou-
ville, 1893, (4), IX, pp. 29-170, 361-473.] Voir en particulier le chapitre 111, p. 78.
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appartenant a une surface de genres un. 1

déterminé par la quadrigue Q* et le plan Q0 compté deux fois.
Cette quadrique <b* touche -* et V* au point P* (i=1,2,3, 4)
et rencontre les plans n*5, tz; suivant des coniques.

A la quadrique 'h* correspond, dans S, une surface du qua-
trieme ordre ‘h. Nous allons démontrer que cette surface «h
satisfait aux quatre conditions énumérées plus haut (n° 1) ou,
en d autres termes, que <> est I'image d’une involution cyclique
d’ordre quatre, appartenant a une surface de genres un.

8. Commencons par observer qu’aux quadriques de H* appar-
tenant au faisceau déterminé par Q*, 2 correspondent dans S,
des surfaces du quatrieme ordre appartenant au faisceau déter-
miné par les surfaces qui correspondent aux gquadriques Q*, 2Qo.

A la quadrique Q*, tangente (en chaque point d’intersection)
a la surface de diramation IF* correspond une surface du qua-
trieme ordre de 2 dégénérée en deux quadriques Q4, Q2. Ces
deux quadriques passent chacune une fois par les points A4, A2,
A3, A4 puisque, Q* étant tangente a tt*, par exemple, la surface
du quatriéme ordre Q! Q2 doit avoir un point double bipla-
naire en Aj. De plus, si nous désignons par A) le point infini-
ment voisin de A, qui correspond a P* (i = 1, 2, 3, 4), on voit
gue les quadrigues Q! et Q2 sont tangentes aux droites AjA),
ala;, a3a;, ada).

La surface du quatrieme ordre -f- Q2 posséde des points
doultles coniques en A5, Aa, puisque Q* rencontre tt,  suivant
des coniques. Il en résulte que l'une des quadriques QIl( Q2
par exemple QI; posséde un point double en A5 l'autre, Q2, a
un point double en AQ.

A la quadrique Q* correspond donc, dans S, I’'ensemble de
deux cones du second ordre de sommets respectifs A5, A6 et
passant tous deux par Al; A2, A3, A4

Au plan Q* correspond dans £ une quadrique Q0 passant par
les points Al( A2, A3, A4, A5 A6. De plus, puisque passe
par P* P* P3 P* la quadriqgue Q0 touche les droites A4A(,
A2A), A3A), ALAl
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42 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d'ordre quatre,

Il résulte de tout ceci que la surface du quatrieme ordre <b
fait partie du faisceau déterminé par les surfaces Q! -(- Q2, 2 QO;
elle satisfait donc aux propriétés I, Il et 111 (n° 3).

Il nous reste a démontrer que ‘b satisfait a la condition IY.

A une génératrice rectiligne de la quadrique <b* correspond,
dans S, une biquadratique gauche passant par les points At, A2,
A3, A4, A5 Al (intersection de deux quadriques passant par ces
points), et située sur <b.

Aux deux systémes de génératrices rectilignes de ‘b* corres-
pondent donc, sur'b, deux faisceaux de biquadratiques gauches.
Il s’agit de montrer que ces faisceaux possedent les mémes
propriétés que |r2|, |r3|, c’est-a-dire qu’une biquadratique consi-
dérée rencontre une des courbes rfl, Ti2 en un point, ne ren-
contre pas l'autre, ni la courbe ri0 (i=*= 1, 2, 3, 4), enfin ren-
contre en un point les courbes 5, rb.

Considérons une génératrice rectiligne G* de ‘b*. G* rencontre
le plan ir? en un point, donc la biquadratique correspondante G
rencontre la courbe P5 en un point. De méme, G rencontre T6
en un point.

La droite G* rencontre le plan t* en un point généralement
distinct de P* et situé sur une des génératrices de ‘b* située dans
ce plan. Par suite, la courbe correspondante G ne rencontre
pas rl0 et rencontre une seule des courbes rit, rl2 en un point.

Partant de ces résultats, on peut montrer que les faisceaux
de biquadratiques gauches correspondant aux systemes de géné-
ratrices rectilignes de <b* satisfont aux équations fonctionnelles
indiquées plus haut (n° 1, 1V) (*).

Remarquons que les quartiques elliptiques gauches (biqua-
dratiques) passant par huit points singuliers d’une surface de
Kummer sont en nombre ool (formant un faisceau). Il existe
donc go! quartiques telles que y* et par suite ool quadriques
telles que Q* et, en correspondance, ocl plans tels que Qqg.

(*) Voir notre premiére communication, n° 9.
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appartenant a une surface de genres un. 13

Chaque couple Q*, QJ donne naissance a ool quadriques d>*,
donc ocl surfaces <p. Par conséquent :

Etant donnés six points arbitraires de I'espace Al, A2, A3
A4, A5 A6, il existe 002 surfaces du quatrieme ordre images
d'involutions cycliques d’ordre quatre appartenant a une surface
de genres un et possédant quatre points doubles biplanaires sin-
guliers en Al; A2, A3, A4, deux points doubles coniques en A5, Ab5.

Observons qua la quadrique Q¥ inscrite a la surface de
Kummer >F* le long d’une biquadratique gauche y=*, corres-
pondent les deux cones Q4, Q2 dont la courbe d’intersection
correspond a y* et est donc située sur la surface de Weddle
par suite :

Etant donnés six points arbitraires A4, A2, A3, A4, A5 A6,
si I’'on considére deux cones Q4, Q2, passant par A4, A2, A3, Al
et de sommets respectifs A5, A6, et si ces deux cones se ren-
contrent en une courbe appartenant a la surface de Weddle
(lieu des sommets des cones passant par les six points donnés),
il existe une quadrique Q0 passant par ces six points et ayant,
en chacun des quatre premiers, une tangente commune avec les
deux cbnes. Toute surface du quatrieme ordre, appartenant au
faisceau déterminé par les surfaces Q! -|- Q2, 2Q0 est I'image
d’une involution cycliqgue d'ordre quatre, appartenant a une
surface de genres un (*).

9. Si l'on considére deux cénes du second ordre passant
par Ait A2, A3 A4 et ayant respectivement A5 A6 comme

(*) Remarquons que la possibilité de I'existence de cones tels que Q), Q2 apparait
immédiatement. Les cones passant par Ai, A2 a3, a4, de sommet A3, découpent,
sur la surface de Weddle 'F des courbes du huitieme ordre formées des quatre
droites AMA$, A2A3, A5 A3. A4A3 et de quartiques gauches (formant un faisceau). De
méme, les cones de sommet A6, passant par Alt A2, A3, A3, donnent naissance,
sur V, a un faisceau de quartiques gauches. Ces deux faisceaux ont en commun
une courbe formée par la cubique gauche y3 et la droite A3A6. La surface *F étant de
genres un, ces faisceaux doivent coincider et étre formés de quartiques elliptiques.
Chacune de ces courbes est par suite commune a deux cones tels que Q4, Q2.
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14 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

sommets, il n’existe pas, en général, de quadriques passant paur
les quatre premiers points et y ayant une tangente communoe
avec les deux cdnes. On est donc amené a rechercher si, lorsquae
cette quadrique existe, les cones ne se rencontrent pas nécess-
sairement en une courbe de la surface de Weddle Ur. Alors, laa
propriété 1Y (n° 1), serait une conséquence des autres. Laa
réponse est négative.

Pour le montrer, commencons par rechercher la conditioin
d’existence d’un réseau de quadriques |Q| ayant une tangentee
commune en chacun des points Al( A2, A3, A4,

Prenons le tétraedre A4, A2, A3, A4 comme tétraedre dée
référence, de maniere a ce que le plan opposé au point A, aiit
comme équation xt=0 (i =1, 2, 3, 4). Soient

tCq X3 X,
al2 al3 ald
x4 X3 xd
azi a3 au
Xi X Xi
a3l a3 as
X, X,, x3
adl Xi3

les équations des tangentes A4A4, A2A3, A3A3, A4A' auxx
qguadriques Q en A4, A2, A3, A4

Si le réseau | Q| exisLe, il contient un cone de sommet A¢;;
on obtiendra précisément ce cone en assujetissant une quadriquee
de |Q] & avoir en A4 deux tangentes distinctes de A4AJ et nom
situées dans un plan contenant cette droite. Il existe de méme,,
dans |Q|, des cOnes de sommets A2, A3, A4. Inversement, s'ill
existe trois cones du second ordre de sommets A4, A2, A3 res-.-
pectivement, passant tous trois par les quatre sommets dm
tétraédre et ayant en ces points, respectivement, avec less
droites (1), deux points d’intersection confondus (et nee
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appartenant a une surface de genres un. 15

satisfaisant pas a d’autres conditions), ils détermineront le
réseau |Q].

La condidion d’existence d'un cne de sommet Al tangent en
A2, A3, A4 aux droites A2 A2, A3 A3, A4 A4, c'est-a-dire tangent
aux plans

3 3
a2 a2 as4 a32 ad2 ad3
est (*)

«23«34«d2 “F «24«43«32 = O. (&)

Les conditions d’existence des cones de sommets A2, A3 dont
il est question plus haut sont de méme

«13«34 «44 4+ «14«43«31 = O, (©)

«12«24«41 -F" «14«42«21  O* )

Ces conditions (2), (3), (4) doivent étre vérifiées par les
droites (1) pour que le réseau |Q| existe.

Remarquons qu en éliminant a41, a42. a43 entre les équations
(2), (3), (4) précédentes, on trouve

«12«23«31 + «13«32«21 = 0, (5)

qui exprime qu il y a un cbne du second ordre de sommet A4,
tangent en A4, A2, A3 aux droites Ai A), Al A2, A3 A

10. Désignons par (cq, a2, a3, ad) les coordonnées de A5,
par (bi, b2, b3, 64) celle de A0. Considérons les cbnes ayant ces
points pour sommet respectifs et passant par At, A2, A3, A,,
dont les équations sont

(*) 1l suffit d’appliquer le théoreme de Pascal a la conique intersection du cone
et du plan.r, =0, I'hexagone étant réduit a un triangle inscrit et aux tangentes
aux sommets.



16 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

Recherchons quelle est la relation existant entre X et p pouir
que ces deux cbnes appartiennent au réseau |Q]|.

On doit tout d’abord exprimer que les plans tangents aux deux
cbnes en A- se rencontrent suivant la droite A, A' (i = 1,2,3,4)).
Cela donne
o1+ XY e pl+>0
v aA J \

al2 « al3 « ai4 — | aub2 a2b4

\az2bs 03b2

o r l+x+1+IA, (P M
an*23: atl — V |«3&4 alh I " \Libl ad)d

MI +1t0 + +

a>3 0J)l
_ PA+X) ~1+pMh.f~
e ams alhy 3 \MA ob
I1+P  1+X
e (2
« oy f MIP) | L4(LHAA
b3 g’ S -
I+X  1+p
aj)?2 azhs

En substituant ensuite aux <i dans les relations (2), (3), (44)
et (5), les valeurs trouvées, on obtient une méme relation qiui
se décompose en deux autres.

X—p =0, (18)
(aiadb3bd + a3adbA) Xp (X + p + 2) + (alashj)4 + a2ad6A) A + g + ~“Xpp)
— (a.gjtjb, + aAbJu) (I+X)(1 + p) X +p) = 0. (19
Posons
XK
hl

(k=123 4 i<fe).
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appartenant a une surface de genres un. 17

Si X =p, les cones (6) et (7) se rencontrent sur la surface
d’équation
Ai2Aj4b8HA  ALA2IB12BY = 0.

C’est précisément I'équation de la surface de Weddle V, sous
la forme que lui a donnée llierholzer (*).

Si I'on suppose que X et p sont liés par la relation (9), on
trouve que les cbnes (G) et (7) se rencontrent sur la surface
d’équation (**).

i - a/ij)fif) AA34BmHs, (ANANBABA (- ALANIT 4D
L MNe43 - bl ALARBLL By ( Al | ALALBLBY)
i - a.:ttd)JiH\N\uP3DA! ALAIILNB 3 -)- AyANBABR) = 0.

Cette surface, du huitieme ordre, ne contient certainement
pas la surface de Weddle comme partie, sans quoi le premier
nombre de la relation (9) serait divisible par X — p, ce qui n'a
pas lieu (***).

On voit donc que :

Une surface du quatrieme ordre possédant six points doubles
(deux coniques et quatre biplanaires singuliers) 7iest pas néces-
sairement I'image d’une involution cyclique d'ordre quati'e
appartenant a une surface de genres un.

11. Avec les données précédentes, on peut aisément con-
struire I'équation d’une surface 4 image d une involution
d’ordre quatre appartenant a une surface de genres un.

(*) Voir, par exemple, C. M. Jessop, Quartic Surfaces (p. 178). Cambridge, 1916.
(**) On utilise les relations

A2A3% + A4N23 = M3 A24, B12B3L -j- Bu Ip-, = B45 B24.

(***) On voit aisément que cette surface passe doublement par les droites A1A5,
AiAb (t=1, 2, 3, 4), simplement par les arétes du tétraedre AjA"AjAj, et par les
droites communes aux couples de plans déterminés par les couples de trois points
différents de I'ensemble Ait A2, ..., A6, I'un de ces plans passant par As, I'autre
par A6.
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18 A. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

Pour les cones Ql; Q2 nous prendrons les équations (6)
et (7) ou p = X. Pour la quadrique QO0, nous prendrons une
quadrique passant par les six points Alt A2, Af et tangente
aux droites A4A[, A2A2, A3A3. L’équation de Q0 sera donc

X4X2 X4AX3  X4X4  x2x3  x2x4 X3t

al a2

b2

&12

&21

i3
bib3

«13

(0]

«34

adal

b A

«44

a203

b.A

o

*23

«32

«2«4

b2 b4

(0]

““24
o

a3a4

b3bt

o

o

«34

ou, en remplacant les a par leurs valeurs en fonction de

X et p = X trouvées plus haut et en représentant par
PIK = «A —akht (ibk=1,234)

les coordonnées pluckériennes de la droite A5AS,

X3X. XaXa X2X3 X2X4 X3X4
asaz «4«3 asas azas (X2a>\ azas
bA bib3 b A b2b3 bA b3b4
afbzpss CiApu L : 0 0 0

f(x, X)
aieiP3 0 0 441" asbaPis 0
R 1
0 0'JhP'u 0 4+ """ 0 el | «A

L’équation d’une surface d> sera donc de la forme
[f(x, X)]2 +t[ALAJ] -)- XA13A2J [B12B!li -(- X B13B#] = 0.

12. Nous terminerons cet exposé en construisant une sur-
face du quatrieme ordre, possédant dix points doubles isolés,
birationnellement identique a d>.
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appartenant a une surface de genres un. 19

Rapportons projectivement les surfaces cubiques circonscrites
au tétraédre A1A2A3A4 aux plans d’un espace ordinaire S'. En
d’autres termes, (yl1,y2, }hiy.y) étant les coordonnées ponctuelles
homogénes de 2' par rapport a un tétraedre de référence

posons

Ui o 123 y* = x2x3x4 : x3xix| : XA X0 XN Xs.

Nous obtenons ainsi une transformation birationnelle entre
£ et 2' (*). Aux plans de 2 correspondent, dans S', les surfaces
cubiques circonscrites au tétraedre B1B2B3B4. Aux droites de S
(ou de S') correspondent les cubiques gauches de 2' (ou de S),
passant par les points 64,62,63,64 (ou par A4, As, A3 Ad).

Aux points de 2, infiniment voisins de A4, correspondent les
points du plan B2B3B4. Aux points infiniment voisins de A{
situés dans un plan, correspondent les points d’une conique
passant par B2, B3, B4. On a des propriétés analogues pour les
points infiniment voisins de A2, A3, A4, B4, B2, B3,B4.

Considérons la surface <b, de 2, du quatriéme ordre, ayant
des points doubles biplanaires en At, A2, A3,A4, un point double
conique infiniment voisin & chacun de ces points, et enfin deux
points doubles coniques isolés A5, A6.

Soit la transformée de d>, <B' est du quatriéme ordre, car
toute cubique gauche passant par Al; A2, A3, A4 rencontre <
en 3x4 — 4™ = 4 points variables. Au point double
coniqgue A-, de d>, infiniment voisin de A-, correspond un point
B', double conique pour <P situé dans le plan du tétraédre
64626364 opposé a BI (i =1, 2, 3, 4).

Aux plans tangents a <> en A- correspondent dans S' deux

(*) Cette transformation birationnelle est bien connue. Elle est un cas particulier
de la transformation obtenue en rapportant projectivement les surfaces cubiques
passant par une sextique gauche de genre trois aux plans d’'un espace ordinaire.
Actuellement, la sextique gauche dégénere en les six arétes du tétraedre  A2A3A4;
les sommets de ce tétraédre sont doubles pour les surfaces cubiques considérées.
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20 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre,

cones du second ordre tangents a <b' en B, (et passant par B' et
par les autres sommets du tétraedre B4B2B3B4). Il en résuilte
que B, est double biplanaire pour <b, les plans tangents en ce
point étant les plans tangents aux deux cones le long de la
droite B,B- (i= 1, 2, 3, 4).

Nous avons vu plus haut qu’il existe un cone du second ordre
de sommet Al( tangent aux droites A2A2, A3A3, A4Al respec-
tivement en A2, A3, A4 A ce cbne, correspond, dans £', un
plan passant par B4, B2, B3, B'. On établit de méme que lies
points B2, B;, B', B[; B3, B;, BJ, B, B4, BJ, Bi, B', sont
coplanaires, par suite les tétraédres B4B2B3B4; BIBOB'B' somt
des tétraedres de Moebius.

Aux points doubles coniques A5 A6 de «b correspondent
évidemment des points doubles coniques de <b'.

Aux biquadratiques gauches I\, T2, F3 (n° 1) tracées sur «b,
correspondent, sur <b', des biquadratiques gauches F2, ir3.
Il est aisé de voir que :

Les biquadratiques T' passent par B4, B2, B3, B4, B|, B2, IB/,
B' et forment un faisceau |Fj|.

Les biquadratiques r? et T3 passent par B4, B2, B3, B4, B5, 1B0,
et forment deux faisceaux |r2|, |r3].

Donnons-nous maintenant la surface <b, d’ordre quatire,
possedant dix points doubles isolés, quatre, B4, B2, B3, ffi4,
biplanaires ordinaires, six, BJ, B2, B3, B', B5, B6, coniques, lies
groupes de points B4B2B3B4, B[B2B.'B' formant deux Létraedires
de Moebius. Supposons de plus que sur <b' existe une biquia-
dratique gauche F' passant par B4, B2, B3, B4, B5, B6.

En rapportant projectivement les surfaces cubiques passaint
par les arétes du tétraédre B4B2B3B4 aux plans d’un espaice
ordinaire, on obtient une transformée birationnelle <h0 de <<l
possédant quatre points doubles biplanaires A4, A2, A3, A4, ayaint
des points doubles coniques AJ, A® A3, A4 infiniment voisims,
et deux points doubles coniques A5, AG6.

Comme il y a 002 quadriques passant par les sommets (de
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appartenant a une surface de genres un. 21

deux tétraedres de Moebius, il y aura oc? quadriques tangentes
aux droites A4AJ, A2AJ, AjAJ, A4A] aux points Al( A2, A3 A4

A la courbe rj correspond sur dX une biquadratique gauche
passant par A,, A2 , A8, mais non par AJ, AJ, AJ, Al. Par
suite, cette courbe est tracée sur une des nappes de d» en chacun
des points A4, A2, A3, A4, et les quadriques qui la contiennent
découpent, sur ¢>0, un systéme |r3| de biquadratiques gauches
passant par Alt A2...... A6. On en déduira sans difficulté
que <0 jouit des mémes propriétés que d> Par conséquent .

Etant donnés deux tétraédres de Moebius 1 et 11, une surface
du quatriéme ordre, posseédant :

Des points doubles biplanaires ordinaires aux sommets du
tétraedre |I;

Des points doubles coniques aux sommets du tétraedre I1;

Deux points doubles coniques en deux autres points;

Une biquadratique gauche passant par ces deux derniers
points et par les sommets du tétraédre I;

Représente une involution cyclique d'ordre quatre, apparte-
nant a une surface de genre un.

11 serait aisé de continuer I'étude de la surface 4' et de
démonlrer, par exemple, I'existence de deux cones du second
ordre de sommets B5, B6, passant par les sommets des
tétraedres I, Il, et se rencontrant sur la surface de Weddle
relative aux points B4, B2, ..., B,;

Bruxelles, 29 juin 1923.

Bruxelles. — Imprimerie M. Hayez, rue de Louvain, 112.
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