
Géométrie. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre 
appartenant à une surface de genres un

(troisième communication) (*), 

par L. GODEAUX, professeur à l’École militaire.

Dans cette troisième et dernière note (**), nous considérons 
les plans doubles de genres un représentant des involutions 
cycliques d’ordre quatre, appartenant à des surfaces de genres 
un, dans l’hypothèse où les éléments de diramation de ces 
involutions sont des points isolés du plan. Nous établissons 
précisément le théorème suivant :

Si un plan double de genres un d> est l’image d’une involution 
cgclique d’ordre quatre appartenant à une surface F de genres 
un, de manière que les points de diramation de d> pour la 
correspondance (1, 4) existant entre <t> e£ F soient des points 
isolés du plan, ce plan double <t> se ramène, par une transfor
mation birationnelle, à l’un des cinq types suivants :

I. Plan double dont la courbe de diramation se compose 
d’une quartique possédant deux points doubles A5, A6 et d’une 
conique tangente à la quartique en quatre points At, A2, A3, A4. 
Les six points Aj, A2, A3, A4, A5, A6 sont sur une même 
conique.

II. Plan double dont la courbe de diramation se compose de 
deux quartiques ayant deux points doubles 015 02 en commun, 
se louchant en quatre points A1? A2, A3, A4 et ayant l’une un

(*) Présenté par M. Stuyvaert.
(**) Les deux premières notes sont parues dans le Bulletin de l’Académie royale 

de Belgique, février et août 1923.
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4 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre

troisième point double A5, l’autre un troisième point double Aee. 
Il existe oc1 quai-tiques passant doublement par 01( 02, simple
ment par A4, À2, A3, A4, A5, A6 et touchant chacune des quarr- 
tiques de diramation en un point (variable).

III. Plan double dont la courbe de diramation se composée 
d’une courbe d’ordre six ayant un point quadruple O auqueel 
sont infiniment voisins deux points doubles distincts 04, 02, eet 
ayant deux points doubles isolés A5, A6; et d’une quartiquae 
passant ti-iplement par O, simplement par Oj, 02 et tangenUte 
à la première courbe en quatre points A4, A2, A3, A4. Ill 
existe oc2 courbes d’ordre six ayant un point quadruple en O), 
des points doubles en Oj, 02, passant par A1; A2, A6 eet 
bitangentes (en des points variables) à chacune des courbes die 
diramation.

IV. Plan double dont la courbe de diramation se composée 
d’une courbe du huitième ordre possédant un point sextuple (O 
auquel sont infiniment voisins trois points doubles distincts 041, 
02, Os, et deux points doubles distincts Ar>, A6; et d’une quarr- 
tique ayant un point triple en O, passant simplement panr 
04, 02, 03, et tangente à la première courbe en quatre point.ts 
Aj, A2, A3, A4. Il existe oc3 courbes d’ordre huit ayant (O 
comme point sextuple, 01( 02, 03 comme points doubles, pass- 
sant par les six points A4, ..., A6, bitangentes (en des point.ts 
variables) à la quartique de diramation, tangentes en quatrre 
points (variables) à la courbe de diramation d’ordre huit.

V. Plan double dont la courbe de diramation se compose dde 
deux quartiques ayant en commun deux points doubles infinii- 
ment voisins O,, 02 et se touchant en outre en quatre point.ts 
situés sur une conique passant par 04, 02.

Nous terminons ce travail en formant les équations d’un plann 
double du premier type et d’un plan double du cinquième typoe 
en partant de l’équation de la surface F.

Signalons encore cette propriété :
La surface de genres un, support d’une involution cycliquue
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appartenant à une surface de genres un.

d’ordre quatre dont un plan double du cinquième type est 
l’imaye, petit se transformer birationnellement en une surface 
du quatrième ordre.

1. Soit (f> une surface de genres un (pa = P4 = 1), image 
d’une involution cyclique d’ordre quatre appartenant à une 
surface F de genres un. Supposons que la surface <f> possède 
une transformation birationnelle involutive 9 en elle-même, et 
soit J2 l’involution d’ordre deux engendrée par 9. L’involu- 
tion J2 sera supposée rationnelle et nous désignerons par D la 
courbe lieu des points de coïncidence de cette involution (points 
invariants pour 9).

Soit | T ! un système linéaire de genre 77(71 > 2), tracé sur d>, 
privé de points-base et composé au moyen de l’involution J2 (*). 
Nous supposerons que le système jrj ne soit pas composé 
au moyen d’une autre involution existant éventuellement 
sur

Rapportons projectivement les courbes T aux hyperplans d’un 
espace linéaire STC à 77 dimensions. La surface d> se tranforme 
en une surface <!>' de et cette surface est normale, puisque |T| 
a la dimension Tt.

A un point de <f> correspond un point de <f>' et à un point 
de «b' correspondent deux points de d> formant un groupe de 
l’involution J2. Le système jrj ayant le degré 2tt — 2 et étant, 
d’autre part, dépourvu de points-base, la surface 4>' a l’ordre 
77 — I. Elle est donc rationnelle (ce qui résulte aussi de l’hypo
thèse faite sur J2).

Les sections hyperplanes T' de <!>' sont d’ordre 7t — 1 et 
situées dans des espaces linéaires à - — 1 dimensions; ce sont

(*) L’existence de systèmes tels que | F | a été démontrée par M. Enriques. Sui 
piani doppi di généré uno. Memorie della R. Soc. llaliana delk Scienze, 1896; 
X; [3]. Voir n» 6.
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6 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d'ordre quatre

donc des courbes rationnelles normales. La surface <b', ayant ses 
sections hyperplanes rationnelles, est (*) :

1° Un plan dont les courbes F' sont les droites (n = 2), ou
2° Une surface de Véronèse (n =- 5), ou
3° Une surface réglée normale.
De plus, entre une courbe rationnelle F’ et la courbe F, de 

genre it, homologue, il y a une correspondance (1. 2). Celle-ci 
possède donc 2rc —)— 2 points de diramation sur F'. Par suite, 
la courbe de diramation D' pour la correspondance (1, 2) entre 
<b' et <I> est d’ordre 2- 4- 2. A cette courbe D' correspond la 
courbe D.

Nous prendrons comme modèle projectif de la surface <f> 
la surface <b' comptée deux fois et ayant comme courbe de 
diramation la courbe D' d’ordre 2t: -f- 2. La surface d> ainsi 
considérée est normale. Ses sections hyperplanes, que nous 
désignerons par T, seront donc des courbes F' comptées deux 
fois et ayant 2tc —(- 2 points de diramation.

2. Supposons que, dans la correspondance ( J, 4) existant 
entre <J> et F, il n’y ait, en général, aucun point de diramation 
sur une courbe T. Les points de diramation quadruple A4, A2, 
A3, A4 et les points de diramation double Ar>, A6 sont donc les 
points isolés de d>.

Supposons que le point Alf par exemple, ne soit pas situé 
sur la courbe de diramation D'. Alors, il appartient à un des 
feuillets de la surface double «b. Le point A4 est, pour la 
surface <1>, double biplanaire singulier; actuellement, il doit 
présenter cette singularité pour un des feuillets de <b, c’est- 
à-dire pour la surface <b'. Or, une surface normale d’ordre n— I 
de Su ne peut posséder un point double biplanaire sans dégé
nérer; donc le point At (et de même les points A2, A3, A4) doit 
appartenir à la courbe de diramation D'.

(*) Picard. Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont 
unicursales. Journal de Crelle, 1887 ; C. — Guccia. Sulle superficie algebriche le 
cui sezioni piane sono unicursali. Rend. Cire. Maiem., 1884-1887; I.



appartenant à une surface de genres un. 7

Un raisonnement analogue peut être fait pour les points 
A5, A6, qui sont doubles coniques pour d>. Mais, actuellement, 
la surface d>' peut posséder un point double conique : précisé
ment dans le cas où cette surface se réduit à un cône du second 
ordre (tt = 3).

Plaçons-nous dans ce dernier cas et soient O le sommet du 
cône d>', K' ses génératrices rectilignes. Au point ü corres
pondent sur d> deux points, dont l’un au moins est un point de 
dirainalion double. Soit A5 ce point. Le second point, que 
nous désignerons provisoirement par AB, peut ou non être 
confondu avec A6. Plaçons-nous dans la seconde hypothèse et 
observons qu’aux droites K', rencontrant la courbe D' en quatre 
points, il correspond sur d> des courbes elliptiques K. A ces 
courbes K correspondent, sur F, des courbes K de genre deux, 
puisqu’elles passent par les deux points de F correspondant 
à Ab. De plus, ces courbes K passent par les quatre points de F 
correspondant à Ag; cela est absurde, car les courbes K, qui 
forment un faisceau, ne peuvent avoir que deux points com
muns (des courbes de genres deux ayant, sur une surface de 
genres un, le degré deux). Il en résulte que le point A( doit 
être confondu avec A6.

En résumé, les points de diramation quadruple À,, A2, A3, A4 
appartiennent à la courbe D'. Les points de diramation double 
A5, A6 appartiennent à la courbe D' ou bien sont superposés 
en un point double de d»', qui est alors un cône du second 
ordre.

3. Recherchons maintenant les singularités de la courbe D' 
aux points Aj, Ag, ..., A6.

Les sections hyperplanes de d>, passant par Alt ont le 
genre abaissé d’une unité (*). Les courbes f' passant par A4,

(*) Voir notre Mémoire sur les involutions appartenant à une surface de genres un 
'(première partie). Annales de l’École normale, 1914.
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8 L. Godeaux. Sur les involutions cycliques d'ordre quatre

considérées comme courbes doubles, doivent donc posséder 
2tî -f- 2— 2 = 2- points de diramation; par suite, A, est 
double pour la courbe D'.

De plus, par A, passent cc71—2 sections hyperplanes, formant 
un système linéaire dont le genre est tc — 2. Les courbes F' 
correspondantes ne doivent plus posséder que 2cc — 2 points 
de diramation; donc la courbe D' possède un point double 
infiniment voisin de AJt

On démontre de même que les points A,, A6, lorsqu’ils 
appartiennent à la courbe D', sont doubles pour celle-ci.

En résumé, les points A2, A2, A3, A4 sont des tacnodes de 
la courbe I)'; les points A5, AB sont (éventuellement) des points 
doubles ordinaires.

4. Le point \l équivaut à l’ensemble de trois courbes ration
nelles de degré —2, Fu, F12, 1"10 (*). Voyons comment la 
transformation 0 opère sur ces courbes.

Supposons tc > 2. Si nous rapportons projcctivement les 
courbes T' passant par A4 aux hyperplans d’un espace linéaire 
Sic—i à - — 1 dimensions, d>' se transforme birationnellement 
en une surface d>J, d’ordre tc —-2, contenant une droite ai 
correspondant à A,. A la surface double d> correspond une 
surface double dq formée de d>J comptée deux fois et possédant 
une courbe de diramation DJ (correspondant à D') d’ordre 2-, 
La courbe DJ possède un point double sur cq, correspondant au 
point double de D' infiniment voisin de A4.

D’autre part, les sections hyperplanes de d> passant par \i, 
ou les sections hyperplanes de dq qui sont birationnelle
ment équivalentes à ces premières courbes, sont les courbes 
E—Lu — ri2. 11 en résulte que les courbes ru, l'12 sont 
représentées, sur dq, par la droite <q comptée deux fois. Par 
suite, G transforme la courbe r41 en la courbe Pl2.

(*) Voir notre première communication. Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, février •
1923.

tfli



appartenant à une surface de genres un. 9

Les sections hyperplanes de dq passant par le point double 
de Dj situé sur la droite eq sont les courbes F-—Flt— ri2— F10; 
elles sont transformées en elles-mêmes par G; donc F10 est trans
formée en elle-même par G.

Le raisonnement qui vient d’être fait n’est plus valable 
lorsque tc = 2, c’est-à-dire lorsque (I> est un plan double ayant 
une sextique D' de diramation. Mais alors, en rapportant pro- 
jectivement les coniques doubles 2 F aux hyperplans de S5, on 
transforme birationnellement le plan double <b en une surface 
de Véronèse double, pour laquelle les développements faits plus 
haut sont valables.

On obtient des résultats analogues pour les points A2, A3, \A.
Les points A5, A0 sont équivalents respectivement à des 

courbes rationnelles de degré — 2, F5, r6. Les courbes T — T5, 
F — r6 étant invariantes pour 0 si les points A5, A6 appar
tiennent à D', les courbes F5, r6 sont dans ce cas transformées 
en elles-mêmes par G.

Lorsque A5, A6 n’appartiennent pas à IV, il résulte du rai
sonnement fait plus haut (n“ 2) que G transforme F5 en rf).

En résumé, la transformation 6 change Fa en Ti2, Fî0 en 
elle-même (i =1,2, 3, 4) ; elle change F-, r6 en elles-mêmes 
ou F5 en Fg, suivant que A5, A6 appartiennent à D' ou non.

5. Sur la surface existent quatre systèmes linéaires de 
courbes |r41, |r*|, jr3|, |F0| tels que (voir notre première 
communication)

211 ^ (r—j- 1 j2 + 2Fj0) = 2 F,
i

4 F2 -(- ^ (I u 4- 3 Ti2 -f- 21 i0) -)- 2 F5 -)- 216 = 41,
4 f3 -f ^ (3 ri4 + r42 + 2 r^) 4- 2 r5 + 2 r6=41, 
r0 + X (ra 4- ri2 4- f^) 4- rb 4- ry= 2r, 

r0=r2 4- r8.
La transformation G, changeant en elle-même toute courbe F, 

transforme une courbe du système |2F| en une courbe de ce



10 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre

système (en général distincte de la première). De même, 
9 transforme en lui-même le système j4T|. 11 résulte des 
égalités précédentes et des résultats obtenus plus haut (n° 4) 
sur la façon dont G opère sur les courbes F,i, r,2, r,-0, F5, r6, 
que cette transformation laisse invariants les systèmes J2TJ, 
|r0| et écliange entre eux les systèmes j 4r21, |4r3|.

Supposons que 9 fasse correspondre à une courbe une 
courbe I\ ; alors, à la courbe correspond la courbe 2Fj et, 
comme |2Fjj est transformé en lui-même, on a

2ri = 2Fi.
La division, sur une surface de genres un, étant une opéra

tion univoque (Severi), on en conclut

fi = U >

c’est-à-dire, en d’autres termes, que 9 transforme le système jl\ \ 
en lui-même.

Une courbe F2 ne peut être invariante pour 9, puisque |4r2| 
est transformé en |4T3|. La transformation 0 fait correspondre 
à une courbe r2 une courbe ro-—r2, c’est-à-dire une courbe r3l.

En résumé, la transformation 0 change en lui-même le sys
tème | Tj | ; elle échange entre eux les systèmes |r2|, jr3j.

6. Le système |T1| étant invariant pour 0, il existe certaine
ment des courbes de ce système invariantes pour 9. Considérons 
l’une de ces courbes et supposons qu elle ne rencontre la courbe 
de coïncidence D qu’en un nombre fini de points. A la courbe Fj 
considérée correspond, sur d>', une courbe F( d’ordre ic — 1. 
Cette courbe Tj appartient donc certainement à un hyperplam 
de Stt; elle ne peut appartenir à plus d’un hyperplan, car 
alors serait située dans un espace de dimension inférieure 
à tt. La courbe F) est donc une section hyperplane de d>'. Il em 
résulte que la courbe considérée (augmentée de courbe:s 
infiniment petites Fa, ri2, rf0) appartient au système jrj. Mais
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appartenant à une surface de genres un. 11

cela est absurde, car la courbe qui correspond sur F à la 
courbe r* considérée appartiendrait au système correspondant, 
sur F, à |F| .

Il résulte de tout ceci que les courbes ri5 invariantes pour 9, 
ne peuvent rencontrer D en un nombre fini de points; en 
d’autres termes, ces courbes doivent contenir une partie de la 
courbe I) (*). La courbe de coïncidence D se décompose donc 
en deux parties Dt, D2 et, par suite, la courbe de diramation D' 
se décompose en deux parties DJ, DJ. Observons que les 
courbes DJ, DJ doivent être d’ordre pair, car si, par exemple, 
une courbe invariante pour 9 se compose de D, et d’une 
partie variable, celle-ci doit rencontrer une courbe T en un 
nombre pair de points (couples de points de 1 involution J2). 
Comme une courbe rencontre une courbe F en un nombre 
pair (2-n: — 2) de points, D4 rencontre une courbe T en un 
nombre pair de points; ce nombre est égal à l’ordre de la 
courbe DJ. D’autre part, la courbe D' = DJ + DJ étant d’ordre 
pair (2u -)- 2), DJ est aussi d’ordre pair.

7. Dans son mémoire sur la classification des plans doubles 
de genres un (**), M. Enriques a démontré que ces plans 
doubles se ramènent à quatre types birationnellement distincts, 
à savoir :

1° Plan double ayant une sextique de diramation.
2° Plan double ayant une courbe de diramation d’ordre huit, 

possédant deux points quadruples distincts ou infiniment 
voisins.

Ce plan double est birationnellement équivalent à une qua- 
drique double ayant une courbe de diramation d ordre huit. (Le

(*) Une courbe Td rencontrant une courbe T en 2iu — 2 points et D rencontrant 
F en 2it + 2 points, T, ne peut contenir la courbe D tout entière.

(**) Sui piani doppi... Loc. cit.
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12 L. Godeaux. —Sur les involutions cycliques d'ordre quatre

cas où les points quadruples sont infiniment voisins correspond 
au cas où la quadrique est un cône.)

3° Plan double ayant une courbe de diramation d’ordre diix, 
possédant un point septuple auquel sont infiniment voisins deiux 
points triples distincts.

Ce plan double est birationnellernent équivalent à une régllée 
double du troisième ordre, de S4, possédant une courbe de 
diramation d’ordre dix.

4“ Plan double ayant une courbe de diramation d’ordlre 
douze, possédant un point nonuple auquel sont infinimemt 
voisins trois points triples distincts.

Ce plan double est birationnellernent équivalent à une régllée 
double d’ordre quatre, de S5, possédant une courbe de diramia- 
tion d’ordre douze.

Tenant compte de ces résultats, nous voyons que les sur
faces <b doubles normales de genres un, biralionnellememt 
distinctes, images dévolutions cycliques d’ordre quatre appar
tenant à une surface F de genres un, et telles que les sections 
hyperplanes soient en général dépourvues de points de diramia- 
tion pour la correspondance entre <b et F, sont :

I. Un plan double ayant une sextique de diramation dotée 
de quatre tacnodes et de deux points doubles (w = 2).

II. Une quadrique double ayant une courbe de diramation 
d’ordre huit, dotée de quatre tacnodes et de deux points doubles 
(tt = 3).

III. Une réglée c ' ‘ ue de S4 ayant une courbe de dirama
tion d’ordre dix, douée de quatre tacnodes et de deux points 
doubles (ir == 4).

IV. Une réglée d’ordre quatre de S5 ayant une courbe de 
diramation d’ordre douze, dotée de quatre tacnodes et de deux 
points doubles (tt = 5).

V. Un cône du second ordre ayant une courbe de diramation 
d’ordre huit, douée de quatre tacnodes (tt = 3).

Nous allons examiner séparément ces surfaces.
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appartenant à une surface de genres un. 15

8. Plan double du premier type. — Actuellement (ir = 2), 
les courbes ri( F2, F3 sont des courbes rationnelles isolées de 
degré — 2.

La courbe 1\ est transformée en elle-même par 9, puisque le 
système j r41 se réduit à cette courbe. De plus, cette courbe 
rencontre une courbe 1' en deux points. Comme elle doit con
tenir une partie Dx de la courbe de coïncidence D qui rencontre 
les courbes F en un nombre pair de points, cette courbe fait 
entièrement partie de D et se confond avec Dx.

La courbe de diramation D' du plan double <b se compose 
donc de la conique DJ qui correspond à Fx et d’une quar- 
lique DJ.

Les tacnodes Ax, A2, A3, A4 de la courbe D' sont néces
sairement des points de contact de la conique DJ et de la 
quartique Di.

La quartique DJ doit posséder deux points doubles A5, Ae. 
Aux courbes F2, T3, transformées l’une dans l’autre par 9 et ren
contrant chacune les courbes F en deux points, correspond sur 
le plan <!>' une conique rj3 passant par les points \i, ..., A6. 
Cette conique ne rencontre pas la courbe D' = DJ -|- DJ en 
dehors de ces points.

Soient
f(x> y) = 0, <? (œ, y) = 0, <\> (x, y) = 0,

respectivement les équations cartésiennes des coniques DJ, FJS 
et de la droite A5A6. La quartique DJ a nécessairement pour 
équation

f(x, y) [<K®, y)]2 + X[<p(Æ, y)]2 = 0,

À étant une constante (*). Il en résulte que le plan double étudié 
ici est donné par

[x, y,\[f(FV + ^f) ]•

(*) En effet, s’il y avait un réseau de quartiques passant doublement par A5, A6 
et touchant en A,, A2, A3, Ait il y aurait oo1 de ces courbes dont se détacherait
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14 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d ordre quatre

9. Pian double du deuxième type. — Si - = 3, Iles 
courbes T, forment un faisceau et sont elliptiques; elles Ren
contrent les courbes T en — 2 = 4 points.

Si toutes les courbes étaient invariantes pour 9, ellles 
comprendraient une partie fixe faisant partie de la courlbe 
de coïncidence D et rencontrant les courbes F en poinits 
(0<x<^), c’est-à-dire, nécessairement, en deux points. ILa 
courbe de diramation D' de <b se composerait donc d’mne 
conique DJ et d’une sextique DJ. Aux courbes F, — Dt, rencon
trant les courbes F en deux points, et invariantes pour 9, 
correspondraient, sur 4»', ce1 droites. Ces droites formeraient 
nécessairement un système de génératrices rectilignes de la 
quadrique 4>'. Si <t>' n’est pas un cône, ces droites ne peuvent 
rencontrer D' en des points fixes; les tacnodes A,, A2, A3, Aa 
de D' sont donc situés sur DJ; alors la sextique DJ doit 
toucher DJ en quatre points, ce qui est absurde (*). Si <b' est 
un cône, les droites qui correspondent aux courbes Fx — JD, 
sont les génératrices de ce cône et l’un des tacnodes de D' pour
rait être situé au sommet du cône. Mais alors ces droites ne 
rencontreraient plus la courbe D' qu’en deux points simples et 
les courbes I\— D, seraient rationnelles, ce qui est absurde, 
4> étant de genres un et ne pouvant donc contenir qu’un nombre 
fini de courbes rationnelles. On voit donc que 9 ne peut laisser 
chaque courbe r, invariante.

A l’ensemble de deux courbes F, transformées l une dans 
l’autre par 9 correspond une courbe FJ du quatrième ordre 
de 4>'. Ces courbes FJ sont elliptiques (puisque transformées

une fois la droite AsA6et, par suite, co< cubiques passant par As, A0, tangentes 
à en A,, ..., At. Ces cubiques contiendraient donc toutes la conique et il 
resterait oc‘ droites passant par As, A„, ce qui est absurde. Les quartiques en 
question forment donc un faisceau. Deux de ces quartiques sont évidemment 
/'ii2 = 0, <p2 = 0; d’où la conclusion : l’équation de Dj est

-f- l<p- = 0.
(*) Dg ne peut contenir comme partie, car alors D{ cesserait d’être une courbe 

de diramation effective.

470



appartenant à une surface de genres un. 15

Irrationnelles des Tj), forment un faisceau et touchent D' aux 
quatre tacnodes A4, A2, A3, A4. Puisque les courbes FJ sont 
elliptiques, par chacune d’elles passent oc1 quadriques (dont la 
quadrique <ï>') ; il y a donc oc2 quadriques tangentes à la courbe 
de diramation I)' aux points tacnodaux A15 A2, A3, A4. Ces 
points absorbent 4 (2x2)== 16 points d’intersection de D' 
avec une quadrique; par suite, les oc2 quadriques ne rencontrent 
plus D' en dehors de ces points (sauf <b' qui contient D'). Par 
un point de D' passent oc1 quadriques (dont <p') du réseau envi
sagé; par suite, la base de ce faisceau fait partie de D'. Il en 
résulte que D' se compose de deux courbes U), DJ du faisceau 
|rj|, ces courbes se touchant en quatre points. Ces deux courbes 
d;, dj correspondent aux deux courbes du faisceau |Tj ] inva
riantes pour 6. Il est aisé de voir que les courbes de |fi| 
invariantes pour 6 sont précisément celles qui passent, soit par 
A5, soit par A6. Par suite, D) possède un point double A5, DJ un 
point double A6.

Les courbes r2, r3 sont actuellement elliptiques et rencontrent 
les courbes F en quatre points. Il leur correspond donc, sur 4>', 
des quartiques elliptiques repassant par A1; A0. En dehors
de ces six points, une quadrique, distincte de <t>', passant par 
une courbe rj3, rencontre encore DJ et DJ chacune en deux 
points. Comme à cette courbe rj8 correspond sur <J> une courbe 
dégénérée, ces points doivent provenir de contacts (c’est-à-dire 
être des diramations apparentes) ; donc les courbes r,'3 touchent 
DJ et DJ en dehors de A4, A2, ..., A6. Observons également que 
les courbes rj3 forment un système oc1 d’indice deux.

Si nous projetons la quadrique <b' sur un plan à partir d’un 
de ses points, on voit qu’un plan double du second type possède 
les particularités suivantes :

a) La courbe de diramalion se compose de deux quartiques 
se touchant en quatre points AJ, AJ1, AJ, AJ, ayant en commun 
deux points doubles 04, 02 et ayant enfin l’une un troisième 
point double AJ, l’autre un troisième point double A*;
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(>) Il existe oc1 quartiques passant doublement par 015 002, 
simplement par A*, ..., Ag et touchant chacune des quartiqques 
en un point.

(Les points Oj, 02 sont les points d’intersection des généiéra- 
trices de la quadrique 3>' passant par le centre de projection.).)

10. La question de l’existence du plan double qui vieient 
d’être étudié revient à montrer que, sur la quadrique <I>', on poeut 
choisir DJ, D' de manière que les courbes rj3 existent. On poeut 
résoudre cette question de la façon suivante :

Observons tout d’abord que les courbes D[, DJ, sont projetétées, 
respectivement des points A5, Ac, suivant des cônes du seco:ond 
ordre. En chacun des points A1; A2, A3, A4, il y a une tangerente 
commune à ces cônes et à <]>'. Si les deux cônes se rencontrèrent 
sur la surface de Weddle W, lieu des sommets des cônes < du 
second ordre passant par A4, A2, ..., A6, nous savons que e la 
quadrique <b! existe (*).

Cela étant, rapportons projectivement les quadriques passssant 
par Aj, A2, ..., Ag aux plans d’un espace linéraire S* à trcrois 
dimensions (**). Ainsi, se trouve définie une eorrespondarance 
(I, 2) entre £* et l’espace S contenant q>', et cette correspomn- 
dance possède dans S* une surface de diramation qui est uune 
surface de Kiimmer 1E*.

A la quadrique <!>' correspond, dans £*, un plan QJ). . A 
l’ensemble des cônes projetant DJ de A5, DJ de A0 correspoiond 
une quadrique Q‘ inscrite à la surface de Kümmer 1E* le loiong 
d’une biquadratique y* passant par les points singuliers 
P,*5> P*6 (i =1,2, 3, 4). Le plan Q„ est le plan polaire t du 
point singulier P* par rapport à Q*.

A la conique commune à Q*, Oit correspondent les courlrbes

(*) Voir notre deuxième communication. Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, ai août 
1923.

(**) Nous avons utilisé cette transformation dans notre seconde communicatation 
citée plus haut. Nous conserverons dans ce paragraphe les mêmes notations ptpour 
les éléments singuliers de la surface de Kümmer W*, sans les définir à nouveauau.
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appartenant à une surface de genres un. 17

DJ, DJ. Aux droites du plan QjJ, tangentes à cette conique, cor
respondent les courbes l'J3 comme on le voit aisément.

L’existence des courbes rj3 apparaît donc comme une consé
quence du fait que les cônes projetant DJ de An, DJ de Ac se 
rencontrent sur la surface de Weddle 'F.

11. Plan double du troisième tijpe. —La discussion relativeau 
cas où -H = 4 est analogue à celle qui a été laite dans le cas précé
dent. Pour ne pas allonger outre mesure ce travail, nous nous 
contenterons d’énoncer les résullats auxquels on est conduit.

La surface q>' est actuellement une réglée cubique normale 
de S4. La courbe de diramalion D' se scinde en une courbe DJ 
d’ordre 4 et une courbe DJ d’ordre 6 ayant quatre points de con
tact At, A2, A3, A4. La courbe DJ possède en outre deux points 
doubles A5, A6.

Les courbes r4 sont de genre deux et rencontrent les courbes 
T en six points. La courbe DJ correspond à la courbe passant 
par les points A-, Ag. Il y a oc1 courbes r4 auxquelles corres
pondent des courbes formées de DJ et des générations rectilignes 
de q>'. A deux courbes transformées l’une dans l’autre 
par 0 correspond une courbe l'J d’ordre six, tangente à DJ, DJ en 
Aj i A2, A3, A,.

Les courbes r2, r3 sont de genre deux et rencontrent les 
courbes r en six points. Les courbes r23 qui correspondent, 
sur d’', aux couples de courbes Fa, r3 transformées l’une dans 
d’autre par 9, sont d’ordre six; elles passent par les six points 
Ai, A2, ..., A6 et sont bitangentes aux eourbes DJ, DJ respective
ment.

Si l’on projette la surface d>' sur un plan quelconque de 
deux de ses points, on oblient un plan double birationnelle- 
ment équivalent à la surface d>. Ce plan double possède les 
propriétés suivantes :

a) La courbe de diramation se compose de :
Une courbe d’ordre six possédant unpoinL quadruple O auquel
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18 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quatre

sont infiniment voisins deux points doubles distincts 01; 02, et 
deux points doubles isolés AJJ, Ag.

Une courbe d’ordre quatre possédant un point triple (0, 
passant simplement par 04, 02 et tangente en quatre poinits 
A*, AJ, A3, A* à la sextique.

b) 11 existe oc2 courbes d’ordre six ayant un point qua
druple 0, deux points doubles 0lt 02, passant par A*, .... M* 
et bitangentes à chacune des courbes composant la courbe (de 
diramation.

12. Plan double du quatrième type. — La surface <t' esst 
actuellement une réglée normale d’ordre quatre de l’espace S>5, 
et l’on a tt = 5. Les propriétésde la surface double «b s'établissant 
par des raisonnements analogues à ceux du cas 71 = 3. 0)n 
trouve ainsi les résultats suivants :

La courbe de diramation I)', d’ordre douze, se scinde en unie 
courbe d’ordre quatre, DJ, et une courbe d’ordre huit, DJ, s-se 
touchant en quatre points At, A2, A3, A4. La courbe DJ possèdde 
deux points doubles A5, A0.

Les courbes r4 sont de genre trois et rencontrent hes 
courbes T en huit points. 11 correspond, sur d>', aux couples dde 
courbes r4 conjuguées pour 9, des courbes rj d’ordre huit, tam- 
gentes à DJ, DJ en Al5 A2, A3, A4. La courbe DJ correspond à 
une courbe Tj invariante pour 9. Les autres courbes r4 inva
riantes pour 9 sont 00 2 et il leur correspond, sur ‘I*', des courbœs 
formées par DJ et des couples de génératrices rectilignes de cettte 
surface.

Les courbes T2, r3 sont de genre trois et rencontrent lees 
courbes r en huit points. On obtient en correspondance, sur <b'r, 
un système 00 3 (non linéaire) de courbes r2'3, d’ordre huiit, 
passant par A1( A2, ..., A0 et bitangentes à DJ, tangentes e;n 
quatre points (variables) à DJ.

Si l’on projette la surface <b' de trois de ses points sur mn
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plan, on obtient un plan double birationnellcment équivalent 
à d> et possédant les particularités suivantes :

a) La courbe de diramation se compose de :
Une courbe du huitième ordre possédant un point sextuple O 

auquel sont infiniment voisins trois points doubles distincts 
O,, 02, 03, et deux points doubles distincts AJJ, A*.

Une courbe du quatrième ordre ayant un point triple en O, 
passant simplement par 04, 02, 03 et tangente à la première 
courbe en quatre points A*, A2, A3, A*.

b) Il existe x>3 courbes d’ordre huit, ayant un point sextuple 
en 0, des points doubles en 04, 02, 03; passant par les six 
points A*, A* et bitangentes à la courbe du quatrième ordre, 
tangentes en quatre points à la courbe du huitième ordre, com
posant la courbe de diramation.

13. Plan double du cinquième, type. — On a actuellement 
t: = 3; la surface fl»1 est un cône du second ordre; la courbe de 
diramation D' possède quatre tacnodes et est d’ordre huit. Les 
points As, A6 de la surface d» correspondent au sommet 0 du 
cône d»'.

En répétant le raisonnement fait pour les plans doubles du 
second type, on démontre que la courbe 1)' se compose de deux 
quartiques DJ, D!, se touchant en quatre points A1( A2, A3, A4. 
Aux courbes f, correspondent les courbes fj de d»' formant un 
faisceau dont DJ, DJ font partie. A une courbe rj correspondent 
deux courbes T,; à DJ, DJ correspondent les courbes r4 inva
riantes pour ft.

Nous allons démontrer que le cône double d> est l’image d’une 
involution cyclique d’ordre quatre, I4, appartenant à une sur
face du quatrième ordre (éventuellement une _ ’ _ ie double)
de S3, et engendrée sur cette surface par une homographie T. 
Nous en déduirons quelques propriétés de ce cône double.

Désignons par K1 les générations rectilignes du cône d»'. Ces 
droites rencontrant la courbe de diramation DJ -f- DJ en quatre
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20 L. Godeaux. — Sur les involutions cycliques d’ordre quaire

points, il leur correspond sur <b des courbes K elliptiques, 
formant un faisceau |K|. Aux courbes K correspondent sur la 
surface F les courbes K(l passant par les quatre points (de coïn
cidence double pour I4) qui correspondent à Ar>, A0. Ces courbes 
sont donc, d’après la formule deZeuthen,de genre trois. Par suite, 
elles appartiennent totalement à un système linéaire oc3, j K |. La 
transformation T génératrice de I4 transforme une courbe de |K| 
en une courbe de |K|, puisque T laisse invariantes les courbes K0 
de ce système.

Rapportons projectivement les courbes K aux plans d'un S.(. 
A la surface F correspond birationnellemenl une surface du 
quatrième ordre (que nous désignerons toujours par F) et à T 
correspond une homographie de période quatre, laissant F inva
riante. Aux courbes K(, correspondent des sections planes de F, 
formant un faisceau; les plans de ces sections ont donc en 
commun une droite 8 qui rencontre F en quatre points. Ce sont 
précisément les points qui correspondent à A,, A6; ils sont des 
coïncidences doubles pour T (c’est-à-dire des coïncidences 
pour T2) et, par suite, la droite 8 est invariante pour T et chacun 
de ses points est invariant pour T2.

L’homographie T laisse invariants deux points de 8, ne 
pouvant appartenir à F (car alors ils appartiendraient à toutes 
les courbes K0). D’après la théorie des homographies, T pos
sède encore soit deux points, soit oo1 points (formant une 
droite) invariants. D’autre part, on sait que l4 possède quatre 
points de coïncidence quadruple (correspondant àA4, A2, A3, A4) ; 
donc T possède, en dehors de 8, quatre points invariants. 11 en 
résulte que T laisse invariant tous les points d’une droite 8'.

Par la droite 8' passent aux moins deux plans invariants 
pour T. Soit Kj, la section de F par un de ces plans. K4 est 
invariante pour T et passe par quatre points invariants pour 
cette transformation; il lui correspond donc, sur <h, une 
courbe K4, rationnelle d’après la formule de Zeuthen. La sur
face d>, de genres un, ne possédant qu’un nombre fini de

476



appartenant à une surface de genres un. 21

courbes rationnelles, il ne peut y avoir qu’un nombre fini 
(nécessairement deux) de plans passant par 8', invariante pour T. 
Soient Kt, K2 les sections F par ces plans. À ces courbes cor
respondent donc, sur d>, deux courbes rationnelles K1; K2, 
passant par At, A2, A3, A4. Observons de plus qu’aux quatre 
points communs à K4 et à une courbe K0 correspond un seul 
point de <b; par suite, la courbe K] est rencontrée en un point 
par chacune des courbes K. Il en est de même de k2.

De cette propriété résulte que, les courbes K étant invariantes 
pour 8, cette transformation change nécessairement K4 en k2. 
A l’ensemble de ces courbes correspond donc, sur <t>', une 
courbe KJ, unisécante des génératrices K'. Si l’on observe que 
Kj ni k2 ne passent par les points A5, A6, on voit que K[2 ne 
[tasse pas par le sommet O du cône 4»'; par suite, K(2 est une 
conique. On en conclut encore que les points A4, A2, A3, A4 
sont coplanaires.

Nous allons maintenant démontrer que les courbes r23 <[ui 
correspondent, sur '!>, aux couples de courbes l2, r3 de ‘b trans
formées l’une dans l’autre par 9, sont formées de la conique K[2 
et des droites K'.

Observons tout d’abord que, sur <!>', nous avons, pour les 
sections planes P',

r' = 2K'.

Par suiLe, sur la surface d>, nous avons

r = 2K + r5 + r6.
Si nous désignons par |Gj le système linéaire complet qui 

correspond, sur F, au système |r|, nous aurons, par conséquent,

Ces2K.

Dans le système JCj se trouvent deux faisceaux de courbes 
passant par les huit points de coïncidence de I4, et auxquels 
correspondent, sur <b, les systèmes jI’21, | f3 j ; et il n y a d ailleurs
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que deux faisceaux répondant à ces conditions. Ces faisceaux sont 
donc nécessairement :

a) le faisceau formé de la courbe fixe Kj et des courbes K0;
b) le faisceau formé de la courbe fixe K2 et des courbes K0
Il en résulte que, sur <h, le faisceau |r2| est formé de la courbe

fixe Kj et des courbes K, le faisceau |r3| de la courbe fixe K2 et 
des courbes K.

Les courbes r23 sont donc bien formées de la conique K[2 et des 
droite K'.

Ainsi donc : le cône double possède une courbe de dira- 
mation formée de deux quartiques tangentes en quatre points 
coplanaires.

Le fait que ces quatre points sont coplanaires suffit d’ailleurs 
pour qu’il existe ao 1 courbes l 23 de la nature indiquée plus haut.

Si nous projetons le cône sur un plan quelconque d’un de ses 
points, nous obtenons un plan double biralionnellement équi
valent au cône double <l> et possédant :

Une courbe de diramation formée de deux quartiques ayant 
en commun deux points doubles infiniment voisins 01( 02 et se 
touchant en outre en quatre points situés sur une conique pas
sant par Oj, O.,.

14. Construction d’un plan double du premier type. — 
Considérons, dans un espace linéaire S5(æ0, xx, x2, x3, x4, &5) 
à cinq dimensions, la surface F représentée par

'fi (x0, , Xi) + «33 + a,5X4Z5 = 0,
<f,(x0, x\, + 633a! + 645*^5 = 0,
x3ty {x0, xt, x2) + a4xj + O5.1l = 0,

où <flf tp2 sont des formes homogènes du second degré en x0, xlt 
x2; (Jj une forme linéaire homogène par rapport aux mêmes 
variables.

La surface F est d’ordre huit et est invariante pour l’homo
graphie de période 4.

f Xq x4 x.2 x3 x4 x5 \
V*'o x4 x2 — x3 ix4 — xxJ
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L’homographie T engendre, sur F, une involution I4, d’ordre 
quatre, possédant un nombre fini de points de coïncidence, à 
savoir :

Quatre points de coïncidence quadruple 

x$ = x^ = x5 = 0, fi(xo, Xi, xf) == t*, ^2(^*0, «4, xf) 0,

Quatre points de coïncidence double (formant deux groupes 
de I4)

X\ — x$ — 11, ^3 ^ 0, (a*o, Xi, n 2) 0,
fi(x0, Xlt x.f) -f aæx\ = 0, fï{x0, Xi, x2) + ^33a*! = 0.

Les hyperplans
~/.(lX(l —p À3 X'i ï'2^ 2 — h

découpent, sur F, des courbes C invariantes pour T. Ces 
courbes C forment un réseau dépourvu de points-base et de 
degré huit; deux courbes C quelconques ont en commun deux 
groupes de I4. Il en résulte que si nous rapportons projective- 
ment les courbes C aux droites d’un plan, nous obtiendrons un 
plan double image de l’involution I4.

Pour obtenir l’équation de ce plan double, posons

Xq — 1, x — Xi, y — Xç>,

et éliminons x0, xit . xb entre ces équations et les équations 
de F. On obtient ainsi l’équation du plan double sous la forme

[633^(1, x, y) — ^33^2(1, x, y)]* — (a^be, — b^a^z
[bnfifl,x,y) — a^ftilyX, #)] [4(1, ÿ)]2 (a4z +

(I)

La courbe de diramation, c’est-à-dire le lieu des points (x, y) 
auxquels correspondent deux valeurs égales de z, a pour 
équation

à® «45
®2 ®i

4 «4 «5
^33
T*

2

+ «33
«43

^33
K ®2

«45
fi

= 0. (2)
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Cette courbe de diramation se compose donc d’une conique 
(F x, y) — a.l5(p2(i, x, y) = 0

et d’une quartique tangente à cette conique aux quatre points 
situés sur la courbe

&33<Pd(< ,x,y) — x,y) = 0
et possédant, de plus, deux points doubles à l’intersection de 
cette dernière conique et de la droite

K1- x> y) = °-

Il en résulte que le plan double obtenu est de genres un et 
que, par suite, F est également de genres un.

Si l’on compare l'équation de la courbe de diramation (2) à 
celle de la courbe de diramation du plan double du premier type 
obtenue plus haut (n° 8), on voit que ces équations peuvent 
être identifiées. Il en résulte que le plan double (I) est le plan 
double le plus général du premier type.

Il serait aisé de vérifier sur le plan double (I) les propriétés 
énoncées dans le cas général, notamment concernant la position 
des points de diramation correspondant aux points de coïn
cidence de I4. Nous ne le ferons pas ici. Bornons-nous à remar
quer que la surface F est invariante pour la transformation 
birationnelle involutive

f #0 Æ3 X4 \
VaP#o <x$x4 <x$X2 <xfhx:i fi*Xb a 2xJ'

où a - yV,, p = \/ab.

15. Construction d’un plan double du cinquième type. — 
Posons

<P(®Ï> xl> x3x4) = aHxi + a.,,xi + amxlx22 + auxlx\ + a^x^ix3t4 1 
+ fit3xjx2 + al4x\x3x4 + a2ix4x\ + aux\x3x4, |

et considérons la surface du quatrième ordre F d’équation
f(xî, xi, x4x2, x3x4) + a3x3 + a4x44 = 0.
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appartenant à une surface de genres un.

C’est la surface du quatrième ordre la plus générale inva
riante pour l’homographie de période quatre

T == Xo
x2

*3
ix3

et ne passant pas par les sommets du tétraèdre des coordonnées.
Sur F, T engendre une involution I4 d’ordre quatre possédant 

quatre points de coïncidence quadruple

x3 = xt = 0, cp(a;f, af, xlx2, 0) = 0

et quatre points de coïncidence double (formant deux groupes 
de I4)

xl = x2 = 0, aux\x\ + a3xi + a4x\ = 0.

La surface F ne possède d’ailleurs pas de points singuliers et 
est donc de genres un.

Les quadriques

-{“ )'3X\ -)- ~k3X4X2 “F ^4X3X4 = 0

découpent, sur F, des courbes C invariantes pour T. Ces courbes 
forment un système sans points-base et de degré 16, deux 
courbes C ayant en commun quatre groupes de I4. Si nous 
rapportons projectiveinenl les courbes C aux plans d’un S3, 
nous obtiendrons une surface image de I4. A cet effet, posons

xi xl _xla2

J 3^4 ' ^3*^4 ^3*^- 4

A une courbe C correspond alors une section plane du cône

z2 = xy,

et la surface image de I4 obtenue est donc un cône double.
Pour obtenir les équations de ce cône double, posons

x\ xl x4x2 /x3Y
æ=— ■ y =—’ 2 = —> M= — ’X3X4 x3x4 X3X4 \XJ
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et éliminons x±, x.2, x3, entre ees équations et l’équationn 
de F. On obtient ainsi

z2 = xy, itf (x, y, z, l) + 03îi2 + 04 = O. (1)1)
La courbe de diramation de ce cône double est

z* = x y, [<p (,r, y, z, 1 )]2 — 4 as o4 = 0 ;

elle se compose donc de deux quarliques découpées sur lele 
cône z2 = xy par les quadriques

Cf (a-, y, z, 1) -I- 2 V«3«< = 0, f(x, y, z, 1) — 2Vfl3a,4 = 0.
Ces deux quartiques se touchent en quatre points situés damas 

le plan à l’infini.
Pour obtenir un double plan birationnellement équivalent auu 

cône double (1), rapportons projectivement les sections planesis 
de ce dernier aux coniques

*iX» + + \\\ + *4(X + Y) = 0,

coniques qui touchent à l’origine de la droite X -f Y = 0. Enn 
d’autres termes, posons

x = X2
x"+ÿ’

Y2
X - Y

z
\ Y

X+Ÿ’ u - Z.

Le cône double donne, pour transformé birationnel, le plann 
double

Z cf (X2, Y2, X Y, X + Y) + (X + Y)2 (a, Z2 + = 0. (2)2)

La courbe de diramation du plan double (2) est formée des's 
deux courbes du quatrième ordre

f(X2, Y2, XY, X + Y) + 2V^< (X + Y)2 = 0, 

tp(X2, Y2, XY, X + Y) - 2(X + X)2 = 0.

Ces deux courbes possèdent deux points doubles infmimentit 
voisins sur la droite X -|- Y = 0, à l’origine. Elles se louchentit 
sur une conique formée de la droite X -f- Y — 0 et de la droitee
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appartenant à une surface de genres un. 27

à l’infini (*). Ce plan double (2) est de genres un et présente les 
particularités des plans doubles du cinquième type.

On voit aisément qu’aux points de coïncidence quadruples 
de I4 correspondent les points à l’infini de la courbe de dirama- 
tion. On passe, en effet, de la surface F au plan double en posant 
(T étant une variable d’homogénéité)

x\ x\ X{X2 x3 X,
X2 = Y2 = XY = T(X + Y)'

Aux points de coïncidence quadruple correspondent les 
points du plan

T = 0, o(X2, Y2, XY, 0) = 0.

Aux points de coïncidence double correspond le point
X = Y = 0.

(*) Le fait que cette conique est dégénérée provient de ce que les formules de 
passage des x, y, z aux X, Y expriment que l’on projette le cône z^ — xy sur le 
plan z = 0 du point du cône situé à l’infini sur la droite x = y — — z. L’intersection 
du cône z^ = xy avec le plan de l’infini se projette donc suivant la droite de l’infini 
du plan et suivant la droite X + Y = 0 qui correspond au point de projection.
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