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Geometrrie. — SUr une involution rationnelle douée de
trois points de coincidence, appartenant a une surface
algébrique de genre 3.

(Deuxiéme communication),

par Lucien OODEAUX, professeur a I’'Ecole militaire (*).

8§ R. — La surface de Humbert comme surface F
particuliére.

11. — Etant donnée une courbe A, de genre 3, nous appe-
lons surface de Humbert la surface F: telle que, a un couple de
points de A corresponde un point de F2, et inversement, a un
point de F2 correspondent deux couples de points de A, formant
un groupe canonique de cette courbe.

On peut prendre comme modéle projectif de la surface de
Humbert F2 une surface normale, simple, de S6, d’ordre 12,
dont les sections planes, de genre 10, sont les courbes bicano-
niques de la surface (**). Nous continuerons a désigner par F2
ce modele projectif et nous allons montrer que c’est une surface
F particuliére.

La surface F2 possede les genres pm =4, pa = pj— 3,
P2 = 7> eee ggaux a ceux de F. Elle possede de plus vingt-
huit points doubles coniques.

12. — La surface F2 est située sur une variété Y, a trois
dimensions et d’ordre 4, de S6, dont les sections hyperplanes
sont des surfaces de Yéronése.

(*) Présentée par M. Stuyvaert. — Voir Bulletin de novemnre 1924, p. 6S3.

(**) Pour les propriétés de la surface F2 utilisées ici, voir notre note : Sur une
surlace algébrique considérée par M. G. Humbert. (Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 1921.)
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2 L. Godeaux. — Involution douée de trois points de coincidence

Désignons, en effet, par C les courbes canoniques de F2. Elles
sont d’ordre e, de genre 4, en général dépourvues de points
multiples, et forment un réseau |C| de degré 3.

On sait qu’'une courbe, sans point multiple, d’ordre 0 et de
genre 4, est nécessairement située dans un Ss et qu’elle est
'intersection d’une quadrique et d’une surface cubique. Les
courbes C déterminent donc chacune un Sz et une quadrique
dans cet S3.

D’autre part, les hyperquadriquesde Se sont oczz et découpent,
sur F2, le systeme quadricanonique [4C|. Celui-ci a le degré 48,
le genre 31 et, par suite, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch,
la dimension 21. 11 y a donc 00s hyperquadriques de Se conte-
nant F2.

Considérons une courbe C, I'espace Ss qui la contient et la
guadrique Q de cet Sz qu'elle détermine. Il y a 00s hyperqua-
driques passant par cette courbe C et, par suite, ces oos hyper-
quadriques contiennent toutes la quadrique Q. Il y en a 00« qui
contiennent I'espace S3. Nous voyons donc que les oos hyper-
quadriques passant par F2 ont en commun une variété Y lieu
de 002 quadriques.

Deux courbes C ont en commun trois points, et ces trois
points sont en ligne droite. En effet, s’il en était autrement,
les deux Ss contenant les courbes C considérées auraient un plan
en commun et, par suite, seraient contenus dans un S4. 11 y
aurait donc oc: hyperplans de Se rencontrant F2 suivant deux
courbes C; cela est impossible, puisque deux courbes C déter-
minent une courbe bicanonique de F2, donc une section hyper-
plane unique de cette surface.

Les deux Ss contenant deux courbes C ont donc une droite
en commun, et cette droite est commune aux deux quadriques
déterminées par les courbes C considérées. On en conclut que
la variété Y est le lieu de ooz droites et est, par suite, une variété
a trois dimensions V3.

Considérons un hyperplan de Ss ne contenant pas une
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appartenant a une surface algébrique de genre 3. 3

courbe C, ce qui est toujours possible. Cet hyperplan rencontre
V3 suivant une surface contenant oc2 coniques ayant deux a deux
un point commun. C'est donc une surface de Véronése. Par
suite, la variété Vs est d’ordre 4. Nous la désignerons par VJ.
Toutes les sections hyperplanes de XJ sont des surfaces de Véro-
nése (éventuellement dégénérées en deux quadriques ayant une
droite en commun).

13. — Nous allons montrer que la variété Y*, définie par
cette propriété, est conique, c'est-a-dire que les 002 droites,
communes aux ocz quadriques Q contenues dans V*, passent par
un point fixe.

Considérons trois espaces SJ, SJ, SJ" déterminés par trois
courbes C quelconques. Soient d"! la droite commune & SJ, SJ';
d" la droite commune a SJ", SJ; d'la droite commune a SJ', SJ".
Les trois droites d*, d"*, d"* appartiennent donc a VJ.

SJ et SJ' sont situés dans un hyperplan Ss de S6. Cet hyper-
plan est rencontré, par SJ, en un plan qui contient donc les
droites d'et d". Ces droites sont donc concourantes. De méme,
d"™ rencontre d'et d". Cette rencontre doit nécessairement avoir
lieu au point commun a d' et d", car autrement, ces trois
droites seraient dans un plan nécessairement commun aux trois
espaces SJ, SJ', SJ", ce qui est absurde.

Faisant varier les espaces SJ, SJ, SJ", on voit que les 002
droites contenues dans VJ concourent en un méme point. En
d’autres termes, VJ est la projection d’une surface de Véronése
faite d’'un point extérieur.

14. —Iles hypersurfaces cubi<|ues de Su sont en nombre 0083.
Elles découpent, sur F2, le systtme e- canonique j e C j, de
degré 108, de genre 64 et, par suite, de dimension 30. Par
suite, il y a ocs2 hypersurfaces cubiques contenant F2.

Parmi ces ocs2 hypersurfaces cubiques, il y en a exss contenant
la variété VJ. En effet, pour avoir I'éguation d’une bvpersurface



4 L. Godeaux. — Involution douée de trois points de coincidence

cubique ne contenant pas Vg, il suffit de tenir compte des équa-
tions (1) de cette variété. Cette équation peut donc s’écrire en
négligeant les termes contenant x\, £s, @;!, x4x5, x5x6, x6x4.
Il reste 50 termes; donc il y a ooss hypersurfaces cubiques
de Ss ne contenant pas V” et, par suite, ocs3 contenant cette
variété.

On en conclut qu’il y a ocis hypersurfaces cubiques contenant
F2 sans contenir V|. Une de ces hypersurfaces rencontre Vg sui-
vant une surface d’ordre 12 coincidant nécessairement avec F2.
Donc

La surface de Humbert F2 est une surface F particuliére.

La surface de Humbert possédant 28 points doubles coniques,
I’hypersurface cubique Vj! qui la découpe sur Vg doit toucher
cette variété en 28 points; par suite,

La surface de Humbert est I'intersection d’une variété Fg
projetant une surface de Véronése d’un point extérieur, et d’une
liypersurface cubique louchant cette variété en 28 points.

§ 4. — L’involution d’ordre 7 appartenant a la surface
représentant les couples de points d’une quartique de
Klein.

15. — Considérons la quartique de Klein (plane, de genre s)
d’équation
a + 4*3+ afor = 0. (K)

Elle est transformée en elle-méme par I’homographie de
période 7

- == — AT
V -

ou e est une racine primitive septieme de I'unité.
Soit *F une surface algébrigue représentant les couples de

points de la quartique de Klein de maniere qu’a un couple de
points de la quartique corresponde un point de ¥ et, inverse-
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appartenant a une surface algébrique de genre 5. 5

ment, & un point de W corresponde un seul couple de points de
la courbe.

La surface  posséde deux transformations birationnelles en
elle-méme (*) :

L’une, T, involutive, fait correspondre entre eux les points
de la surface qui correspondent a des couples de points de la
quartiqgue K formant un groupe canonique de celle-ci. Cette
transformation engendre une involution d ordre =, possédant
vingt-huit points de coincidence, qui a pour image la surface
de Humbert F4 relative a la quartique K.

L'autre, e, fait correspondre deux points représentant des
couples de points de K transformés l'un dans l'autre par
I’homographie h. Cette transformation a, de méme que h, la
période 7. Elle engendre une involution J7.

Un point de coincidence de Jr représente un couple de points
de K invariant pour Il. Ceci peut se présenter si les.points de ce
couple sont distincts et invariants pour h, ou si ces points sont
confondus en un seul point invariant pour II.

L’homographie li posséde trois points Q4, Q2 Qs inva-
riants; donc l’involution J- posséde six points de coinci-
dence Ptl, P22, P33, Pi2, P23, Psi- Nous supposerons que le
point P,* représente le couple 0,0* (i, k— 1, 2, 3).

La droite OiO3 est une tangente d’inflexion en Q, a la quar-
tique K. Les droites Q3Q2, 020i jouissent des mémes propriétés
en 03" 02 respectivement. Par conséquent, 1 transforme PIt
en P? 3, P33 en P32, P22 en P12

On vérifie aisément que les transformations T et D sont per-
mutables et que, par suite, les vingt-huit points invariants
pour T forment quatre groupes de J7.

16.— On sait que les courbes canoniques de W sont les
lieux des points qui représentent les couples de points de K,
(*) L. Goueaux, Sur les Surfaces... (Loc. cit.)
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6 L. Godeaux. — Involution douée de trois points de coincidence

alignés sur les points du plan de cette courbe. Il y a ocl courbes
canoniques dégénérées; elles correspondent au cas ou le point
du plan de K appartient a cette courbe. Désignons par D une
courbe qui représente les couples de points de K contenant un
point fixe de cette courbe, par D' la courbe que T lui fait cor-
respondre. On sait que la courbe D -)- D' est une courbe cano-
nique et que ces courbes engendrent des systéemes /D J, j D'j de
degré 1 et d’indice 2 (*).

La courbe D4, lieu des points qui représentent les couples de
points de K contenant Q4, et sa transformée DJ sont inva-
riantes pour 9. Dj passe par P41, P12 et P13; D,' passe par P14,
P13 et P22

Définissons de méme les courbes D2, D3, D3, D3 en relation
avec les points Q2, Q3. D2 passe par P2 et y touche Dx; elle
passe également par P12, P23. D; passe P12 en y touchant D,,
par P22 et par P33 D3 passe par P33 en y touchant D', par P23
et par P13 en y touchant DJ. Enfin, D3 touche Bl en PH, D?
en P23 et passe par P33

(considérons le modéle bicanonique F4 de la surface de Hum-
bert relative a la quartique K, situé dans Sfi : Puisque 9 et T
sont permutables et que F{ représente I'involution engendrée
sur  par T, il correspond a 9 une transformation de F4 en
elle-méme, de période 7 et cette transformation permute entre
elles les courbes bicanoniques, c'est-a-dire les sections hyper-
planes de F4. Par suite, cette transformation est une homo-
graphie Hn de période 7. Nous allons démontrer, en nous
basant sur les résultats des paragraphes 2 et 3, que l'involu-
tion 17, engendrée sur F4 par H4, est rationnelle.

17. — Nous savons tout d'abord (paragraphe 3) que F4 est
une surface F particuliére. Il nous suffira de démontrer que Hj

> a ce sujet : F. Seveiii, Suite superficie cite rappresentano le coppie di
punti di urta curva algebrica. (A m R. Accad.) Torino, 1903. — Suite corrispondenze
fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classi di superficie. (Mem. R. Accad.)
Torino, 1903.
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appartenant & une surface algébrique de genre 5. 7

possede sept points invariants et sept seulement, et que trois
de ces points se trouvent sur F4.

Tout d'abord, I, ne possede que trois points de coincidence
R1, qui correspond a P14 et P13; R2, qui correspond a P2 et
P21; R3, qui correspond a P33 et P32

Au couple de courbes D4, D3 correspond, sur F4, une courbe
canonique CIf de genre 3, ayant un point double en R? et un
point simple en R3, A D2, D? correspond une courbe canoni-
gue C2 passant doublement par R3 et simplement par R4
A D3,D3 correspond une courbe canonique C3 passant double-
ment par R{ et simplement par R2. De plus, Ct louche une
branche de C2 en R3, CI une branche de C3 en R4, C3 une
branche de Ci en R3.

La courbe C4, d’ordre 6 et de genre 3, ayant un point
double R? et invariante pour H4, est située dans un S3 nécessai-
rement invariant pour H4. R en résulte que les tangentes a Ci
en R3, certainement situées dans S3, sont transformées en
elles-mémes par H4. Ces tangentes ne peuvent étre des lieux
de points invariants pour H4, car alors, les plans de S3 passant
par I'une d’elles au moins seraient transformés en eux-mémes
par Hi et ils devraient, par suite, découper, sur C4, des groupes
de points transformés en eux-mémes par H4. Cela est impos-
sible, puisque C! est d’ordre G, inférieur a la période 7 de H4.

On en conclut qu’il y a, sur chacune de ces tangentes, un
second point, et un seul, invariant pour H1, Nous désignerons
par Ra celui de ces points situé sur la tangente commune a Cl
et a C2; par Rc l'autre.

D’une maniére analogue, on trouverait deux points Rl R5
invariants pour Hi{ dans I'espace S3 contenant C2, deux points
R&, R4 dans I'espace S3" contenant C3.

11 résulte de I'analyse faite au § 2 de la variété V| contenant Fi
que les droites R4R4, R2R2, R3R3 appartiennent a cette variété
et concourent en un méme point, R7, nécessairement invariant
pour H4. Cette homographie ne pouvant posséder que sept
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8 L. Godeaux. — Involution douée de trois points de coincidence

points invariants isolés, il faut nécessairement que Rj, R2, R3
coincident avec R7.

Nous voyons donc que Hi{ possede sept points invariants
isolés, dont trois se trouvent sur F4 Par suite (§ 2), revo-
lution 17 est rationnelle.

L’involution d’ordre 14, engendrée sur *F par T et 9, est
rationnelle.

18. — Soit maintenant V* une surface image de Invo-
lution J7 appartenant a la surface *F. Puisque T et 9 sont per-
mutables, il correspond a T une transformation Irrationnelle
involutive T* de 'F* en elle-méme. Cette transformation T*
engendre une involution 12, d’ordre 2, dont une surface image <ig
est en méme temps une surface image de involution I7 appar-
tenant & F4.

L’involution 12 possede quatre points de coincidence, corres-
pondant aux quatre groupes de J7 formés avec les 28 points
invariants pour T sur U

Nous venons de démontrer que involution I7 et, par suite, la
surface <ig sont rationnelles. Entre la surface rationnelle dq et
la surface 'F*, il existe donc une correspondance (1, 2) présen-
tant quatre coincidences sur 'F*, c’est-a-dire quatre points de
diramation sur dg.

Transformons la surface dgq en un plan (birationnellement).
Alors, aux quatre points de diramation correspondent quatre
courbes rationnelles que nous pouvons toujours supposer étre
des droites. Il en résulte que *F* se transforme en un plan double
ayant une courbe de diramation formée de quatre droites. La
surface 'F* est donc ralionnelle ou réglée (*). Ce dernier cas ne
peut se représenter, car il résulte d’'une formule sur les surfaces

(*) Castelnuovo et Emoques. Suite condizvmi di razionalila dei piani doppi.
(Rend. Circolo Matem di Palermo. 1900.)
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apt arlenant a une surface algébrique de genre S. 9
doubles (*) qu’entre le genre arithmétiqgue na = 0 de dq et
celui pa de ¥*, nous avons

12pa = 24Tt0 — 3.4 + 12;

d’ou pa = 0. Donc
La surface qui représente les couples de points d’une quar-
tique de Klein

xfxz + xX\X3 + oftXi = 0

posséde une involution rationnelle d'ordre 7, présentant six
points de coincidence.

(*) L. Godeaux. Mémoire sur les surfaces doubles douées d’un nombre fini de
points de diramation. (Annales de la Fac. des Sciences de Toulouse, 4914.)
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