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Dans cette courte note, nous nous proposons d’établir une propriété 
des surfaces du quatrième ordre, contenant des courbes rationnelles de 
degré pair, en nombre au plus égal à huit, relativement aux involutions 
d’ordre deux, appartenant à une surface de genres un. Cette propriété 
s’établit simplement en utilisant nos recherches sur les involutions appar
tenant à une surface de genres un (1). Elle peut s’énoncer de la manière 
suivante:

Si une surface du quatrième ordre contient a courbes rationnel
les de degrés 2n1, 2n2, ..., 2na (o <; 8) et 8 — a points doubles coni
ques,la somme nx + n2 + ... + na étant paire et les courbes ne se ren
contrant pas et ne passant pas par les points doubles; si de plus 
la surface représente une involution d’ordre deux appartenant à une 
surface de genres un, elle représente au moins une seconde involu
tion de même nature.

Nous en déduisons le théorème suivant:
Si une surface de genres un représentant une involution d'ordre 

deux apartenant à une sut face de genres un, possède une système 
linéaire de genre impair (supérieur à trois), elle est l’image d’au 
moins une autre involution de même nature. 1

(1) Mémoire sur les involutions appartenant à une surface de genres un 
(Annales de l’Ecole Normale Supérieure, 1914. 1919).

Au sujet de ces recherches, voir également nos mémories publiés dans les 
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse tm A), les Bulletins de T Acadé
mie Royale de Belgique (1913, 1921), le Bulletin de la Société Mathématique de 
France (1913, 1915, 1919), les Annaes da Academia Polylechnica do Porto 
(1916, 1920), etc.



- 2 -

L’existence d’un système de genre 11, par exemple, conduit à l’exi
stence de 309 nouvelles involutions.

Ces involutions sont naturellement situées sur des surfaces diffé
rentes.

I .—Soit F une surface du quatrième ordre, de genres un (pa = P*=1 )« 
contenant a (-s£8) courbes rationnelles Cx, C2, ..., Ca respectivement 
d’ordre 2nu 2nt, ..., 2na, et 8 — a points doubles coniques. Nous suppo
serons les courbes rationnelles Ci, C2, ..., Ca, dépourvues de poins mul
tiples et ne se rencontrant pas deux-à deux. De plus, ces courbes seront 
supposées ne pas passer par les points doubles de F et ceux-ci ne seront 
pas infiniment voisins.

Chacun des 8 — « points doubles coniques est équivalent, au point de 
vue des transformations birationnelles, à une courbe rationnelle de de
gré — 2. Nous désignerons ces 8 — courbes par Ca+i, •••> C8.

II existe, sur la surface F, a autres courbes rationnelles, que l’on ob
tient de la manière suivante: Soit |C| le système des sections planes de 
la surface F. Les * courbes

Ci = mC — Ci (i ~ 1, 2, ..., et)

son rationnelles. Ci est découpée, sur la surface F, par la surface d’or
dre ni passant par C/.

On vérifie aisément les relations suivantes, dans lesquelles le symbole 
[A, B] représente le nombre de points communs à deux courbes A, B:

[Ci, C'i] — 2(n? -f-1),
[Ci, C'a] — 2«./îa,
[C'i, C'a] =0.

2.— Considérons le système de courbes effectives 

|r| = |C, -+ ri\C\ + ... + naCa|.

11 possède comme courbes fondamentales propres les courbes Cj, ..., 
Ca, Ca+i C8. Son genre, it, est donné par la relation

2tc - 2 = 4 - 2{n\ + ... + n2a + 4n\ + ... + 4n\,

d’où

* = n\ + n\ + - + «a + 3.

Ce système est simple, sans quoi, le système des sections planes C| 
de F ne serait pas simple.

Rapportons projectivement les courbes de |r| aux hyperplans d’un
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espace linéaire Stà * dimensions. F se transforme en une surface F', 
birationnellement identique, dont l’ordre est 2* — 2 et sur laquelle cor
respondent, aux a courbes rationnelles Cx, ..., Ca, et aux 8— * points 
doubles Cn+i, C8) 8 points doubles coniques. La condition, nécessaire 
et suffisante, pour que cette surface F' (et par suite F) soit l’image d’une 
involution d’ordre deux appartenant à une surface de genres un, est 
l’existence d’une courbe r0 telle que (1):

2r0 + Ci + ... + C8 = 2r (-2),
c’est-à-dire

. 2r0 = 2C + (2n, - 1)C, + ... + (2na - l)Ca - Ca+1 - ... - C8.

Considérée sur la surface F, la courbe r0 est d’ordre 2«2 — Kl + 4, 
où l’on a posé

ai = ni + «2 -f- + na.
= n\ + nl + + n*a-

En d’autres termes, on a

[Fq, C] = 2o2 — -f- 4.
De plus, on a

[ro. C,-] = ~ \4ru - 2(2m — 1)] = l.

On en condut que la condition nécessaire et suffisante pour que 
la surface F soit l'image d’une involution d’ordre deux appartenant 
à une surface de genres un, est l’existence de la courbe ro, d’or
dre 2^ — *1 + 4, rencontrant en un point chacune des courbes ra
tionnelles Ci, C2, ..., C8.

3.—Supposons «j pair et considérons la courbe

r o = (oj —^—j- 2)c — r0 — Ca+i — ... — c8.

Cette courbe existe certainement. Considérons en effet les surfaces 

d’ordre o,2 — -jy ai + 2;elles découpent, sur F,un système linéaire de degré 1 2

(1) Mémoire... loc. cit.
(2) Nous désignons par le même symbole une courbe tracée sur F et sa 

transformée sur F'.
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4(«2 —a, + ^j2 et de dimension (égale au genre) 2\a2 — -g- + 2j2 +1.

Ces surfaces découpent, sur la courbe r0) une série linéaire d’ordre 

2(<za —-^-«x + 2^2 non spéciale, puisque I’0 est de genre « — = «2 + 1

et que l’on a certainement «3 < |a2 — la, + 2j2. Par conséquent, d'a

près le théorème de Riemann - Roch, cette série a la dimension 
2^3 — tüj + 2j3 — a2 — 1 et il y a des surfaces d’ordre «2 — — a, + 2

passant par ro. Ces surfaces marquent, sur F, en dehors de r0, des cour
bes du système linéaire |r0|.

La courbe r'0 a l’ordre (sur F)

[F'o, C] = 2n2 — a, -(- 4,

égal à celui de r0- De plus, on trouve aisément que

[F„, C', ] = l (/= 1,2,
[P», C,] = l (/=«+!,....8).

D’autre part, on a

2F0 = 2C + (2«, - 1)C', + ... + (2na - l)C'a - Ca+x - ... - C8,

par conséquent, la surface F représente une seconde involution d’ordre 
deux, appartenant à une surface de genres un, les courbes de diramation
étant cette fois C'1( C'2) .... C'a, Ca+i.......C8. Donc:

5/ nx + n2 + ... + n« est pair, F représente au moins deux invo
lutions d'ordre deux, appartenant à des surfaces de genres un.

4.—Soit ¥ une surface normale de Sp (p > 3), de genres un, image 
d’une involution d’ordre deux, appartenant à une surface de genres un. 
Supposons que l’on puisse représenter d’une manière au moins, le nom
bre p — 3 par une somme de a carrés (a 8)

p-3 = ^ + /i2 + ... + «*.

la somme nx + n2 + .... + «a étant paire.
La surface ¥ possède, comme on sait, huit points doubles coniques. 

Soient ri( I’2, ..., T8 les huit courbes rationnelles de degré — 2 équivalen
tes à ces points doubles, |r| le système des sections hyperplanes. Le sys
tème |r — n, — «2, r2 — ... — na r««] existe et est de dimension trois. 
De plus, il est simple. Si on le rapporte projectivement aux plans d’un S3, 
on obtient, comme transformée birationnelle de ¥, une surface F, d’or



- 5 -

dre 4, possédant a courbes rationnelles satisfaisant aux conditions des 
numéros précédents. Par suite F et T représentent au moins une seconde 
involution d’ordre deux appartenant à une surface de genres un.

Si une surface de genres un, à sections hyperplanes de genre p, 
représente une involution d’ordre deux appartenant à une surface 
de genres un, et si L’on peut trouver huit nombres nt, n2, n8l en
tiers, positifs ou nuis, dont la somme soit paire et qui satisfait à 
la relation

p-3 = n*+/i* + .

la surface représente au moins une seconde involution analogue à 
la première.

Remarquons que nx + /z2 + ... ns devant être pair, il y a un nom
bre pair de nombres nu n2, ..., n8 pouvant être impairs, donc p — 3 est 
pair.

Inversement, si p — 3 est pair, les nombres nlt ..., n8 impairs sont en 
nombre pair, par suite, la somme ny + ... + ns est paire.

D’autre part, d'après le théorème de Bachet, p — 3 peut toujours s’é
crire sous forme d’une somme de quatre carrés au plus, donc:

Si une surface de genres un représente une involution d'ordre 
deux appartenant à une surface de genres un, et si elle possède un 
système linéaire de genre impair, elle représente au moins une au
tre involution analogue.

5. Supposons par exemple p = 11 et cherchons de combien de ma
nière on peut décomposer 8 en une somme de carrés n^,..., n\, la somme 
ni + ni + ••• + ng étant paire. On trouve inmédiatement:

8=1 + 1 + 1+1 + 14-1+1 + 1,
8 = 4+1 + 1 + 1 + 1,
8 = 4 + 4.

Comme dans les deux derniers cas, on peut intervertir le rôle des 8 
points doubles, on trouve que:

Si une surface de genres un, normale, de Su, est l’image d'une 
involution d’ordre deux appartenant à une surface de genres un, 
elle est l’image de 309 autres involutions analogues.

Bruxelles, 24 février 1921.


