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SOBRE LAS RECTAS COMUNES A VARIAS 

CUÂDRICAS DE UN SISTEMA LINEAL

Hace una docena de afios, la lectura de un trabajo en que, con el nom­
bre de complejo de Grassmann, analizaba J. Neuberg el lugar de las 
rectas que encuentran a très parejas de pianos en pares de puntos en in­
volution (*), nos condujo al estudio de ciertos cotnplejos y congruencias 
de rectas que se pueden representar por la anulaciôn de algunas matrices 
de dos series de variables cogredieutes (**). Esta representation da un 
medio cômodo para evaluar el orden y la clase de las congruencias y com- 
plejos considerados, utilizando los métodos expuestos por U. Stuyvaert y 
G Gfambelli (**■*), el primero de los cuales dedicô una interesante Me- 
moria a las congruencias que nosotros habiam'os encontrado y a otras que 
admiten anâloga representation (****).

Los métodos empleados se pueden aplicar a otros problemas, como ya 
hicimos en dos casos particulares (*****), en los que se trataba de hallar 
la clase de las superficies alabeadas o desarrollables.

En esta nota, y aplicando dichos métodos, buscamos los niimeros 
caracterlsticos relativos a los lugares de rectas situadas en un cierto nu­
méro de liipercuadricas de un sistema lineal, y asi determinaremos, por 
ejemplo, el orden de la reglada constituîda por las rectas comunes a ce2 
cuâdricas que forman parte de un sistema lineal cuadruplemente infinito.

(*) J. Neuberg: Hurle complexe de Grassmann (Mathesis, 1902, (3), n).
(**) L. Godeaux: 1) Sur quelques couples particuliers. (Bull. Acad. R. de Belgique, 1907); 

2) Sur une extension à l’espace d'un théorème de Grassmann. (Nouv. Annales de Math. 1907; 
(4), vn); 3) Sur quelques congruences particulières de droites. (Mém. Soc. Sc. du Hainant, 
1908, (6), ix); 4) Sur une classe de congruences de droites. (Enseignement Math. 1909, xi.)

En el segundo de los artfculos citados consideramos, en un espacio de n dimensiohes, el 
lugar de los espacios de p dimensiones que encuentran grupos de espacios de n — p — 1 di- 
mensiones en grupos de puntos ligados entre si por una relaciôn lineal.

(***) U. Stuyvaert: Cinq études de Géométrie Analytique.—Gante, van Goethem, 1908.— 
G. Giambelli. Mem. 1st. Lomb., 1904. En este articulo utilizaremos los resultados de 
Giambelli.

(****) y, Stuyvaert: Sur l’usage des matrices dans l’étude des congruences de droites. 
(Enseignement Math-, 1910, ni.)

(****») l. Godeaux: Sur l’emploi de certaines matrices de formes dans la résolution de 
problèmes de Géométrie. (Enseignement Math., 1915, xvn.)
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1. Consideremos en un espacio lineal Sr de r dimensiones, cuyas co- '
ordenadas homogéneas son (x0, x2,..... . x.), k + 1 {k > 1) hipercuâ-
dricas, linealmente independientes que tengan por ecuaciones:

(<- S 2 ^i.x.Xj-P , (a =a )t
i = 0 j — 0 

r r
(û‘)jr “ ^ ^ Q\ijXiX/=0 ' (aitf=a\jb

i = o J = 0

f r
^ S aki]XlXj 0 > kij = a ki i* 
1=0/=0

y sean Y {y0, yx, y2,..... , yr),Z(za,zx, z2,...... . zr) dos puntos cua-
lesquiera de Sf. Cada una de las hipercuâdricas dadas encuentra a la rec­
ta KZen dos puntos, cuyas coordenadas

H.y. + vi?. (/ 0,1,2,..... , r)

estdn determinadas por los valores de los paramétras pi, v, dados por las 
ecuaciones

p.2(a.yy + 2 [a v (a)y (a.)z + v2 (a.)\ 0 (j = 0, 1,2,..... . k).

Para que eStos k + 1 pares de puntos pertenezcan a una misma invo- 
luciôn /gdesegundo orden, simplemente infinita, es necesario y suficien- 
te que -se tenga:

(«o)’ My • M2 Ml
Ml My ■ Me Ml

K); {ak\t • («*),

es decir: que se anulen los déterminantes de tercer orden contenidos en 
esta matriz.

La matriz que forma el primer miembro de la ecuaciôn [1] goza de la 
propiedad de poderse reducir a la primera mediante adiciones y substrac- 
ciones de columnas, sustituyendoy., z. por p' y. + v' z., p" y + v" z., res- 
pectivamente. Por esta causa se puede decir que la ecuaciôn [1] repré­
senta un lugar de rectas.

Las rectas de Sf son oo2 <r_ l\ y como la cuaciôn [IJ équivale a k - 1 
ecuaciones linealmente independientes, représenta un lugar formado por
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co2' k 1 rectas. Lo designaremos brevemente por complejo oo2r k 1 
de rectas: S..R

2. Por un grupo de dos puntos de la involuciôn l\ determinada so­
bre una recta Y Z que pertenece al complejo £ , pasan oo*-1 hipercuâ- 
dricas del sistema lineal oo*

\ (aoYx + \ (a\)'x +..... ■+ \ ; 0. [2]

De estas ce* 1 hipercuâdricas, oo*~2 pasan, ademâs, por un punto ar- 
bitrario de Y Z y contienen a esta recta.

Inversamente, si una recta Y Z esta situada en a>A“2 hipercuâdricas 
del sistema [2], las hipercuâdricas de este sistema determinarân en la rec­
ta una involuciôn /,’ ; luego esta recta pertenece a S . Por tanto:

El complejo oc2r~k — 1 es el lugar de las rectas que pertene- 
cen a ook ”2 hipercuâdricas de un sistema lineal de k dimensiones.

3. Antes de continuar, apliquemos a un caso particular, que mâs ade- 
lante utilizaremos, un teorema de Giambelli (*) relativo al orden de la va- 
riedad representada por la anulaciôn de una matriz de formas.

Sean a., formas homogéneas de grado p. con respecto a las incognitas
(x0,Xi,x2,..... . jrrf) consideradascomocoordenadas ordinarias de un es-
pacio de d dimensiones srf.

La ecuaciôn

Il «711=0 (/ = 0, 1,2,/ 0,1,2,........k)

représenta, en sd, una variedad de d — k+ 1 dimensiones, cuyo orden 
estâ definido por un déterminante de orden k - 1 :

S[ s2 s3 0 0   0
s0 st s2 s3 0   0
0 S0 5, s2 s3 ....................... 0
....................................... ....................

0 s0 s, s2 
... 0 s0 s,

donde hemos puesto s0 1, s, = p0 +Pl +p2, s2 = p0 p, +Plp2+ p2 p„, 
Po P\ P2 *

(*) G* Giambelli.—Ordine di una uarietà piii ampia di quella rappresentata colVannulaie, 
tutti i minori di dato ordine estratti da una data matiice generica di forme. Mem. R. 1st. 
Lomb. 904, t. xx (véase pâg. 28, fôrmula iv’).
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Definamos dos numéros a , (3 por las condiciones:

a* T* Para A - 1. A 2;
Pé = Y* para ft = ft ft 2.

Tendremos:

T* - SiT^l^S2T.-2 + S3Ï«-3

y, en particular:

V 3a*~. 2 aL
>

y como, ademâs, se tiene: a2 = 3, a3 = 7; ,32 = 6, p3 = 24, [3, = 80, podemos 
considerar conocidos los numéros a^, [3^.

4. Volviendo al complejo oo2r-*~1Sft, résulta que por un punto 
de Sf pasan oor_* rectas de S.. Suponiendo k é. r, pongamos en la ma- 
triz de la ecuaciôn [1]:

z0 --Z\ ........ zr—u 0 f3]
y fijemos el punto Y de tal modo que no pertenezca al espacio lineal defi- 
nido por las ecuaciones [3].

La ecuaciôn [1], cuyas variables zr_k + ,> zr_k +2>..... > zr se consi-
deran como coordenadas ordinarias, représenta puntos.

En otros términos: si k^r, las rectas de ïk que pasan por un punto 
de Sr, engendran un cono de orden »k.

En particular:
Las rectas de Sr que pertenecen a ccr 3 hipercuddricas de un sis- 

tema lineal de r 1 dimensiones forman un complejo oo de or 
den «r_, ■

Para r 3 se tiene este teorema:
Las rectas de una red de cuddricas forman an complejo de ter- 

cer orden.
Este es el complejo encontrado por J. Neuberg (*) en el caso particular 

en que la red de cuadricas esta definida por très pares de pianos.
De igual modo, para r 2, résulta este otro teorema:
Las rectas de Sr que pertenecen a cor 2 hipercuddricas de un sis- 

tema lineal ccT, engendran un complejo cor de orden ar-

l*) Loc. cit.
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5. Si suponemos k r, obtenemos un complejo oo' Existe
un numéro finito de rectas de estç complejo que se apoya en un espacio 
lineal 5 de p dimensiones, y en otro Sr_p_l der-p - 1 dimensiones, sin 
tener ningün punto comün. Para determinar este numéro, hagamos reco-
rrer al punto Y el espacio Sp y al Z el S. ,. En otros términos,— p — i pon-
gamos:

y0-y i-va ..... y 0,ur—p—1

Haciendo
Zr-p Zr-p + 1 II p

yo J1 [4]
zo z\ Zr — p — \

y
X r—p Xr-p + 1 X r — 1 [5]
y r—p y r — p + 1 y r — 1 yr ’

los elementos de la matriz [1] se convierten en formas enteras y homogé-
neas de segundo grado con respecto a las r variables x'0,x',, ..... > -r r _ l \
luego la ecuaciôn [1] tiene soluciones.

Observemos que cada una de estas soluciones nos da, mediante las 
ecuaciones [4] y [5], una recta de que se apoya en Spy 5._p_x • 
En efecto, si una de estas soluciones es

'rn *1 x 0,r — p — 1

porejemplo, debemos descartarla, puesto que, en virtud de la ecuaciôn [4], 
se tiene:

zo Z =2 -=....... Z 0r p-1 r—p r

lo que es imposible; pero el numéro de dichas soluciones es Del mis- 
mo modo, el numéro de soluciones que dan

Xr-P xr-p+1
es decir:

y0 '/,

X r-i -T0 0,

yr o

es ; luego existen pr 2 a. soluciones aceptables. ^_2
Por tanto: hay Pr 2 % rectas de Sr, pertenecientes a oor hiper- 

cuddricas de un sistema lineal cor que se apoyan en un $>p y en un 
S _ , sin tener ningûn punto comün.

r Hagamos variar el espacio S de una manera continua hasta que ten-
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ga un punto comün Peon el espacio . Las - 2 o^ rectas que se
apoyan en estos dos espacios, se dividen, en virtud del principio de con- 
servaciôn del nümero, en o^ rectas que pasan por P y [3^ - 3 a rectas si- 
tuadas en el espacio S que contiene actualmente a Ios espacios 5 y 
5 pr-p~ 1

Observemos que las rectas de S._, situadas en un hiperplano de 5 son 
ccr , y, por consiguiente, forman una variedadde r 2 dimensiones, de 
orden pk~ 3o^. Luego:

Las rectas de Sfque pertenecen a ocr hipercuddricas de un 
sistema lineal ocr engendran un complejo oor-1; por un punto de S 
pasan a. de estas rectas, y un hiperplano deSrcontiene <x>r~3 rectas, 
que forman una variedad de orden (3.-30., de r 2 dimensiones.

En particulàr, si r 3:
Las rectas que pertenecen a la base de los haces de cuûdricas 

de un sistema lineal triplemente infinito forman una congruencia 
de orden 7 y clase 3.

Fano (*) ha encontrado esta congruencia, que présenta gran interés 
desde el punto de vista de la Geometria algebraica y ofrece el ejemplo de 
una variedad algebraica de dos dimensiones de género cero y bigéne- 
ro uno.

6. Haciendo, ahora, en las formulas generales, h r+ 1, obtenemos 
un complejo ocr + ,, cuyas rectas engendran una variedad puntual V 
de r - 1 dimensiones, y cuyo orden queda, realmente, calculado en el pâ- 
rrafo anterior.

Si en las formulas generales ponemos en vez de r, r' r + 1, y en vez 
deÆ, r+ 1, résulta un complejo oo' ’, cuyas rectas, que pertenecen a 
un hiperplano genérico, formarân precisamente la variedad V, cuyo 
orden sabemos que es 3^, j3.+ -3* Luego:

Las rectas comunes a cer-1 hipercuddricas de un sistema 
lineal en son ce' , y engendran una variedad de r - 1 dimensio­
nes de orden ü ,3arr + 1 r x 1

En particular:
Las rectas comunes a las cuddricas de las redes de un espacio 

lineal cuddruplemente infinito, engendran una reglada de orden 35.

(*) Fano: Nuove ricerche sulle congruenze dirette del 3° ordine prive di linea sinsolare 
Mem. R. Accad. Torino, 1900, (2), t. l.


