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SUR L’EMPLOI DE CERTAINES MATRICES
DE FORMES DANS LA RESOLUTION DE PROBLEMES

DE GEOMETRIE
PAR

Lucien Godeaux (Liége).

Des recherches sur certaines congruences de droites m’ont con-
duit autrefois a la considération de certaines matrices a deux
séries de variables cogrédientes
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a a -j- 2 lignes, ne changeant pas de forme lorsque ! on substitue
a X., tj. des combinaisons aj\ Xuir -)- y'y 't M. Stuyvaerl a
ensuite repris | étude de ces matrices et d’autres possédant la
méme propriété, et leur a consacré un Mémoire trés intéressant
et trés suggestifd. Certains problemes de géométrie conduisent a
la considération de matrice de méme type que celles dont il vient
d’étre question, mais a trois séries de variables cogrédientes. C’est
ce que je me propose de montrer dans ce travail en traitant les
problémes suivants

a) Déterminer la classe du lieu des plans sur lesquels les qua-
driques d’un systéeme linéaire cel découpent 004 coniques.

>) Déterminer la classe du lieu des plans rencontrant sept cou-
ples de droites en sept couples de points conjugués par rapport
a une méme conique.

1 Sur quelques complexes particuliers. Bull. Acad, de Belgique, 1907. — Sur quelques congru-
ences particulieres de droites. Méni. dela Soc. des Sc. du Hainaut, 1908. — Sur une classe de
congruences de droites. L’'Enseign. Malh., 1909.

2 Sur I'usage des matrices dans I'élude des congruences de droites. L'enseigo. Math , 1910.



MA THICES FONCTIONNELLES 33

i 1. — Matrices fonctionnelles.

1. —Désignons par (,10, .r, , r,, ...xr), (y0, y,,... yr), [20, s,,... Z,)
les coordonnées projectives homogénes respectivement de trois
points X, Y, Z d'un espace linéaire S,-, a r dimensions et repré-
sentons par A p, r) une fonction rationnelle, entiére et homogene
par rapport a chacune de ces séries de variables, de degré X en (.r),
fi en (y), ven (2).

Considérons la matrice a sept lignes et six colonnes

Xi, AL v (A2, w-w P, [Ag . Vo)
Pu, [M, vl

0;
X ., v (Xfi . [Ag . Vo)

et supposons que cette matrice ne change pas de forme lors-
que l'on substitue a a\, y., z(, des combinaisons linéaires
u,i + Pif + Z=i. u"l\ ¥ P'Fi + /s,-, «"C + p ui + f-i- | es équa-
tions (1) sont alors vérifiées pour trois points arbitraires (distincts)
du plan XI/.. On peut donc dire que ces équations représentent
un systeme de plans. Ce systéeme est de dimensions 3¢/- —2) — 2 —
3/- — 8; c’est, suivant la terminologie de S. Kantor, un ce3*"—8 —
complexe fie plans.

2. — Faisons/» = 3. Les équations (1) représentent alors une
développable de S3 dont nous allons rechercher la classe, c’est-a-
dire le nombre tie ses plans passant par un point. Pour cela, nous
pourrions opérer de la maniére suivante : Immobilisons le point X
et faisons parcourir aux points Y, Z deux droites gauches. Mais
alors, nous devrons éliminer les solutions pour lesquelles X, Y, Z
sont en ligne droite, ce qui présente de sérieuses difficultés. Il est
donc préférable de procéder autrement.

Faisons, dansles équations (1), r — 4. Nous avons alors, dans S4,
un o004 — complexe de plans. Par deux points quelconques passent
ties plans de ee oc4 — complexe en nombre fini £. De méme, il y
a un nombre fini £ de plans de cet ocd — complexe passant par un
point et s’appuyant sur deux droites, ces droites et ce point n’etant
pas dans un méme S3.

l.a connaissance des nombres £, * nous fournit la classe de la
développable de S3. Considérons en effet un point P et deux droites
t/,, d2 de S4. Lorsque d, et t/2 ne se rencontrent pas et que le
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point P ne se trouve pas dans le S3 déterminé par <f,, d2, faisons
varier dit d% jusqu'a ce que ces droites se rencontrent en un
point P'. D’apres le principe de la conservation du nombre, le
nombre £ des plans du oc 4 — complexe passant par P et s’appuyant
sur dt, d2, restera le méme, car il ne devient pas infinil Par con-
séquent, le nombre J est égal au nombre £ des plans du oc { — com-
plexe passant par P, P' augmenté du nombre y des plans passant
par P et s’appuyant sur d,, di en des points distincts. Mais dt, d?
et P sont actuellement dans un méme S3 et les plans du x 4 — com-
plexe passant par P et s’appuyant en des points distincts sure?,, d2
ayant trois points communs avec cet S3 y sont contenus tout en-
tier. Par conséquent, / est la classe de la développable lieu des
plans satisfaisant aux équations (1) pour r = 4 et situés dans un S3.
On peut choisir P, dt, d2 de maniéere que cet S3 soit donné par
.h = 0. On voit ainsi que y est bien la classe cherchée.

3. — Calcul de £. — Pour calculer £, donnons a X, Y des posi-
tions fixes en dehors du plan ,r3 — ,ri = 0 et faisons parcourir ce
plan au point Z. En d’autres termes, dans la matrice (1) donnons
aux (x), (y) des valeurs fixes, telles que u3, :i\ "z£ 0, y3, y4 ™ 0 et
faisons z3 = st = 0. Nous obtenons une matrice a trois variables
homogénes (z,, z,, qui s’annule, d’aprés une formule de
M. Stuyvaert s, pour

r
2 v * —k
tA=|

systémes de valeurs de ces variables. On a donc
2 . Wi
i) =1

Observation. — Les points X, Y, Z jouant des réles symétriques,
on a également

—t [‘|. [I N k) .
Une condition pour que la matrice (1) jouisse de la propriété
indiquée est donc
S\V'*x = = —\/"» (L K— §oe 6 ; iI~K) .

4. — Calcul de £. — Pour calculer £, donnons a X une position
fixe et faisons parcourir au point Y la droite y0 =y, =yt --- 0,*8

| La condition imposée aux plans du <x4 — complexes initialement se décompose en deux
conditions de méme dimension. Voir F. Soveri, SuL principio delta conservazionc del_ nu-
méro. llend. Cire. Palermo, 1912.

8 Cinq Etudes de Géométrie Analytique (p. 10). Gand, Van Gecelhem, 1908.
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au point Z la droite z2 = za = z4 = 0. Supposons de plus que le
point X ait été choisi de maniere que .rs soit différent de zéro.
Alors, les points X, Y, Z sont toujours distincts et ne sont jamais
en ligne droite.
Posons
Hni __ 1j »2 Z0
us3 4 us8 z1

et substituons dans la matrice (1). Nous obtenons une matrice a
trois variables (//,, nt, n3), homogéenes, qui admet, d’aprés la for-
mule de M. Stuyvaert déja invoquée,

2 (pj + V) (At + v4) (, k—1, 2. 6 i— Kk
solutions. Mais parmi ces solutions, il peut y en avoir pour les-
quelles on ait soit n, — n3.= 0, soit = n3 — 0. Ces solutions

donnent respectivement y3 = 24 = 0, z0 = z, := 0, ce qui est ab-
surde. Remarquons que le iime terme d’une ligne est de degré /r.
par rapport aux variables (//,, n3). On trouve donc

(/fe=1, 2, ... 6, i ™ k) solutions pour lesquelles — n3 =0. De
méme, on trouve J solutions pour lesquelles = n3 — 0. Par con-
séquent, ou a

T = 2(a. + V) lji*x + vt) — ¢ (.i=1,2...6; i7~KkK.
Par suite
C = 2la. + v,-))(" + v*) — 2aji* — 2vf»t |, |i.* = 1.2... b ik
v < Egal*r 4- S[J.bvt nz l]at~Xvn 4- SQi‘{' . ,/.=:1,2...,6),
5. — Nombre /. — Nous avons trouvé plus haut que la dévelop

pable représentée par la matrice (1) dans laquelle on a fait /» = 3,
alaclasse / = £ — £ On a donc

L= S v+ STt 2
ih=k 4=1

Observation. — Remarcjuons que pour que la matrice (1) jouisse
de la propriété indiquée, on doit arriver au méme nombre £ en
intervertissant les réles des points X, Y, Z. On doit donc avoir

Stqvj. -j- S = 2w Xk g- 2VjXt — SX ™ -)- 2X{iq
@i, *=1 2... 6) .

0. — Considérons le déterminant obtenu en supprimant la der-
niere ligne de la matrice (i) et en y faisant r = 3. Ce déterminant,



36 /.. GODEAU.1

égalé a zéro, représente une série x 2 de plans enveloppant une

certaine surface. Pour trouver la classe de cette surface, on immo-

bilise X, \ et on fait = r3 = 0. On trouve alors que cette classe
I

est égale a ™ On doit d’ailleurs avoir

§2. — Lieu des plans sur lesquels les quadriques d’un systeme X °,
linéaire, découpent x4 coniques.

7. — Considérons, dans un S3, sept quadriques linéairement
indépendantes dont nous écrirons les équations sous la forme
symbolique

0+ '4=0, 4=0. 4=0, 4=0 0, r—0

Supposons que ces quadriques n'aient, six a six, aucun point
commun.

Un plan déterminé par trois points X, Y, Z rencontre une de ces
quadriques, la premiére par exemple, en une conique dont le point
générique, de coordonnées eul + (3//0 -f- Y-<,» voo aj's + j%3 + ys3),
vérifie I'équation

“4 + F(I\ + 44 + 2<|(U«V + =01

Pour que les sept coniques déterminées par les sept quadriques
données appartiennent a un méme systeme >4, linéaire, on doit
avoir

— 0 123

Ces plans enveloppent donc une développable dont la classe /
est donnée par les formules générales du § 1. Dans ces formules,
nous devons faire P, =2, PA=u, P3—0, P4 =1 P. =0, P0 = 1,
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P, =
vt =

0, pl =2, p3 =0, — 1 @, =1, —0, i, =0, — 0,
2, vi=0, 5 1, v, ©™~ 1. On trouve

Y= 1. c=17, 7=m6 .

Lex jiltins sur lesquels les quadriques d’un systéme linéaire x°
découpent x4 coniques, enveloppent une développable de classe six.

Remarquons que par une conique découpée sur un plan tan-
gent a la développable considérée par une quadrique du systéeme
donné passent >? quadriques de ce systeme. Parmi celles-ci, il y
en a x| contenant le plan, donc :

Le lieu des plans faisant partie de x ! quadriques d’'un systéme
linéaire x°, est une développable de classe six.

8. —Le déterminant obtenu en supprimant uneligne dans la ma-
trice (2) et égalé a zéro exprime que six quadriques découpent,
sur le plan X, Y, Z, six coniques d’un systéme (linéaire) >4.
D’aprées ce que nous avons vu (§ 1, n° 6).

Les plans sur lesquels les quadriques d'un systéme linéaire x '
découpent x ! coniques, enveloppent une surface de classe quatre.

Par une de ces x4 coniques passent x! quadriques du sys-
téme, donc le plan appartient a une de ces quadriques.

Les plans appartenant a des quadriques d’un systeme linéaire x5
enveloppent une surface de quatrieme classe.

Les surfaces représentées par deux déterminants d’ordre six
tirés de la matrice (2) ont en commun une développable de classe
seize se décomposant en la développable considérée plus haut et
en une autre, représentée par la matrice (2), ou I'on a supprimé
deiix lignes. C’est le lieu des plans sur lesquels les quadriques
d’un systéme >4 découpent x 3 coniques. Ou encore, c’est le lieu
des plans appartenant a des quadriques d’un systeme linéaire x 4.
Cette développable est de classe 10.

§ 3. — Lieu des plans rencontrant sept couples de droites
en sept couples de points conjugués par rapport a une meme conique.

9. — Soient d,, d\; d,,, d.2, ...; Ad". sept couples de droites
ne se rencontrant pas deux a deux. Kcrivons les équations des
droites dt, d't formant le i — icme couple sous la forme symbo-
lique

aix — ai,,a0 + ai, r, -f- ai,.r, -f ai,x, — 0 ,
llix = tn0.10 -}- bi,x, - &i,.r, -j- iti,, ;8 << 0 ,

pour (L,

pour dj.
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Un point du plan déterminé par les trois points (non situés on
ligne droite) X, Y, Z a pour coordonnées

%xk + PI* + Y'y 1 i=0,1, 2273
Si ce point est situé sur la dro'tc (/., on a
«aix -f fini + '(ai. =0 ,
ab'x + ‘ihiv 4' Yhiz =0

Désignons par ai /L, y. les parametres déterminant ce point;
on a

oy aib | ai. ax .1 ax aiy
biy In, j hi. hix ' 1 hix hiy
De méme, les parametres «/, fl!, y! fixant la position du point
du plan XYZ se trouvant sur <//, sont

ay Mioah @k elam @y

DD - Vi, 1. bi. ' ",

Si les points de rencontre du plan XYZ sont conjugués par rap-
port a une conique de ce plan, il existe une relation bilinéaire
entre les quantités a., fi., y.; al, ji/. yU Soit

U B2IPIP( + E13vjvi + 2£[2,aiP| + *iiV
+ 2e23 (PtYi + PtYi) + 2£.n (y>X H- Y/“i) ==

celte relation.

Six couples de points conjugués par rapport a une méme conique
déterminent celte conique. Par suite, si les sept couples de points
d’intersection du plan XYZ avec les sept couples de droites
donnés sont conjugués par rapport & une méme conique, on doit
avoir

aiai PiPi Yivi *iP, + «iPi Pyt + PiY: Yiai+Yi'

a,a, — — — — —

cb

aa — @ — Y-*7 4- Y7al

Les plans rencontrant sept couples de droites en sept couples
de points conjugués par rapport a une méme conique engendrent
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mdonc une développable, [.es formules trouvées au § 1 permettent
de calculer la classe de cette développable. On doit poser A, — 0,
A—2 lg—2 M— 1 AS—2 Ab—i; jUj — 2 fi*t— o0, fi-, — 2,
ji=1 fi. =1 fiR—2,;, v, =2, i2=2, va=0, vi=2, vs = 1,
v = i
On trouve
¢ =39, c=73, W — 3

Les plans rencontrant sept couples de droites en des couples de
points conjugues par rapport a une méme conique, enveloppent une
développable de classe 3k.

10. — Considérons un déterminant d’ordre six extrait de la ma-
trice (3). Ce déterminant, égalé a zéro, représente le lieu des ce?
plans rencontrant six couples de droites en six couples de points
conjugués par rapport a une conique. C’est un déterminant du
type de ceux que j'ai rencontré dans un travail rédigé lorsque
J’étais encore sur les bancs de I'’Athénée’ ; dans ce travail, j'avais,
pour atteindre la plus grande généralité possible, considéré le
lieu des S,,_i rencontrant nk— 1 groupes de k Sr—«, dans S,-,
en des groupes de k points liés par une relation k— linéaire, et il
en était résulté quelques obscurités.

Reprenons notre déterminant d’ordre six, tiré de la matrice (3)
et égalé a zéro, et supposons que ce soit précisément celui que I'on
obtient en effacant la septieme ligne de cette matrice. Ainsi que
nous l'avons observé (§ 1. n" 6), ce déterminant représente une
surface-enveloppe de classe huit.

Donnons a X, Y des positions fixes sur la droite d, et laissons
d’ailleurs Z arbitraire (en dehors de cette droite). On a alors

«, = fi, =y, — 0 et par suite, le déterminant est identiquement
nul et la surface-enveloppe contient la droite d,. De méme, on
vérifie qu’elle contient les droites dj, t/2, dj, ..., t/6, dj.

11. — Considérons la matrice obtenue en supprimant les deux
derniéeres lignes de la matrice (3). Cette nouvelle matrice, égalé
a zéro, représente le lieu des ce’ plans rencontrant les cinq couples
de droites c/,, dj: z/2, dj; ...; db, dj en cing couples de points
conjugués par rapporta ccl coniques (d’un faisceau). En reprenant
le calcul que nous avons fait au § 1, on trouve ([lie cette dévelop-
pable est de classe 20.

L’intersection des surfaces-enveloppes représentées respective-
ment par I'’évanouissement des déterminants tirés de la matrice (3)* *

1 Sur une extension a L'espace d'un théoréme de Grassmann. Nom . Annales tie Math. 1907.
— Je profite de cette citation pour rectifier une erreur qui s’est glissée dans un autre travail :
Sur la polarité dans les complexes du second degré (ordre et classe). (Ens. Math. 1907.) La
courbe d'ordre cing dont il est question au n° 2, page 388, se scinde en cing droites «lont | une
ne rencontre pas d et peut étre considérée comme sa correspondante. Cette correspondance
* -mit sans doute intéressante a étudier.
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en effagcant soit la derniere, soit l'avant-derniére ligne, est une
développable de classe 64. Cette développable se décompose en :
1° la développable de classe 34 lieu des plans rencontrant les
sept couples de droites donnés en des couples de points conjugués
par rapporta une méme conique;
2° la développable de classe 20 lieu des plans rencontrant les

cing couples de droites d,, dj; ... ; d%, d," en des couples de points
conjugués par rapporta X! coniques;
3° les faisceaux de plans d'axes dt, dt", db, dj.

Les plans rencontrant six couples de droites en six couples de
points conjugués par rapport a une conique, enveloppent une sur -
face de classe huit contenant simplement les douze droites données.

Les plans rencontrant cing couples de droites en des couples de
points conjugués par rapport aux coniques d’un faisceau, envelop-
pent une développable de classe vingt.

7 juillet 1914.



