CHAPITRE 4
DISCRETISATION SPATIALE EN ELEMENTS FINIS.

4.1. INTRODUCTION

Nous supposons la méthode des €1éments finis bien connue.
Ce chapitre est consacré a 1a discrétisation spatiale des coordonnées
(au sens général d&fini nlus haut) et de Teur variation, et § 1'infiy-
ence de cette hypothése géoméirigue sur 1'&quation de la puissance vir-
tuelle. Nous choisissons de déveTopper des &léments finis cinématique-
ment admissibles, de type isoparamétrique.
Les coordonnées initiales X dans r , actuelles x dans v , la pression
p et Tla température T sont done discrétisées en fonction de leurs
valeurs nodales EL’ X P » tL & 1'aide des mémes fonctions d'interpo-
fation :

L=k K= e X
S R T
P =4p (2.1.)

T=9 T

L = 1, nombre de noeuds de 1'é1ément.

De méme, les variations des vitesses des coordonnées actuelles sont .

f Vo= ¢ v,
= 4 o, (4.2,
8T = @L 6TL

Les fonctions d'interpolation sont exprimées 4 1'aide de coordonnées
isoparamétriques normalisées -

P =6 {g) pour une Tigne
¢, =4 (&.n) pour une surface (4.3.)
9 = ¢ (&,n.) pour un volume

Dans e cadre de ce travail, nous avens exclu Tes corps orientés
(poutres, cogues,...) pour nous limiter d 1'étude de soTides en état"
plan, axisymétrique ou tridimensionnel de contraintes et déformations
généralisées. Des &7éments plans et volumiques seront donc développés.
De plus, 1a modélisation des frontiéres sur lesquelles soit Jes forces,
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soit la relation forces-déplacements sont imposéss nous conduit 3 dé-
velopper des &léments finis de frontiéres, des Tignes en &tat pian oy
axisymétrigue et des surfaces en atat tridimensionnel.

Les el€ments finis choisis font partie de la famille Serendipity
(voir ZIENCKIEWICZ [2]) et sont du second degré : ils ont un noeud an
chague coin et un noeud sur chaque aréte.

Figure 4.1.

Ce choix est justifié essentiellement par notre expérience. 17 semble
donner en général un excellent rapport qualité-colt {voir ZIENKIEWICZ
[2], CESCOTTO [487).

L'intégration de 1a puissance virtuelle sur un &lément est numéri-
que, sefon la technique de GAUSS.

L'introduction du champ de coordonnées discrétisé dans 1'expression
de la puissance virtuelle dans un éiément permet de mettre en &vidence
tes forces nodales €nergétiquement &quivalentes aux contraintes ou aux
charges, qui sont conjuguées aux coordonnées nedales, inconnues généra-
1is€es des problémes étudiés.

Pour obtenir plus de détail sur 1a technique des &léments finis,
les fonctions d'interpolation, T'intégration numérique, 1'assemblage
des forces nodales, etc... on Tira par exempie ZIENKIEWICZ [27.

4.2. LES GRANDES DEFORMATIONS MECANIQUES.

La puissance virtuelle intérieure a Até évaluée au chapitre 2 :

. ] 38y advy
3W =f O'..&E-.dV:J O.x 7 | + ) dv (2.71.)
I y 1 ] v 1 2 axj axi

Cette puissance est éva]uéedansTaconﬁgurationactueﬂey= de méme que Tes

contraintes de CAUCHY. v représente donc le volume actuel, apreés dé-

159



formation, dans la configuration v et les coordonnées x.

Les inconnues sont les coordonnées nodales actuei?es‘ﬁL, telle

19}
A
P
m

I

les contraintes et déformations soient en &quilibre avec les forc

{0}

< 2
==

déplacements imposés.
4.2.1. L'état plan de contraintes ou de déformations.

Deux composantes de ccordonnées sont utilisées

X1s Xp dans la configuration v et Jes axes alobaux e1- &
£ , n dans Ta référencs Isoparamétrigue.

Le jacobien J de la transformation de coordonnées (x,, xz) = {£,n) est
r‘\ ~ ?
|OX1 dxl '{
; "
J= | % Al (4.4.)
L of an |
avec Bxp 9Ky aXg ax,
det (J} = ~ ﬂ (4.5.)
-— 88 3n an 3E ’
et inversément :
- ~ r\x n b
e e ] [ P2
J = I - J ! ! (4.6.1
= | L3 X, | /
zaxl 39Xy J i 5& !

Ainsi, on obtient sans difficulté les dérivées spatiales dans la confi-
guration actuelle des fonctions d'interpolation

EEL.: Efk. 3& EEEAJEL (4.7.)
axf aE axj an 3x o

et Tes composantes des déformations virtuelles

Bav, 3¢,
= —— §v,. (4.8.)
axj axj Li

IT en résulte quela;missancevirtue?]eintérieure en un point vaut, wvu
T'annulation des termes relatifs & Ta 3éme direction,

. 39 59
953 %855 = 9y EN SVt ooy 3%, Vi o
Jd d¢
1 ,%% Lo
a7 (axl M2t ag )
+5 1 (3¢L 3V, ; + il 8V, 5} (4.9.)
217 VX, i T Ex) Yo SEEE
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et, vu la symétrie du tenseur contrainte

53, Bey
g fe.. = =+ 7, Vooay,
T °%4j3 (Gll 3% Y12 3o’ Li
L . (4.10.)
Rt [=2e}
+ (G L T o L 8y
L2 e T T2 B e

La puissance virtuelledans un &1ément Sobtient par intégration volumi-
que de cette expression. Passons aux coordonnées Tsoparamétriaues
el {"'1
W, = ¢ [ osy 3., todet (J) dedy (4.11.)

i j_i Jo1 i 13

ou t est T'épaisseur de 1'@lément. Constants (généralement unitaire)
en etat plan de déformation, elle varie avec les contraintes et défor-
mations en état plan de contraintes.

Intégrons numériquement selon le schéma de GAUSS (& 4 ou 9 points)

Wy = (o5 des tdet (J) W) (4.12.)

(3]

T
PI
o W est Te poids de GAUSS du point d'intégration

% repré@sente une sommation du produit de la valeur de THintégrant

Pl aux divers points d'intéqration par tes poids correspendants.

Ainsi apparait 1'expression celapuissance virtuelle discrétisée pourun
élément. Elle est aisément calculable numériquement

BéL 39

Wy = 2 (971 3. T 12 5o0) tdet (J) w V|4
3 39, T
—= 4, L G |

E1le est absoTument identique 3 celie obtenue dans le cas classigue des
petits déplacements. Nous pouvons également &crire

= 4.14
sH; FLy 8viq + Fpy oy, (4.14.)
pour mettre en évidence les forces nodales FLi énergétiquement équiva-

Tentes aux contraintes, qui sont Tes forces généralisdes conjuguées
aux déplacements nodaux

i (o, & Lyt et (g

= L (Uq7 == + 0,5, — ) t de ¥
| 3¢L 30
J FL2 = I (012 —87('-: + 0'22 W) t det (g) W
| P1 1 2
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4.2.2. L'état axisymétrique.

L'analyse de sclides en &tat axisymétriaue peut se réduire & 1'aty-
de d'un plan radial : tous les déplacements se produisent dans ce plan.
Des Tors, 1a plupart des développements de 1'état plan sont valabies
ici. Les géométries initiale et actuelle sont décrites de la méme fa-
con. Les dérivées dans Je plan des déplacements se définissent de ma-
niére inchangée, & 1'aide du Jacobien de 1a transformation

)

(xl,xz) = (£,n), ou le rayon est €gal & la premiére coordonnée Xq -

Par contre, la déformation et la contrainte circonférentielle ne
sont pas nulles. IT en résulte que la puissance virtuelle en yn
point comprend une nouvelle contribution. Si Ta directicon circonféren-

tielle est affectée de 1'indice 3, i1 vient :

90 3oy oL
i3 %5 T 1 Ty T e ox, 933 T) V1
(4.16.)
a0 g
, "L L .
* (o 5 oy 8V 9

L'intégration de cette puissance sur le volume de 1'278ment est agale-
ment affectée par 1'état axisymétrique. Si nous considérons un secteur
d'un radian, 1'épaisseur de 1'&7ément &gale Je rayon :

Tosoro= oy (4.17.)

et les forces nodales Energéti vement &quivalentes aux contraintes sont:
q q

SQL 8¢L ¢L
L1 = 2oy 0t o g * o33 ) Xq det(d) W
PI I 2 1 (4.18.)
Flo= L {0, =~ +a,, —) Xy det(J) W
L2 P 12 3Xq 22 ax2 1 =

4.2.3. L'état tridimensionnel.

A nouveau, Te développement est semblable & celui posé pour 1'état
plan. Simplement, i1 est amplifié,
Les expressions des coordonnées et déplacements ne changent pas.
Celles des déformations et du Jjacobien passent au rang 3 :

a@Vj 3
3X1 = K ($L (E,n,c)) GVLj
. .. : (4.19.)
= (—Eii _.ag._ + QL an + jlf_ ig) Y,
3E BX_E' an BX_i sr ' 3)(1- LJ
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avec

aXy 8y 0X1§
3 an 3
3% X 5%, |
2 ,
J- 12 &2 Tz (4.20.)
— 9 an 84 i ‘
35 ax3 3Xs ?
3f an 9z |
et
Y 3 3
aXl 3X2 0X3
J-l= ASn an ﬁan (4.21.)
ar 3T 2
g BXE BXB

Les déformations et les contraintes sont au nombre de 9, dont 6 2gales
deux par deux par symétrie.

L'intégration numérique en volume se réalise sans probiéme.
I1 en résuite 1'expression des forces nocales FL? énergétiquemsnt
équivalentes aux contraintes :

: 38, 29 3,
Fly= 2 {0y, o=+ 070 —— + 970 —) det{J) W
L1 b 11 3%4 12 3o 13 3x3 =
29, 59, 39, L
"o T Lo m Y e T Y oes ) det(d) 4.2z,
PI 1 2 3

. B¢L 3¢L 3¢L .
Fio = L (007 == 4 0un — + g ) det(J) W

L3 P 31 84 32 85 33 84 =

4.2.4. Les frentiéres chargées.
4.2.4.1. Introduction.

Nous étudions dans ce paragraphe les frontidres sur lesquelles soit
Ta charge soit une relation entre 1a charge et le déplacement est impo-
sée. Nous nous intéressons exclusivement aux charges définies par uni-
té de surface déformée.
Elles sont appelées en anglais "follower forces", car elles suivent et
dépendent de Ta déformation. Une modification de la taille oy de 1'o0-
rientation de la surface d‘application entraine une modification de 1a
charge globale appliquée. Elle varie donc constamment pendant la dé-
formation du solide.
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IT est intéressant d'introduire le calcul de ca type de charge dans
un &lément fini particulier. E£n effet, 1a structure giobale du program-
me de calcul n'est ainsi pas affectée par ce type particulier de mise
en charge, et les surfaces chargées se discrétisent de facon semblable

au volume du solide.

La puissance virtuelle sxtérieure sur une surtace chargée a &té

évaluée au chapitre 2 :

[
ly
Elle est calcuiée dans la configuration actuelle v. a représente donc
la surface actuelle. Nous allons évaluer ci-aprés cette puissance vir-
tuelie sur un &lément de frontiare.

Ainsi que nous 1'avens annoncé au chapitre 2, les axes dans lesquels
sont exprimés les vecteurs charges p et déplacaments virtuels §v sont
quelconques. La plupart des charges imposées en surface sont des pDres-
sions normales et des frottements tangentiels.

Nous travaillerons donc dans un systéme d'axes local 118 & la frontidre.
Le développement d'un é1ément de frontiére est moins classique que ca-
Tui d'un &1ément de volume. Nous Te présentons donc en détails.

4.2.4.2. L'état plan ou axisymétrique.

La frontiére se réduit 4 une Tigne en &tat plan.
Par symétrie, en &tat axisymétrique, i1 suffit ggatement d'étudier une
Tigne. Par compatibilitd avec Jes éléments de volume précédemment Dré-
senté€s, T1'&1ément de frontiére est une tigne isoparamétrique du degré
2 8 3 noeuds. Les coordonndes actuelles of leur perturbation sont :

Figure 4.2.
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b= e () (4.24.)

Determinons & présent les axes locaux et la matrica de rotation qui

les lient aux axes globaux :

€q estnormal & la frontiére et dirigé vers 1'intérieur du solide
ec est tangent 4 la frontiére.
Leurs Toncueurs sont unitaires. La succession des noeuds de 1'élément

définit les cdtés intérieurs ot ext&rieurs au solide.

On a de suite

, dx. dx
E o = __'[_‘ .n+_2 3 E
R O
| dx dx (4.25.)
a = (—___.?_ e J__.l a ) /E
=R de =1 " dg =2 dg
avec le jacobien unidimensionne]
! dx ax
ds _ j, 1.2 2.2
EERVAS A 128
La matrice de rotation est donc
dg dz
1
= . 4
R =g (4.27.)
dE dx1 Eig
| @ ;
Elle Tie les deux systémes d'axes
e, ] e
RI SR i"li (4.28.)
ES, LEZ,;
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La matrice de rotation a les propriétés

-1
R = R =R

(4.29.)
det (R) = 1

Le vecteur charge p a pour composantes la pression p et le frotte-
ment <, positifs dans la direction des axes locaux

f
:

P’ = ep, s (4.30.)

Evaiuons & présent Ta puissance virtuelle :

SW R sy da

It
e

2T

o+1
- 15351»:51— dz (4.31.)

oG t est 1'épaisseur, généralement unitaire en état plan (en état

(7]

Y

plan de contrainte, les charces sont exprimeées par unité de longueur),
et &gale au rayon en état axisymétrique (en considérant un secteur d'un
radian). Par intégration numérique de GAUSS (& deux ou trois points),
les forces ncdales é&nergétiguement €quivalentes aux charges extérieures

sont ;
: X dxl
F T gt ) e
| (4.32.)
i dxl dx2
FL2 = ﬁ% (p T + T dE) ¢L W

o W est le poids d'intégration.

La jacobien-gg apparait au déhominateur de Ta matrice de rotation et
au numérateur dans la transformation de cocrdonndes (xl,xz) + (&),
Ces deux contributions se détruisent.

Dans le cas axisymétrique, Tes forces nodales {4.32.) doivent &tre
multipliées par le rayon r = X1

L'expression (4.31.) de la puissance virtuelle montre qu'au vecteur
charge en axes locaux b est conjugué Te vecteur vitesses perturbées en
axes locaux

6V = R sy (4.33.)
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L'étude du contact unilatéral avec frotiement demande Te calcul de
a

1a distance et de ja vitesse e rroentiére de Ta structurs et yne

= 3

fondation. Les relations {4.31.) et (4.33.) montrent que Ta distance
et Ta vitesse, qui sont conjuguées aux charges de surfaces, dojvent

&tre exprimées comme ces dernidres en axes locaux.

Nous développons ici deux types de fondation : une ligne parabolique
Pt V4 q P q

définie par trofs noeuds, pouvant dégénérer en une tigne droite, et une

eg
; ]

circonférence. Etudions d'abord la igne parabolique. Nous utilisons
a nouveau la formulation iscparamétrique pour définir les coordonnées

et Tes vitesses de tout point de la fondation en fonction des valeurs

nodaies

v f ,
\

|
i
l
g

I3
I~ —h

(4.34.)

£
i

b

<

¢ ¥

i
L

L*indice supérieur f indique que les grandeurs se rapportent 3 la fon-
dation.

Figure 4.3. - Fondation parabolique isoparamétrique.

- . N
D'autre part, si X est un point de Ta structure, P 1a normaie inté-
rieure unitaire en ce point et d la distance é‘is, 1'2quation de ia
droite normale 4 la structure est

X = f+ng (4.35.)

A T'intersection de Ta normale et de la fondation, la distance d et Ta
coordonnée isoparamétrique £ sont données par 1'équation vectorielle
du second degré

X +deg =0 (5) x (4.36.)

On obtient ainsi deux couples de valeurs, (dl, gi) et (dz, gz). Com=
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ment cheisir 1'un des deux ? Deux conditions sont immédiates

d > 0 {4.37.)
vu 1'orientation de &p comme normale intérieure. Sinon, la frontiére
et la fondation ne sont pas en contact

-l (4.38.)
sinon le point de contact ne se sitye pas entre le ler et Je 3e noeud

de dafinition de Ta frontiére. C(Ces deux conditions ne suffisent pas

toujours & &liminer une au moins des deux intersections possibies.

La comparaison des normales i 1a structure et 3 Ja fondation ay
point d'intersection permet d'&1iminer en toute sécurité un des points,
qui représente un faux contact (fig. 4.4.).

fondaticon

fondation

SR

\%ésohde

Figure 4.4. - vrai et faux contact.

Dans les deux cas reprééentés, ia norma1e_gR d la structure intersecte
fa fondation en A et B. En A, la structure.et la fondation s'interpé~
nétrent, le contact est vraj. En B, le contact est faux. Le produit
scalaire des vecteurs normales intérieures & Ta structure et 3 la fon-
dation est négatif en A et positif en B. Son signe est donc un critére
efficace lTorsque Ta fondation est composée d'un arc de parabole.
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e, . n, <0 contact
A (4.39.)

€p - Ng > 0 décollement

Ce ne serait plus le cas si elle était composée d'une série de para-
boTes de courbures inversades (figura 4.5.), considérées simultanément

dans un &lément de frontidre.

fondation
¢

Figure 4.5.

Le contact se produit-il en A ou en B ? Nous ne possédons pas de cri-
tére précis pour ce type de géométrie. L'utilisateur doit se prémunir
de cette ambiquité par une modalisation appropriée, en limitant le nom-
bre de parabolesprises en compte simultanément.

I1 faut encore déterminer la vitesse relative de Ta fondation et du
solide selon 1'axe &, tangent au solide. La formule (3.125.)
€tablit la procédure i suivre. Elle tient compte de Ta vitesse
de roration_g du triédre local. '

Nous pouvons évaluer les forces nodales énergétiquement &quivalen-
tes aux pressions et frottements appliqués par le solide 3 1a fondation
et relatives aux noeuds de Ta fondation. Le processus est équivalent a
celui de la détermination des forces nodales sur T'é@lément modélisant
une frontiére chargée (paragraphe 2.2.4.2.). Les équations (4.32.)
sont donc immédiatement valables, & condition que 4, représente la va-
leur des fonctions d'interpolation relatives aux noeuds de Fondation,
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au point d'intersection dont la coordonnae £ a été calculée par (4.36.).
Les forces nodales ainsi obtenues se placent sur le méme pied que Jes
autres réactions, a condition que Tes noeuds de définition de 1a fon-
dation soient blogués. Elles assurent donc 1'€quilibre de translation

des forces appliquéss et des réactions.

tudions & présent une fondation circulaire. La circonférence est
définie par son centrelﬁc, son rayon R et 1'angle @, suivant la rota-
ticn d'un point guelconque de la fondation. Ces données sont introdui-
tes @ 1'aide de deux noeuds. Le lep est situé au centre du cercle.
Le second a pour "coordonnées" le rayon R et 1'angle o. Sa position
n'a donc aucune signification physique. Mais 1'utilisation du forma-
Tisme nodal permet & 1'utilisateur de medifier la géométrie de la fon-
dation comme i1 impose le déplacement d'un noeud queicongue. Elle per-
met €galement de caiculer les forces nodales €nergétiquement dquivalen-
tes d la pression et au frottement appliqués a Ta fondation, soit les
réactions horizontales et verticiles sur T'axe du cylindre, et le cou-
pie dii au frottement.
L'8guation de Ta circonférence est

! (4.40.)
{ €. = <sing, cos 4>

ouvg¢ est un vecteur unitaire ayant pour origine le centre, et incli-
né de i'angle ¢ sur 1'axe_§2.

Figure 4.6.

A 1'intersection de Ta normale au solide (4.35.) et de la fondation
(4.40.), la distance d et 1'angle 4 sont donnés par 1'éguation vecto-
rielle :

.55 +de =_§C + R e, (4.41.)
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A nouveau, deux valeurs du couple {d, ») sont obtenues.
Les critéres de distance négative (4.38.) et de produit scalaire des
A

normales intérieures négatif (4.39.) doivent &tre respectds comme pré-

cédemment et permettent d'2liminer au moins une des solutions.

La vitesse du point d'intersecticn de Ta normale & 1a s*ruc®ure aver
n

Ta fondation est obtenue par dérivation de (4.40.)

dx

- d.c d d (4,423
avec
i | de
at —  dt

car tous les points de la circonférence tournent & la méme vitesse 3.
L'équation (4.42.) est la seuie dans laquelle intervient le paramdtre
6 et seule sa dérivée apparalt. La vitesse relative tangente s'obtient
alors ciassiquement.

Les forces nodales associées aux 4 "coordonnées nodales" de 1a fon-
dation (EC, R, ¢) peuvent &tre calculées. Pour le centre_ic, les

equations (4.32.) sont d'application, & condition de poser

¢L = 1. (4.43.)
donc
dxz dx,
FCl = PZI ('p“a*:— + T dg) W
dxl dxz (4.44 )
= 4 _ W.
2 AL

Si on admet qu'au point de contact, la fondation et le solide ont des
normales de méme orientation, les forces nodales associées au rayon R

et @ T'angle 6 sont simplement

_ ds
Fé = ;} p W &
: (4.45.)
ds
F = Lt W 4%
. & P 43

En fait, vu la technique de pénalisation (cf. chapitre 3), les direc-
tions des normales ne coincident pas parfajtement, et les forces noda-
les sont ainsi calculées approximativement. Ceci n'entraine toutefois
aucun probléme, car la seule utilité de (4.45.} est de renseigner
T'utilisateur du mod&le sur la so¢llicitation du cylindre.
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Les forces nodales (4.45.) ne sont pas utilises par le programme.
4.2.4.4, L'état tridimensionnel.

La frontiére est une surface. Les &léments finis de frontiére doi-
vent atre compatibles du point de vue des déplacements et des coordon-
nées avec les &léments de volume utilisés : aux briaues paraboliques

curyilignes & 20 noeuds sont associés des quadrilatéres paraboliques

curyilignes & 8 noeuds. Les coordonnées actuelles et leurs perturba-

tions sont
Cx =8 x
B (4.46.)
| sy =8 sV
avec
¢ = ¢ (Z.n) (4.47.)

Le L

Choisissons des axes locaux et déterminons la matrice de rotation qui
Tes lie aux axes globaux. Pour cela nous utilisons deux axes locaux
issus naturellement du développement de 1'&lément fini isoparaméirique:
les axes isoparaméiriques gg, e, Tiés aux coordonnées isoparamétriques

£,n [(figure 4.7.)

Figure 4.7. - Axes et coordonnées fsoparamétriques.

Ces axes sont tangents a la surface frontiére mais ne sont ni normés

ni orthogonaux. Leurs composantes sont :

T axl 8X2 BX3
E,_ = < a‘c’ » BE 5 rag >
3k 53X 3k (4.48.)
_ 1 2 3
e = < . q s >
n an an an
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Les axes locaux se calculent alors aisément.

!

&, est normal & la frontiére et dirigé vers 1'intdrieur du solide

e_ A e11
- 5 _- 4 40
e = _——— P A
=R e Aoe | ( )

Le sens deg_R dépend de T'ordre de numérotation des noeuds de 1'&lé-

ment.

R aest paralléle é_gr {ce choix ast arbitraire. e_ doit uniguement

€tre tangent a la surfgce).

3

e, = e /e, | (4.50.)

¥y
S

e~ compléte Te triddre orthonormé

&7

= (4.5
E.T ER A?._S Ve 1)

Figure 4.8. - Triédre orthonorme local.

La matrice de rotation se déduit aisément des relations (£.49.) 3
(4.51.). ETle 1ie les deux systémes d'axes

L | &1 |
- 1

&5 R 18y (4.52.)

& L9

Sen expression analytique est complexe, suite notamment aux deux nro-
duits vectoriels et aux divisions par les normes.

Le vecteur charge p a pour composante la pression p et les frotte-
ments selon les axes &g et &g, positifs dans la direction des axes Tlo-

caux.
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QT = <P, Tgs Tpo» (4.53.)

(IT est objectif car les axes €r> &g &p sont liés au solide).

Evaiuons Ta puissanca virtuelle

N

. = | p' R sy da (4.54.)

M

La transformation de 1'intégrale des coordonnées physiques aux coor-
donnees isoparaméiriques fait apparaitre la relation

da = e, a gqi de dn (4.55.)
denc 1 4l .
Wo = P R osv le. iz e | dfdn (4.56.)
d e =

Cette expression est intégrae numériguement selon le schéma de GAUSS
{2 4 ou 9 points pour un quadrilatére parabolique & 8 noeuds). Les
forces nodales énergétiquement équivalentes aux charges extérieures

sont :
fe
}'Llf .
e - ) , .
iz LR lecae | W (4.57.)
Fla
LS -

4.2.4.5, Le contact en état tridimensionnel.

Pour T'étude du contact unilatéral avec frottement, i1 est néces-
saire de calculer la distance et Ta vitesse relative entre la surface
du solide et une fondation. La relation {(4.54.) montre que Ta distan-
ce et la vitesse sont conjuguées aux charges de surface p et d07vent
donc &tre calculées comme ces derniéres en axes locaux (—R’-QS’-ET)'

Nous développons ici trois types de fondation : un plan défini par
trois noeuds, un cylindre droit d&find par deux noeuds sur 1'axe, un
raycn et un angle de rotation, et un tronc de cone d&fini par deux
noeuds sur 1'axe, deux rayons et un angle de rotation.

Etudions en premier lieu le plan. Nous utilisens la formulation
isoparamétrique pour définir les coordonnées et Tes vitesses de tout
point en fonction de celle des trois noeuds de définition (non coli-

néa 1res)
[ ﬁ = 6 ﬁf

. L=1,3 (4.58.)
| " - LY
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L'indice supérieur ¥ indique que Tes grandeurs se rapportent & la fon-
dation Les fonctions d'interpolaticn sont :

le, =1 -2 -1
1 o -
| &0 = £ (4.59.)
(’D = I
! N

12

I1M]

(S0

Figure 4.9, - Plan de fondation.

Les coordonnées isoparaméiriques g,n ne sont pas bornées (au contrai-
re de c¢e qui se passe dans un élément), afin de représenter la totald-
té du plan.

Si‘is est un point du éo]ide, ep la normale intérieure unitaire en
ce point {4.45.) et d Ta distance a 5;, T'8quation de la droite norma-
le au solide est

5=35S+dsg

A T'intersection de la normale et de la fondation, la distance d et

(4.60.)

les coordonnées isoparamétriques £,n sont données par 1'éguation vec-
torielle du premier deqré

.F

S -
X+ deg = 4y (£an) X, (4.61.)

qui a généralement une solution unique (Si Ta normale@pet Tes axes

&, - & sont coplanaires, i1 n'y a pas de solution).

Cette solution est-elle physiquement acceptable, ou, en d'autres
termes, y a-t-i1 contact ? Oui, si deux conditions sont remplies :
I d >0

n.oep

(4.862.)
< 0
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et n sont les normales intérieures au solide et & la fondation.

$'i1 y a contact, i1 faut calculer la vitesse relative du solide
et de la fondation. la vitesse absolue de la fondaticn au point d'in-
tersection est calculée par {£.58.) ol 1'on introduit Tes coordonnées
isoparamétriques tirdes de (4.61.). 11 suffit alors de lui soustrai-
re la vitesse du point du solide et de projeter le vecteur vitesse
refative ainsi obtenu dans les axes locaux & 1'aide de la matrice de

rotation R, puis de Te corriger par Ta vitesse de rotation R (3.125.).

Les forces nodales énergétiquement @quivalentes aux charges de sur-
face p et relatives aux noeuds de fondation sont calculées par (4.57.)
o0 4, représente a présent les trois fonctions d'internolation de la
tondation calculéss au point d'intersection.

Etudions a présent une fondaticn en forme de cylindre droit.
L'axe du cylindre est défini par deux noeuds 5F1 et_écz. Nous consi-
dérons uniquement la portion de cylindre comprise entre les sections
droites en ces deux noeuds. L'axe a pour &quation isoparamétrique

P T

; 4
| ~ "

[ 6, = 1-2¢ _ (4.63.)
{7l

P _ 0<g < 1

592: &

Le rayon R et T'anale 5 sont introduits 3 1'aide d'un troisidme noeud
sans signification physique. Comme précédemment, seules les varia-
tions de 9 sont significatives, sa valeur initiale n'a aucune impor-

tanca.

Afin d'@crire 1'€quation de la surface cylindrique, considérons un
systéme d'axes locaux & Ta fondation (figure 4.10.) :

! RN S I = 1
eh = el y (4.54.)
}Ef - ejae]

gy est T'axe global "le plus orthogonal" é‘g§,qui minimise (gT_g{).
En effet, le couple (gg, gg) peut &tre orienté dans n'importe quelle

direction pourvu qu'il soit orthogonal & g{. Le choix proposé est
arvitraire. IT &vite tout probléme numérique.
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Figure 4.10. - Fondation cylindrique.

-h

Introduisons une coordonnée angulaire ¢ et 1'axe associé e,

(fig. 4.10.)
f . f f
- . i
e, Sin ¢ e, + cOs ¢ g, (4.65.)
Dés lors, tout point de la surface de la fondation cylindrique est
repéré par les coordonnées g, et a pour coordonnées

X = ¢y Epl + ¢2_§C2 + R_gf“
? (4.66.)

i £
e R

=5ty E(]x

c2 cl
x - x7
A T'intersection de la normale au solide et de la fondation, la dis-
tance d et les coordonnées cylindriques £, sont donndes par 1'équa-
tion vectorielle non Tinéaire

x>+ d ep = 1y g(gxc2 - x61[

Jel +ref (4.67.)

= 7= =3

51 les racines en sont réelles, deux points de contact sont possibles.
Pour les séparer, la technique classique est d'appiication.
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(4.62.)

n o=-g (4.68.)
est la normale intérieure au cylindre.

La vitesse absolue du point d'intersection sur 1z fondation s'ob-

tient par dérivation de (4.66.)

Vo= 4y v 25 1C2+§§ e + R%EZ (4.69.)
ol
d F S S U I - o4 T
= vg@ = 8 Cos v 8, -8 sin $ &85 F SN ® gF &, T COS ¢ ac &3
(4.70.)
d _d ., _:
TP Tgd e
d f . d _F
a2 Y ;ALY
' -~ el £
@ o ogelrelrel i el
L (4 1 o

La vitesse relative en axes Tocaux au solide s'obtient alors aisé-

ment.

Les forces nedales énergétiquement equivalentes aux charges de sur-
face et associées aux paraméires géométriques de fondation sont plus

difficiles & déterminer, ainsi que Te montrent les expressions {4.70.).

La Tourdeur du calcul ne justifie pas les résultats escomptds, nous
semble-t-11 {Ces résultats n'ont aucune utilits pour le fonctionnement
du programme). Le couple peut &tre aisément évalud. I] vaut :

_ T |
Fo = =z Eg¢+123 e, ae W
(4.71.)
avec
£ 4 = cos ¢‘g; - sin ¢_g§
@1-?

Enfin, étudions une fondation tronconique. Comme précédemment
(4.63.) 1'axe est défini et limita par deux noeuds 5Fl s 5@2. Les
rayons aux extrémités Rl, R2 et T'angle ¢ complétent 1a description et
sont introduits & 1'aide d'un troisidme noeud sans signification phy-
sique. Le syst3me d'axes locaux (4.64.){4.65.) reste d'application.
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L'expression du rayon change :

R o= ¢, R1 t 4y Ry {4.72.)
et donc 1'éguation du tronc de chne est
. Cl ce , N -
A= 0 X F é:"2 X F (¢1R1 ¥ @ZREJ ?—:p (4.73.)

Figure 4.11. - Fondation tronconique - perspective.

L'intersection se produit pour des valeurs de la distance d et des
coordonnées cylindriques £,4 données par 1'équation vectorielle non
Tinéaire

Cl C2 f

S
Xo4dgp = o) XU 4 4y XU+ (01R] + 9oR,) (4.74.)

=
51 les racines en sont réelles, deux points de contact sont possibles.
Pour les séparer, les conditions (4.62.) sont d'application. Cette
fois, 1a normale intérieure est

.F

n =-¢cosa &, +3in a eq
n =6 £
avec RZ _ Rl
o} = aY‘Ctg —]-C—Z"“':hxc—li (475)

La vitesse absolue du point sur la fondation est :

€l Cz d f

N d . , f
v = ¢1 VTt g, v+ (¢l EE'RI . ¢2'EE R2) g¢ + R ——-§¢ (4.76.)

d
— dt

. d . ~
ol HE'gi est donné par (4.70.).

Le couple s'obtient par (4.71.)}. Les autres efforts généralisés
appliqués par Te cylindre ne sont pas évalués.
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R | D
C o o
Figure 4.12. - Fondation tronconique - Coupe.

4.2.5. Le chargement en volume : le poids propre.

Dans de nombreux cas, et en particulier dans 1'&tude non Tindaire
des déformations du sol, i1 est nécessaire de prendre en compte le
poids propre du solide. Dans ca paragraphe, nous évaluons la contri-
bution du poids propre aux forces nodales issues du calcul de Ia plis-

sance virtuelle extérieure. Celle-c¢i vaut :

Se = ( oP 8y dv {2.69.)
‘v

o est la masse volumique, P est le vecteur force par unité de masse.
Dans 1'&tude du poids propre, P est donc 1'acc&iération de la pesan-
teur. C'est une constante (en axes globaux constants).

Intégrons sur le volume isoparamétrique. FEn &tat plan, i1 vient :

+1 41
[

SW =

c Pl det (J) drdn sy, (4.77.)

-1 1.1
Le déterminant det(dJ) du jacobien J du passage de la configuration
actuelle v & Ta configuration isoparamétrigue &gale 1e changement de
valume lors de cette transformation. Or, le volume dans la configu-
ration isoparamétrique est constant. Par contre, le volume de la con-
figuration actuelle varie avec les déformations. La masse volumique
o. det(J) est consti.itependant la déformation. L'intégrale (4.77.)
peut donc étre calculée dans la configuration initiale. Les forces
nodales énergétiquement équivalentes au poids propre sont :
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Fls = & o det(d) P,

il
=L ;o M (4.78.)

Elles sont calcuiées une fois pour toutes, lers de 1'initialisation
des diverses variables du programme.
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4.3. LA CONBUCTION THERMIQUE ET L'ECOULEMENT DE FLUIDE EN MILIEU
POREUX.
La puissance virtuelle intérieure a &t3 dvalude ay chapitre ¢
r 948D

iy = Visp - Fiwm) dv (2.83.)
Y

-t

Dans un contexte de grandes déformations, cette puissance est avaluée
dans Ta configuration actuelle ~. v est donc le volume actuel,
aprés déformation.

Les inconnues sont Tes pressions (Tes températures)p telles que les
T U i . . 2 a
flux ¥ et f et les gradients de pression, M soient en équilibre avec

fes débits et pressions imposés.

4.

(8]

.1. L'état plan.
La définition de la géoméirie et Te jacobien de 1a transformation

de ccordonnées (xl, Xo) ~ {Z.n) ont &té présentéds au paragraphe 4.2.1,

formules (4.4.) 3 (4.?.), IT vient donc :
LA 5 (4.79.)
axj axj L

°* Yo 36p ;=Y ad"L
frosp - f, 3%, = {Ts - f, axi) 8p, (4.80.)

L'intégration volumique de (4.80.) est réalisée numériquement dans
T'espace isoparamétrique (£,n) selon le schéma de GAUSS:

3¢ a¢

sWo= oz (FY 4 L —5) £ det (J) W 5, (4.81.)

"ft\—“f
P L 1 aXy 2 ax2

oli t est 1'épaisseur de solide &tudiée.

Les débits nodaux énergétiquement equivalents aux flux répartis,
qui sont conjuqués aux pressions nodales, sont :

v - GéL 8¢L -
FL = pg (f o - 5}; - f2 gzg) t det(J) W (4.82.)

4.3.2. L'Btat axisymétrique.

IT n'existe aucun f ux circonférentiel. Dés lors, la seule diffé-
rence entre 1'état plan et 1'état axisymétrique réside dans 1'épais-
seur prise en compte. Ici, on a

t = r = x (2.17.)
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si 1'on &tudie un secteur d'un radian,

Les débits nodaux énergétiquement 2quivalents aux flux sont donc :

L e
- 5-)-(;))(1 det(J) W (4.83.)

v 36, 39
f

¢L—

Foo= = (F —
1 gxl

4.3.3. L'état tridimensicnned.

Le développement se déduit aisément des paragraphes précédents
4.3.1. et 4.2.3. Les débits nodaux énergétiquement &auivalents aux

flux sont :
3t a¢, . 3¢
- v L L L
Fpo = 2 {f'g, -~ f = - f5 — - F ) det{J)W (4.84.)
L PI L 1 oXl 2 ax2 3 OX3 —

4.3.4. Les frontidres i déhits imposés.
4.3.4.1. Introduction.

Nous étudicns dans ce paragraphe Tes frontiéres sur lesquelles soit
le débit soit une relation entre le débit et la pression (la tempéra-
ture) est imposée. Ces débits sont définis par unité de surface (dans
la confiquration actuelle v, en présence de grandes déformations).

La puissance virtuelle extérieure sur une frontiére chargée a &té
@vaiuée au chapitre 2 :

SWE = J q ép da (2.81.)
a

Elle est calculée dans 1a configuration actuelle ~.

Comme dans le cas des &tudes de grandes déformations, i1 est inta-
ressant de calculer cette contribution 3 1a puissance virtuelle dans
des éléments finis distincts de ceux representant le solide. Le pro-
gramme de calcul est ainsi simplifié, et la génération des données
allégée.

4.3.4.2. L'état plan ou axisymétrique.

Les développements géométriques ont &té présentés au paragraphe
4.2.4.2. 11 est cette fois inutile de d&finir des axes Tocaux, car
fe débit est un scalaire. On obtient donc immédiatement Tes débits
nodaux énergétiquement équivalents aux débits de surface.
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tn état pian

= (—=}" + T 4.85
FL DZT a s \ dE} ol az’ &y d (4.8 )
En état axisymétrique
dx dx
A TV 7.2
o= onoq (=) 1 = e K W {4.86.
LT 7o L )

yu la forme du jacobien (4.26.).

Dans certains cas, le flux imposé q dépend des aressions {des tem-
pératures) de la surface ot du milieu extdrieur. Nous supposons la
pression du milieu extérieur uniforme, et nous fournissons cette in-
zgrmation par un noeud dont 1a position géométrique n'a aucune signi-

Fication, mais dont la pression peut atre modifiée par 1'utilisateur

m

comme celle de tout autre noeud. A cette pression est conjugué un de-
hit nodal Fe énergétiquement &quivaient au déhit q imposé par le

milieu extérieur :

En état plan

Lhe s (37 (4.87.)

dx dx
F=1q _‘/(—i)2 P (=5 g M (4.88.)

4.3.4.3. L'état tridjmensionne?.

Les développements géométrigues ont até présentés au paragraphe
4.2.4.3, Le principe du calcul des débits nodaux est identicue a
celui exposé au paragraphe précédent.

11 vient donc immédiatement : P

o | W (4.89.)

F,o= T qg¢ e A
Lo TR TE

La pression du milieu extérieur est représentée par un noeud.

Lui est conjuguée le débit nodal

= t I .90.
Fa ;} q ig; he { (4.90.)
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4.3.5. Les débits imposés en volume.

Nous calculons dans ce paragraphe les débits nodaux éneraétiquement
€guivalents aux débits imposés en volume.
La puissance virtuelle extérieure est :
SW. = S 2.81.
2 =) 08, (2.81.)

o0 Te dé&bit Q est donné. 11 en résylte immédiatement le débit nodal

Fo= T Qe det(d) U (4.91.)
pr L -
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