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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les involutions cycliques appartenant i une variété algébrique
complétement réguliére

par LucieN GODEAUX,
Membre de I"Académie

Résumé. — On considere une variété algébrique contenant une involution
cyclique d’ordre premier p, n’ayant qu’un nombre fini de points unis et
sur cette variété un systéme lineaire d’hypersurfaces contenant p systémes
linéaires partiels appartenant a Pinvolution. L’un de ces systémes est privé
de points-base. On démontre que fes autres ont la méme dimension.

Dans nos recherches sur les involutions cycliques dont la période
est un nombre premier p et qui n'ont qu’un nombre fini de points
unis, appartenant a une surface algébrique, nous avons pris comme
modele projectif de celle-ci une surface F sur laquelle I'involution
est déterminée par une homographie cyclique de I’espace ambiant (*).
Le systéme |C| des sections hyperplanes de F contient p systémes
linéaires partiels appartenant a I'involution. L’un, [Cy|, est privé de
points-base, les autres |C,|, {C,|, ..., |C,_;| ont pour points-base
les points unis de 'involution. Nous nous sommes surtout attaché
a déterminer la structure des points unis de Pinvolution et celle des
points de diramation de la surface image de l'involution. Dans les
nombreux cas particuliers que nous avons examiné en vue des appli-
cations de notre théorie, les systémes |C,|, |C,|, ..., JC,_4| avaient
la méme dimension. Nous nous sommes naturellement proposé de
voir si cette propriété était générale.

(1) Théorie des involutions cycligues appartenant & une surface algébrique et applications
(Rome, Edizioni Cremonese, 1963).
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions cycligues etc.

Nous commengons par considérer le cas d’une courbe algébrique
contenant une involution cyclique privée de points unis, ou le résultat
est aisé 4 obtenir. Passant ensuite au cas d’une surface, nous avons
sur une courbe C, une involution privée de points unis. Pour pouvoir
appliquer le théoréme sur les courbes, il faut que la série caracté-
ristique du systéme |C| sur la courbe C, envisagée soit compléte.
Or, si la surface F a l'irrégularité g, 1a série caractéristique en question
peut avoir le défaut g d’apres un théoréme classique de Castelnovo.
Nous avons donc di nous limiter aux surfaces réguliéres, privées
d’intégrales de Picard de premiére espéce.

Le passage aux variétés algébriques ayant un nombre quelconque
de dimensions exige également que les variétés considérées soient
complétement réguliéres, c’est-a-dire privées d’intégrales de premiére
espéce analogues aux intégrales de Picard. On peut consulter sur ce
point le tome II de la Geometria dei sistemi algebrici sopra una
superficie e sopra una varieta algebrica (Rome, Cremonese) de Severi

-

et surtout 'appendice a ce volume dit a M. Marchionna.

1. Soient C une courbe algébrique contenant une involution
cyclique 1 dépourvue de points unis, d’ordre premier p, et I' une
courbe image de l’involution. Désignons par 7 > 0 le genre de la
courbe I'. Le genre de la courbe C est p{m — 1) + 1.

Le systéme canonique |K| de C est transformé en lui-méme par
la transformation birationnelle T de C en soi génératrice de 'invo-
lution I. Dans la série | K| il existe un certain nombre 4 de séries linéaires
partielles |K,|, |K,|, ..., |K,| appartenant a l'involution I. L’une
de ces séries, par exemple la premiére |K,| est la transformée de la
série canonique |K{| de la courbe I'. Soient K|, |K4], ..., {Kjl les
séries qui correspondent sur I aux autres séries. Ce sont des séries
paracanoniques, de dimension 7 — 2, de cette courbe. D’aprés la
théorie des homographies, on doit avoir

n—1+Gh—-1gn—-2+h=p(xn—1)+1,
d’ou & = p.
Etant donné une courbe algébrique C contenant une involution
cyclique I d’ordre premier p, dépourvue de points unis, la série cano-
nique de la courbe C contient p séries lindaires partielles appartenant

a linvolution I, A ces séries correspondent sur la courbe I' image de
l'involution, la série canonique et p — 1 séries paracanoniques.
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions cycliques

2. Considérons maintenant sur la courbe I' une série linéaire
|Gyl d’ordre » et d’indice de spécialité i,. La série |Gf| a donc la
dimension # — 7 + i.A |G}] correspond sur C une série |G,| d’ordre
pn appartenant a4 une série compléte |G|. A un groupe canonique
de C contenant le groupe G, homologue. Mais I'indice de spécialité i
de |G| peut étre supérieur a iy car il peut exister un groupe canonique de
I' contenant un groupe de lasérie |G| correspond un groupe canonigue
de C contenant un groupe G, auquel correspond sur I un groupe
paracanonique de cette courbe. Les conditions pour qu’une des séries
partielles (K|, |K|,, ..., |[K,_;| contienne un groupe de |G,| sont
évidemment les mémes et nous désignerons par i; le nombre de
groupes de la série |K ] linéairement indépendants contenant un groupe
G, de sorte que I'indice de spécialité de G sera

f= io+(p_ 1)1‘1.

Sur la courbe C, la série |G| a l'ordre pn et la dimension
pn — p(r — 1) — 1 + i. Elle contient outre {Gy|, p — 1 séries linéaires
partielles |G, |, |G,], —, |G, .| appartenant & I'involution I, auxquelles
correspondent sur I', p — 1 séries linéaires complétes

|Gy 1= 1K) — Kb + Gy, 1G3 | = | Ky — Kjy + G L.,
Gpoil = 1Ky ~ Kj + Gyl

Les séries |G|, [G5], ..., |G, _ | peuvent €tre spéciales, un groupe
canonique de I contenant un groupe de |G| par exemple ne pouvant
contenir un groupe de |Ggl. Les groupes de la série canonique de
I' ne contenant pas un groupe de |G| forment une série de dimension
n — ip — 1 etles conditions pour qu’un groupe de cette série contienne
un groupe G} ou G, ..., ou G} _, sont évidemment les mémes. Nous
désignerons par i; I'indice de spécialité des séries |G|, |G}, ...,
G _ ).

Par la théorie des homographies on a, sur la courbe C,

n+ip+(p—-Dr+iy)=pln—1+1i,
d’on
io +(p — )i} = i.

On a donc i, = i; et les séries partielles |K; — Gg| et [Ki — G

ont par suite la méme dimension.
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appartenant G une variété algébrique complétement réguliére

Observons que 'involution T étant dépourvue de points unis, on a
pPKo=pKj=-=pK,_,,
pGo = pGy = - = pGj_,
d’ou, par exemple,
(K — Gg) = p(K; — GY).

Etant donné une courbe algébrique C contenant une invelution
cycligue privée de points unis et d’ordre premier p, une série linéaire |G|
de C contient p séries linéaires partielles appartenant a linvolution
et p — | de ces séries ont la méme dimension.

3. Considérons une surface algébrique réguliére F contenant une
involution cyclique [ d’ordre premier p n’ayant qu'un nombre fini
de points unis. Soit ¢ une surface image de cette involution.

Nous avons démontré que I'on peut prendre comme modéle projectif
de la surface I une surface appartenant a un espace S, a r dimensions
sur laquelle 'involution I est déterminée par une homographic H
de période p possédant p axes ponctuels 64,6, ...,0,_ dont le premier
seul rencontre la surface (aux points unis de P'invelution).

Le systéme |C| des sections hyperplancs de la surface F contient
donc p systémes linéaires partiels |Cql, |Cyl, ..., |Cp- | appartenant
4 involution, le premier étant dépourvu de points-base et les autres
ayant pour points-base les points unis de linvolution. Soient ry,
ry, ..., rp_q les dimensions respectives de ces systemes.

Désignons par [, les courbes qui correspondent sur la surface
& aux courbes C,. Soient »n le degré du systéme |Iy| et 7 son genre.
La surface F a l'ordre pn et ses sections hyperplanes C ont le genre
plrn— 1)+ 1.

Sur une courbe C, du systéme |C,| ne passant par aucun des points
unis de 'involution, I'involution I détermine une involution cyclique
d’ordre p et les systémes |Col, [Cyl, ..., |C,_1| des séries linéaires
partielles

1(Co, Cou)ls Co.C1, ooy IC0,Cp )

appartenant a l’involution et a la série linéaire complete, puisque
la surface F est réguliére, [(C,, C). On peut appliquer le théoréme
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions cycliques

précédant. La série |(Co, Co)| a la dimension r, — 1 et les autres
la méme dimension r,. On a done¢

Fi =™ Fq = »» = I‘p,j.

On peut observer que si la surface @ posséde un systéme canonique,
il en est de méme de la surface F et la série |(C,, C)| est spéciale.

Etant donné une surface algébrique F réguliére contenant une invo-
lution cyclique de période p premier et n’ayant qu'un nombre fini de
points unis, on peut construire sur la surface un systéme linéaire contenant
p systémes linéaires partiels appartenant a ['involution dont 'un est
dépourvu de points-base et les autres ont pour points-base les points
unis de Pinvolution et la méme dimension.

4. Nous avons démontré que la surface F étant réguliére et invo-
lution 1 privée de points unis, le systéme canonique de la surface
contient p systémes linéaires appartenant a I'involution, I’un, transformé
du systéme canonique de ¢ a la dimension p, — 1, les autres la dimen-
sien p,, p, ¢tant le genre arithmétique de @& ().

Supposons que |C| soit le systéme canonique de F. On a alors
ro = pa — 1,7, = p,. Nous allons montrer que le systéme bicanonique
de F contient p systémes linéaires partiels de méme dimension appar-
tenant a l'involution T,

Rappelons que le genre arithmétique p, de F est égal 4 p(p, + 1) — 1.
Par conséquent le bigenre de F est

P,=p(p"+1)— 14+ p(r — 1)+ 1 = pPs,

P étant le bigenre de la surface &.
Le systéme bicanonique [2C| de F contient p systémes linéaires
partiels composés avec 1 que 'on peut représenter par

12Co}, [Co + Cul, s [Co + Cpm ]

Si nous désignons par |y, |5, ..., |[I,—1| les systémes linéaires
complets qui correspondent sur @ aux systémes C,;, C,, ..., C,_ |,
aux systémes compris dans |2C| correspondent les systémes |21,
|Fo + I'yly ooy [T + I'poy|. Tous ces systemes ont le méme degré

(V) Loc. cit., pp. 127-130. Sur les involutions cycliques dépourvues de points unis appar-
1enant & une surface algébrique régulicre (Bulletin de {'Académie roy. de Belgique, 1932,
pp. 1015-1025),
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appartenant a une variété algébrique completement réguliére

et le méme genre. Le premier a la dimension P, — 1, les autres, d’aprés
le théoréme de Riemann-Roch, la dimension au moins €gale a

ot d(n—1)—-3rx—-1)—1+1=P, — 1.

Comme |2C| a la dimension P, — 1, on voit que I’égalité doit
avoir lieu, puisque P, = pPj.

Etant donné une surface algebrigue réguliére ¥ possédant une involu-
tion cycligue d’ordre premier p, privée de points unis, on peut construire
sur cette surface un systéme linéaire contenant p systémes linéaires
partiels composés au moyen de I'involution et ayant la méme dimension.

5. Avant d’aller plus loin, examinons deux cas particuliers.

Supposons que la surface F posséde une courbe canonique d’ordre
zéro, c¢’est-a-dire que tout systéme soit son propre adjoint. Le degré
de |C| est égal a 2p( = — 1).

Aux séries composées avec l'involution et découpées sur la courbe
C, par les systémes |Cyl, |C,], ..., |C,_;| correspondent sur la courbe
Ty la série canonique et des séries paracanoniques de dimension
i — 2. On a donc

!‘0=7r,r2=n—-2=f'0—2.

On sait d’ailleurs que 'on a p = 2,3,5 ou 7. Nous avons étudié
autrefois ces involutions ().

Si la surface F ne posséde pas de courbe canonique mais posséde
une courbe bicanonique d’ordre zéro, on a encore # = 2{ & — 1).
La série |(Co, Co)l est une série paracanonique de C, et les séries décou-
pées sur cette courbe par les courbes C;, C,, ..., C,_, sont
paracanoniques. On a donc

fo=mn—l,ry=mn—2 =ry— L

On sait que I'on a p = 2 ou 3. Nous avons étudié autrefois ces
involutions (?).

(V) Mémoire sur les involutions appartenant & une surface de genres un (Annales de
I’Ecole Normale Supérieure, 1914, pp. 289-312), Sur Pordre des correspondances ra-
tionnelles entre deux surfaces de genres un {Bulletin de ’Académie roy. de Belgique,
1935, pp. 345-353).

(%) Sur les involutions appartenant G une surface de genres D, = Py, =0, P =1
(Bualletin de la Société Mathématique de France, 1913, pp. 178-194). Mémoire sur les
surfaces de genres zéro et de bigenre un (Idem, 1915, pp. 89-117).
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Lucien Godeaux. — Sur les involutions cycligues

6. Soit V une variété algébrique a trois dimensions complétement
réguliére, contenant une involution cyclique [ d’ordre premier p
n’ayant qu'un nombre fini de points unis. Nous prendrons comme
modéle projectif de la variété V une variété appartenant 4 un espace
S, & r dimensions sur laquelle 'involution I est déterminée par une
homographie H de période p possédant p axes ponctuels o, o,
..., 0,3 dont le premier seul rencontre la variété (aux points unis
de 'involution).

Dans le systéeme des sections hyperplanes {F| de V il existe p systémes

linéaires partiels |Fol, {F,|, ..., [F,—,| appartenant & Uinvolution 1.
Le premier est dépourvu de points-base, les autres ont pour points-base
les points unis de 1. Soient ry, 7y, ..., ¥,_; les dimensions de ces
systémes.

Un hyperplan passant par o, g,, ..., 6,_; coupe V suivant une

surface Fy de |Fo| sur laquelle H détermine une involution cyclique
d’ordre p, privée de points unis. Sur F,, nous avons p systémes linéaires
|(Fo, Fy)| de dimensions rg — 1, |(Fg, F), ..., [(Fo, F,_))| de dimen-
sions ry, ..., ¥,_; ct d’aprés le théoréme ¢tabli pour les surfaces, ces
derniéres dimensions sont égales.

Etant donné une variété algébrique & trois dimensions complétement
réguliere contenant une involution cyclique d’ordre premier p n’ayant
qu'un nombre fini de points unis, on peut construire sur cette variété
un systéme linéaire de surfaces contenant p systémes linéaires partiels
appartenant a [involution, dont p — 1 ont la méme dimension.

7. Cet énonce laisse prévoir que 'on a plus généralement le théoréme
suivant:

~

Etant donné une variété algébriqgue a m dimensions, complétement
réguliére, possédant une involution cyclique d’ordre premier p n’ayant
qu’un nombre fini de points unis, on peut construire sur cette variété
un systéme linéaire d’hypersurfaces contenant p systémes linéaires
partiels appartenant a l'involution dont p — 1 ont la méme dimension.

Supposons ce théoréme vrai pour les variétés a m — | dimensions
et reprenons les notations du n°® précédent en remplagant trois par m.

Une hypersurface F, de |F,| contient une involution cyclique
dépourvue de points unis et par hypothése, les systémes |(Fq, F;)l,
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appartenant ¢ une variété algébrique complétement réguliére

I(Fo, F), ..., [(Fo, F,_1)| ont la méme dimension. 1l en est donc de

méme pour les systémes |F,|, [Fal, ..., [Fp_q|.
Si le théoréme est vrai pour les variétés a8 m — | dimensions, il
est donc vral pour les variétés & m dimensions. Or, il est vrai pour

m = 2, 3, donc il est vrai guel que soit m.

Liege, le 16 juin 1969.
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