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Au cours de recherches récentes (pour la plupart 
non encore publiées), j’ai eu à calculer l’invariant de 
Zeuthen-Segre d’une surface algébrique connaissant, sur 
cette surface, un faisceau de courbes dont quelques unes 
possèdent des singularités assez compliquées. Lors
qu’une courbe du faisceau connu possède un point sin
gulier, il est très facile d’évaluer l’influence de ce point 
dans le calcul de l’invariant en suivant la méthode de 
M. Segre (1). Si au contraire il existe, dans le faisceau, 
une courbe dégénérée en un certain nombre de courbes 
multiples, on peut calculer l’influence de cette courbe 
en étendant un raisonnement de MM. Castelnuovo et 
Enriques (2). C’est ce dernier point que je me propose 
d’examiner ici. Le même calcul a été fait récemment, par 
M. Jung (3) au moyen de méthodes arithmétiques qui me 
paraissent beaucoup plus compliquées et moins rapides. 
Dans ses calculs, M. Jung se borne d’ailleurs au cas d’un 
faisceau linéaire, je me placerai ici dans le cas plus 
général d’un faisceau quelconque.

(1) Intorno ad un carattere délit superficie e delle varieta superiori 
nlgebriche (Atti di Torino, 1896, xxxi).

(2) Supra alcuni questioni fundamentali nella leoria delle superficie 
nlgebriche (Annali di Matematica, 1901 (3), vi). Mil. Castelnuovo et 
Enriques montrent que la présence d’une courbe double équivaut à un 
nombre positif de courbes à point double.

(3) Veber die Zeiithen-Segresche Invariante (Rend. Cire. Palermo, 
1912, xxxiv).
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I. — Soit F une surface algébrique sur laquelle on 
connaît un faisceau [CJ, de genre p > o, de courbes C de 
genre n. Si p est supérieur à o, jCj est certainement dé
pourvu de points base; sip = o, on peut également, sans 
nuire à la généralité, supposer que |C( ne possède pas de 
points-base, il suffit de se référer à une transformée 
bi-rationnelle convenable de F.

Supposons que le faisceau |Cj contienne une courbe 
C0 décomposée en v courbes C,, C,, C„ comptées res
pectivement it fois, is fois,...... i„ fois et dont les genres
sont respectivement nt, nt, nv.

Proposons-nous de calculer l’invariant de Zeuthen- 
Segre I de F au moyen du faisceau jCj. Pour cela, con
sidérons un faisceau linéaire |C'|, de genre n' et de 
degré n, et fixons l’attention sur la courbe T lieu des 
points de F où une courbe C et une courbe C' se touchent. 
Cette courbe T comprendra chaque partie de la courbe 
C0 comptée plus d'une fois dans cette courbe, et une 
certaine courbe T. D’une manière plus précise, on aura

T = (i,-1) C.-Hi.-l) C,+ .... + (U -i)C. +r.

En effet, un point de rencontre de Ct, par exemple, 
avec une courbe C' doit être considéré comme un con
tact i, — ponctuel de cette C' avec 0o.

Soit m le nombre de points communs aux courbes 
C, C'. Les courbes C' découpent sur une courbe C géné
rique une g Il y a donc 2 (m + 71 — 1) courbes C' tou
chant une courbe G et par conséquent, chaque C 
rencontre la courbe F en N = 2 (m + u — 1) points.

Les courbes C marquent, sur une courbe C'. une 
y„’, de genre p. Cette série possède 2 (71' — I) — 2m (p — 1) 
points doubles. Mais parmi ces points doubles, chaque 
point commun à la courbe C' considérée et à C; compte 
i, — 1 fois. De même, un point commun à la C' et à C,,
C„ ......  C„ compte respectivement i, — 1, i, — I, ...,
i„ — 1 fois. Désignons respectivement par m,, ms, ..., 
m„ les nombres de points communs aux C' et, respecti-
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vement, à G,, C...... . C*. On voit alors qu’une courbe G'
rencontre F en

N' = 2 (tc' — 1) — 2m (p — 1) — m, (i, — 1)

2. — Les courbes C découpent, sur la courbe T, une 
série •/,) d’ordre N = 2 (m + it — t) et de genre p. Gette 
série pjssède donc

2 (n — 1) — 2 n (p — t)
points doubles, H désignant le genre de T. Ce groupe de 
points se compose :

1" des N, points communs à F el à C0,
2° des N, points où une courbe C et une courbe C' 

s’osculent,
3° des N, points où une courbe G possède un point 

double (C0 exclue),
4° des Nt = n points base de |C’|.
Les points communs à F et à C„ sont les points où 

une courbe C' touche une composante de C„ et les points 
communs à deux composantes de C0.

Les courbes C' découpent, sur la courbe Ck (k = 1, 
2, ..., v) une série linéaire d’ordre mk. Cette série possède 
donc 2 (mk + 7rk — 1) points doubles. Chacun de ces 
points est mutiple d’ordre ik pour T; par conséquent, il 
est simple pour F.

Un point commun à la courbe Ck -et à la courbe 
Ci est multiple d’ordre ik + ii pour C„. Il est donc 
multiple d’ordre L + h — 1 pour T et par consé
quent multiple d’ordre ik + b — 1 — (ik — 1) — 
(ù — 4) = 1 pour T.

La courbe C0 rencontre donc la courbe T en 
«E 2 ik (un + ut — 1) -f- ^ (ik + ii ) tiki,
k k, 1
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nid étant le nombre des points communs à Cu, Ci. Ces 
points comptent pour
N, = 2 2 (ik - 1) (mu + Ttk — 1) + ^ (ik + ii — 1) nuk k, I

(k, 1 = 1, 2, .... v, k ± 1)
points doubles.

Si nous désignons par 5 le nombre des courbes C 
ayant un point double (C„ exclue), on aura

2 (n — 1) — 2 N (p — 1) = N, + N, + N, + N4, 
ou

1 2(11-1) —4 (m + TT-l) (p_i) = a + N,
[IJ +22 (ik — 1) (mk + 7tk — 1)

' + 2 (ik + ii - 1) n ki + n.

3. — Les courbes C' découpent, sur T, une gN., d’or
dre N' = 2 (n' - 1) — 2m (p — 1) — 2 mk (ik — 1), 
possédant donc

2 (N' + Il — 1) = 4 (+ — 1) — 4m (p — 1)
— 22 mi, (ik — 1) + 2 (Il — 1 - n 1 

points doubles.
Si S' est le nombre des courbes C' ayant un point 

double, on a
roi I 4 (+ — 1) — 4m (p — 1) — 2 2 mk(ik —1)
L-1 I + 2(n — 1) = ô' + N .

Les formules [11 et [2] donnent, par soustraction, 
<J + 4(tt — 1) (p — 1) - 4 + 22 (ik — 1)(7Tk — 1)

. + 2 (ik + ii - 1) nui - — n - in'.
Par définition, l’invariant I de Zeuthen-Segre est 

égal à
I = S' — n — 4 +

Donc, on a
I = $ + 4 (n — i) (p — 1) — 4 + 2 2 (ik — 1) (7Tk — 1) 

d- S (ik + ii — 1) n ki.
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Si la courbe C0 n’existait pas dans [C], on sait que 
l’on aurait (1)

I = à + 4 (tt — 1) (p — 1) — 4,
donc on peut dire que C„ équivaut à

2 SE (L t) (7Tk — 1) + 5E (ik + ii — 1) n ki 
points doubles.

Si un faisceau contient une courbe formée de v 
courbes comptées chacune respectivement it, it,.., iv fois, 
cette courbe équivaut, dans te calcul de l'invariant de 
Zeuthen-Segre, à

2 5 (ik 1) (7ik — 1) + «S (ik + ii — 1) Qki
(k, 1 = 1, 2, k + 1)

points doubles, étant le genre de la k-ième courbe, 
/iki le nombre des points communs à la k-ième et à la 
l-ième courbe.

4- — Lorsque l’on a affaire à un faisceau de courbes 
elliptiques (n — 1), on a, nécessairement, n, = ... = 
n« = i- Pour que le genre de la courbe C0 ne soit pas 
supérieur à 1, on doit de plus avoir rui = o et par suite, 
la présence d’une courhe telle que C0 n’influe pas sur le 
calcul de l’invariant de Zeuthen Segre. C’est ce que 
M. Enriques avait déjà remarqué (2).

Liège, 15 Juillet 1914. 1 2

(1) Castelnuovo-Enriques, loc. cit.
(2) iSutla classi/icazione (telle superficie alqebriche e particolarmente 

su(U superficie di genere lineare p(‘)= i (Rend. R. Aecad. Lincei, 
1° sem. 1914).


