SUR LES INVOLUTIONS DE GENRES UN ET
DE SECONDE ESPECE, APPARTENANT A UNE
SURFACE DE GENRES UN,

par

LUCIEN GODEAUX.

Etant donnée, sur une surface F de genres un (pa— P4{— 1),
une involution J,, d’'ordre n et de genres un (p«=P4 =1),
M. Enriques a démontré que cette involution est engendrée pfir
un groupe G de n transformations birationuelles de F en elle-
méme (y compris I'identité) J).

Considérons une base du groupe G, c'est-a-dire un en-
semble de transformations (TI5 T2, ..., TV) du groupe G tel
gue : toute transformation du groupe est une combinaison de
Ti, T2, ... Tv; aucune des transformations Tt, T2,..., Tv n'est
une combinaison des autres.

Nous distinguerons deux espéces devolutions | :

Les involutions de premiere espéce seront les involutions
J, telles que des puissances de deux quelcongues des transfor-
mations Tt, T2, .., Tv aient quelques points invariants com-
muns.

Les involutions de seconde espece seront les involutions tel-
les que, parmi les transformations T,. T2,.... Tv, on puisse en
trouver au moins deux n'ayant, de méme que leurs puissan-
ces, aucun point invariant commun.

1). F. ENRIQI'ES. — Suite trasformazioni razionali dette superficie di
genero uno. Pend. P. Accaa. Bologna, 1910.
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Dans un Mémoire publié I'an dernier !)i nous avons dé-
montré <ue

Les involutions de genres un et de premiére espéce, apparte-
nant a une surface de genres un. sont d'ordres 2, 3, 4, 6,8 ou 12.

Dans le travail actuel, nous déterminerons les involutions
de seconde espece. On arrivera ainsi au théoréme suivant :

Les involutions de genres un et de seconde espéce, appar-
tenant a une surface de genres un. sont d'ordres 4, 8, 16 ou 9.

1. Soient F une surface algébrique degenres un (pa=Pi—1).
l,, une involution d’'ordre n. de genres un et de seconde es-
péce, appartenant a F, (Tj, T2,..., IV) une base du groupe G
générateur de l'involution I,

Désignons par cq, cf,...., « les périodes des transforma-
tions Ti, T2,.. Tv respectivement. Les nombres cq, rq,. ... «v
sont évidemment des diviseurs de n.

Remarquons que si g est un facteur de n, il existe certai-
nement, dans le groupe G. une transformation de période g.
Cela résulte d’une propriété bien comme des groupes finis de
substitutions.

2. Nous allons actuellement établir un théoreme qui nous
permettra de faire une premiére classification des involutions
étudiées ici.

Soit la une involution de premiére espece avec laquelle
. est composée et supposons que Tt, T2, ..., Tf étant les trans-
formations génératrices de la, aucun point de coincidence de
cette involution ne soit invariant pour une puissance quelcon-
que de Te+i,..., Tv.

Considérons un groupe de la formé de ~ points de coiuci-

cidence fiuple. Les points de ce groupe sont transportés, par
les transformations Te+i..., Tv en --7-nouveaux pointsetTen-

semb’e des " points ainsi obtenus forme un groupe de I,,. Mais
L. étant composée avec la, ces points se partagent en  grou-
pes de jj- points, de l«. Par suite, le nombre des groupes de

la formés de points de coincidence /?-uple, est divisible par —.

1). L. GODEAUX. — Mémoire sur les involutions appartenant a une
surface de genres ]. Annales de I'Ecole Normale Svp., 1914.
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On a done ce théoréme :

Etant donnée une involution de seconde espéce et de gen-
res un, dordre n, appartenant a une surface de genres un, et
si cette involution est composée avec une involution de premiére
espece, d'ordre u. aucun des points dp coincidence de cette der-
niére involution n'étant invariant pour une transformation gé-
nératrice de I,n non génératrice de la, le nombre des groupes de
lu formés de points de coincidence d'un méme ordre, est divi-

sible par "
3. En nous servant de ce théoréme, nous allons détermi-

ner les valeurs possibles de n.
Supposons en premier lieu que l'on ait « = 2. Une invo-

lution d'ordre deux possede 8 points de coincidence, donc
doit diviser 8 et on a, par suite, n =4, 8 ou 16.

Si «—d, ™ doit diviser G, car une involution d'ordre :i

possede six points de coincidence. On a par suite, n =9 ou 18.
Si a =4, comme une involution d'ordre 4 posséde 2

groupes formés de points de coincidence double, 4\ doit divi-
ser 2. On a donc n —8.

Passons au cas oii u =o0. Une involution d'ordre 6 pos-
sede 2 groupes formés de points de coincidence double. On a

donc ~ diviseur de 2 et par suite, puisque nécessairement

n=6 n—12

Si u— 8, deux cas peuvent se présenter, car il y a deux
sortes d’involutions d'ordre 8 et de premiere espéce apparte-
nant a une surface de genres un. L’une posséde un groupe
formé de points de coincidence double. Si nous avons affaire

a une involution de cette sorte, devra diviser 1 et par suite,

on aura n— 8, ce qui est absurde.

Une involution de Ja seconde sorte possede 3 groupes for-
més de points de coincidence quadruple et 2 points de coin-
cidence octuple. Si I» est composée avec une pareille involu-

tion, ~ doit diviser d'une part 2, d’'autre part 3. Cela est im-

possible. On voit donc que l'on ne peut avoir « = 8.
Si « =12, une involution d'ordre 12, et de premiére es-
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péce, possédant un soul groupe de points de coincidence triple,

divise i. Il s'ensuit n— 12, ce qui est absurde.

4. Nous écarterons encore deux des valeurs possibles trou-
vées pour ».

En premier lieu, nous avons trouvé que si a = 3, on peut
avoir » = 1s. Mais dans ce cas, il existe certainement, parm.
les transformations génératrices de |, une transformation T!
de période 2.

Si T n'est la puissance d'aucune autre transformation, on
a, d'aprés ce qui a été vu plus haut, n = 4, 8 ou 16, ce qui
est absurde.

Si au contraire, T est la puissance d’une autre transfor-
mation T', T' ne peut avoir que la période 6, puisque n — 18
lie contient qu’une fois le facteur 2. Mais alors, on a n = 12,
ce qui est également absurde.

En conclusion, si « 3, on ne peut avoir n = 18.

En second lieu, nous avons trouvé que si a —6, w= 12.
Soient T! la transformation génératrice de la (qui est, comme
on sait, cyclique), Ta une autre transformation génératrice de
l,, qui ne soit pas une puissance de TV

T2 ne peut avoir I'une des périodes 2, 3, 4, sans quoi on
n'aurait pas n — .12; par suite, T2 a la période 6. Mais cela
conduit a une absurdité, car T3 doit engendrer une involution
n'ayant aucun point de coincidence commun avec la, et par
suite, T2 et ses puissances transforment un groupe de lu, for-
mé de 3 points de coincidence double, en 5 groupes analogues
de la. Cela est imposible, puisque la ne possede que 2 groupes
formés de points de coincidence double. On ne peut donc avoir
a—G.

En résumé, nous voyons que trois cas peuvent se présen-
ter, suivant que les transformations du groupe générateur G
de 1, sont:

1° toutes de période 2; on an=4, 8 ou 16.

2° toutes de période 3; ou a» =9

3° I'une d’elles est de période 4; on a » — 8.

Nous allons examiner ces trois cas successivement et dé-
terminer chaque fois les singularités d’une surface normale de
genres un, image de | involution étudiée.

5. Considérons une involution 1,,, de seconde espece, dont
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toutes les transformations génératrices ont la période 2, et soit
(Tj, Tow».. ., Tv) une base du groupe générateur G.

L'ordre de G. égal a l'ordre n de l'iuvolution T,, est égal
a 2V, b peut donc prendre les valeurs 2, 3 ou 4.

La transformation T, T* a la période 2. On a donc

T T,=T, T,
c’est-a-dire (pie le groupe G est abélien.

Les transformations de G sont, l'identité exclue, au nom-
lire de 2V — 1. Chacune d'elles engendre une involution d’ordre
2 ayant 8 points de coincidence. L'involution |, posseéde donc
(chaque groupe de cette involution contenant un point de
coincidence étant formé de 2' ' pareils points) 2t~v ( 2V—I)
groupes formés de points de coincidence double.

Soit <h une surface normale, de genres un, située dans
un espace linaire a « dimensions, S*, image de |- Cette sur-
face a l'ordre 2 n—2 et ses sections hyperplanes sont le
genre n.

Dans notre travail déja cité, nous avons démontré qu’un point
de diramation d'ordre 2, de «b était un point double ordinaire.
A chaque groupe de I, formé de points de coincidence double,
correspond un point double conique de <». Cette surface a donc
24 ! \7y2v—\§ points doubles coniques.

6. Considérons maintenant une involution 1, d'ordre
n—29, dont toutes les transformations génératrices sont de pé-
riode 3

Soient Ti, T, deux transformations génératrices de I, dont
I'une n'est pas une puissance de l'autre. Ce3 deux transforma-
tions forment nécessairement une base du groupe G générateur
de T, car elles engendrent un groupe d'ordre !) qui doit se con-
fondre avec G.

Les transformations génératrices de G sont, d’une part

LT i
T, T, T, TAT,
T2 T T2 TL2T,

1 T, T.2
T! T.T, T,3Ti
T, T/iy T,-T,2

d’autre part
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Ou doit nécessairement avoir TiTa = TaTj, TilT2*=T2*Ti*,
Ti2Ta=TaTl12, TiTaa= T2Tj, et par suite, le groupe est a-
bélien.

L’involution 1, est composée au moyen de A involutions
d’ordre trois, engendrées respectivement par les transforma-
tions T, T2, T,Ta TtT”2 L’involution |> posséde donc 24 points
de coincidence se répartissent en 8 groupes de 3 points.

Considérons une surface normale de genres un, *b, de S*
image de I'involution 1,. A chaque groupe de I, correspond
un point de *» et en particulier, & un groupe de 1, composé
de 3 points de coincidence (triple) correspond un point de di-
minution triple de d>. En un de ces points, <> a un point double
biplanaire ordinaire (voir mon Mémoire cité plus haut), par suite
la surface 'h, image de I,. posséde 8 points doubles biplauaires
ordinaires.

7. Considérons enfin une involution I, de seconde espéce
et d'ordre n = 8, dont I'une des transformations génératrice,
Tj, a la période 4.

Soit T2 une transformation génératrice 1, qui ne soit pas
une puissance de T,. T2 ne peut avoir que la période 2 ou 4,
car autrement, on n'aurait pas n =8. De plus, si T, a la pé-
riode 4, les transformations

1 Ti iy Tis

W) T, T2 T,2T \V t?
T> . . .
T — — Tj3 T2

appartiendront toutes au groupe G, générateur de I,. Mais l'or-
dre de G est égal a 8, donc on aura nécessairement 8 de ces
16 transformations identiques aux 8 autres. En d'autres termes,
puisque T2 n’est pas une puissance de Ti, on aura
R = R
Mais alors, les points de coincidence pour I'involutiou d’or-
dre 2 engendrée par Tj2—T22 seront invariants pour des puis-
sances de Ti, Ta et i* ne sera pas une involution de deuxieme
espéce. On en conclut que T2 a la période 2.
Les transformations du groupe G générateur de I, sont:
1 T, T, Ti?
T2 T, T* T,*T2 ny T2,
(T,, T2) formant nécessairement une base du groupe G,
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Remarquons tout d’abord que les transformations 1I1\’, Ta,
de période 2, doivent engendrer une involution d'ordre 4 et de
seconde espéce. On a donc

T2 T2 = T2 Tj2,
et la transformation T/2 T2 est de période 2.

Fixons l'attention sur la transformation T, T2. Si elle a la
période 4, comme elle n'est pas une puissance de Tt, le raison-
nement fait quelques lignes plus haut conduit & l'identité

(T, T2 =T,2
L involution 1, serait alors de premiére espéce. Par suite, Tj T»
et de méme Tt T,, ont la période 2.

L involution !, est composée avec une involution d’ordre
4 (engendrée par T,) et quatre involutions d'ordre 2 engendrées
respectivement par T?, TjT,, TrT2 TAT*. Il y a donc, sur
h, pour 1, quatre points de coincidence quadruple (formant
deux groupes de 1,) et 4 Xss! T—36 points de coincidence
formant 9 groupes de I,,.

Une surface normale de genres un, image de 1, possédera
Par suite 2 points de diminution quadruple et 9 points de di-
ramation double. Les premiers seront des points doubles bipla-
naires ajant chacun, dans leur domaine du premier ordre, un
point double conique ; les derniers seront des points doubles
coniques.

8. On peut résumer ce qui précede par I'énoncé suivant :

Les involutions de genres un et de seconde espéce, appar-
tenant a une surface de genres un, sont de cing sortes.

Les involutions des quatre premiéres sortes sont engendrées
par des groupes abeliens de transformations et ont respectivement
les ordres 4, 8, 16 et 9.

Les involutions de la cinquieme sorte engendrées par deux

transformations: l'une T,, depériode 4, l'autre T,, de période 2
telles que

Ti-T2 > T,TL2,
(T, 1722 .= 1
Elles sont dordre 8.
Une surface normale de genres un, image d'une involution
de seconde espece, possede :
a) 12, 14 ou 15 points doubles coniques, on
b) 8 points doubles biplanaircs ordinaires, ou
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¢) 2 points doubles biplanaircs ayant chacun. dans lait'
domaine du premier ordre, un point double conique, et 9 points
doubles coniques.

Nous avons dressé, ci-aprés, un tableau résumant ce tra-
vail ainsi que celui cité au début.

Involutions de genres tin appartenant a une surface
de genres un

Périodes des Nombre de groupes
transforma- formés de points
tions géné-  de coincidence  Caractéres du groupe générateur

o § ratrices d'ordre

=

O Wi Ttixt? 3 46 8 12

21 2—— 8 — — — — — Cyclique
3 1 3———— fi - — — 1 Cyclique
4 1 4—— _— 2__ 4_— _ __ Cyclique
4 2 2 2 — -12 0 — — — Abélien
i j « ——— 2 2_ 2 __ _ Cyclique
8 i 4 4—— i- 0— 4— T=Ta
8 | 4 4-— 0— 3— 2— Tr=T2

8 2 2 2 2 _14— 0— 0 — Abélien

8 2 4 2___ 9_— 2_ 0- Ti2T2=T-Ti2, T1iT2 == T2Te2
9 2 3 3 __ 8—— — — Abélien

| —I
12 i 34—— 01 20— 2 T TITa=Ti

Ifi 2 2 2 2 215— 0 — n— Abélien

Nieucappelle (Divmude), 18 Juin 1915.



