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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGERRIQUE

Variétés algébriques contenant une involution cyclique
n’ayant que des points unis de premiére espéce (seconde note),

par Lucien GODEAUX
Membre de¢ 1"Académie

Résumé. — Compeortement des variétés canoniques aux points de dira-
mation d’une vari¢té image d’unec involution cyclique ne possédant que
des points unis de premigre espéce appartenant 4 une variété algébrique a
n dimensions.

Dans notre premiére note ('), nous avons construit une variété
normale 2 représentant une involution cyclique d’ordre premier p
ne possédant qu’un nombre fini de points unis de premiére espece
appartenant a une variété algébrique V a » dimensions, les points
de diramation étant isolés sur la variété 2. Nous avons démontré
que ces points de diramation sont multiples d’ordre p"~!, le cdne
tangent en un de ces points ayant pour sections hyperplanes des va-
ri¢tés de Veronese généralisées (représentant les hypersurfaces d’ordre
p d’un espace linéaire 4 n — 1 dimensions). Nous avons considéré
ensuite les singularités aux points de diramation des variétés cano-
niques de la variété 2. Ce dernier point doit &tre précisé¢ et méme en
partie rectifie. C’est 'objet de cette note.

Nous considérons des variétés a n dimensions particuliéres, trans-
formées en elles-mémes par une homographie biaxiale cyclique H
dont la période est un nombre premier p. Nous construisons la variété

! La premiére note est parue dans le Bulletin de I’Académie en 1968, pp. 1139-1146.
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L. Godeaux. — Variétés algébrigues contenant une involution cycligue

Q représentant Pinvolution d’ordre p appartenant a une telle variété,
involution qui d’aprés sa définition, posséde un nombre fini de
points unis de premiére espéce. En partant de I'’hypothése que les
variétés canoniques de Q ont le méme comportement en chacun
des points de diramation, nous montrons que ces points sont mul-
tiples d’ordre (p — )p"~ 2, o — 1 étant le reste de la division de #
par p. La démonstration que nous donnons n’est pas applicable au
cas d’une involution du troisiéme ordre appartenant a4 une variété
plongée dans un espace a cing dimensions; nous examinons ce cas
séparément. Nous examinons aussi le cas p — 5, la variété apparte-
nant également & un espace a cing dimensions; il donne une variété
Q quiil nous a paru intéressant d’étudier,

I s’agit sans doute icl de cas particuliers, mais il semble probable
que les propriétés obtenues sont vraies dans le cas général, comme
nous espérons pouvoir le démontrer prochaincment.

1. Soit dans un espace S,,,, 2 2v — I dimensions, une homographie
biaxiale cyclique H dont la période est un nombre premier p et dont
les axes sont deux espaces ¢,, ¢, a v dimensions. Nous désignerons
par 1o, ¥y, .... ¥, les coordonnées des points de o, et par zg, £, ..., 2,
celles des points de o,. De plus, nous représenterons symboliquement
par ¢, une forme de degré 57 en p dont les coefficients sont des
formes de degré n en z. Nous poserons @g — 1, Yo = 1.
Considérons fes équations au nombre de v,

@+ U, = 0, M

linéairement indépendantes. Nous supposons v > 1. Les variétés
qu’elles représentent ont en commun une variété V a v -+ 1 dimensions.
L’homographie H ayant pour équations

pyi = vy, p2i = ez, (i =0, 1..,v)

ol ¢ est une racine primitive d’ordre p de 'unité, transforme en elle-
méme la variété V et sur cette variété, Phomographie H détermine
une involution 1 d’ordre p. Cette involution présente 2p¥ points unis,
»* dans chacun des espaces 6, g,. Ces points unis sont de premiére
espéce, car 'espace & v -+ | dimensions tangent & V en un des points
unis situé dans ¢, par exemple, projette de ce point Pespace o,.

Dans le cas général, ol nous nous placerons, la variété V est privée
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L. Godeaux. — Variétés algébriques contenant une involution cyclique

de singularités et ses variétés canoniques sont découpées par les hyper-
surfaces d’ordre vp — (2v 4 2) == w(p — 2) — 2. Pour notre objet
cet ordre doit étre positif et nous supposerons donc

{(p—2) > 2.

Nous devons donc supposer p > 2 et d’autre part,siv =2, p > 3.
Nous avons considéré le cas p = 2 dans notre note qui paraitra dans
I’ Archivium Mathematicum de Brno. Le cas v = 2, p = 3 sera traité
plus loin.

Désignons par £2 la variété a v -t I dimensions image de 'involution I.
Notre but est de déterminer les singularités des variétés canoniques
de © aux points de diramation de cette variété.

2. Appelons G les variétés canoniques de V. Le systéme | G| est
découpé par les hypersurfaces d’ordre v(p — 2) — 2 dont il faut défal-
quer celles qui passent par V. La dimension de G est donc

(vp—l _1_p+2v+l |
2y + 1 2v + 1 '

Le systéme | G | contient p systémes linéaires appartenant & I'invo-
lution I. Le systéme canonique de la variété Q correspond & un de
ces systémes et précisément a celui de ces systémesdontlecomportement

aux points unis est le méme. Un tel systéme comprend les variétés
représentées par les équations

va(p—z)—z-slf’s =0, p-2)-2-i9: =0
lorsque i et v (p — 2) — 2 — i sont congrus par rapport au module p.
Posons
v+ 1=Jp+ p,(0<pu<p)
Nous devons avoir
2p — 2p = 2i,(mod. p)
d’olt i = p—p.

Le fait qu’il existe une seule valeur de 7/ montre que parmi les p
systémes appartenant a linvolution 1 et compris dans | G|, il en
est un seul formé de variétés ayant la méme muitiplicité aux points
unis, C’est le syst¢me découpé par les hypersurfaces

Q)"—p_:—“ gllp—;; + .t qop—ﬂ ljlrl‘-p-i-_u = 0.
ol nous avons posé 1 = v(p — 2) — 2.
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n’ayant que des points unis de premiére espéce

Les variétés canoniques de V correspondant aux variétés canoniques
de © passent p — u fois par les points unis de I'involution I.

3. Les variétés ¢, + ¥, = 0 dépendent de

Pt =2("’+p>
y

paramétres. Rapportons projectivement ces hypersurfaces aux hyper-
plans d’un espace & r dimensions, S,. Il correspond a l'espace S,, .,
une variété W a 2v -- 1 dimensions lieu des droites s’appuyant sur
deux variétés de Veronese généralisées ¥, ¥, situées dans des espaces

v
¥,, d’ordre p¥, est obtenue en rapportant projectivement aux hyper-
plans de X, les variétés d’ordre p de Pespace o, et la variété ¥, est
obtenue d’une maniére analogue en partant de o,. L’ordre de la variété
W est p?¥ et les variétés ¥,, ¥, sont multiples d’ordre p¥ pour cette
variéte,

A un groupe de p points de S, transformé en soi par H corres-
pond un point de W.

Aux variétés (1) correspondent v hyperplans lin¢airement indépen-
dants de S, coupant la variété W suivant la variété Q image de I.
Cette variété apparticnt donc a un espace a »— v dimensions.

La variété @ rencontre chacune des variétés ¥,, ¥, en p points
qui sont multiples d’ordre p* pour la variété. On retrouve ainsi la
propriété établic dans notre premiére note, 4 savoir que les points
de diramation sont multiples d’ordre p* pour la variété Q
(Dans notre premiére note, la variété V était a n = v - 1 dimensions).
De plus, le cOne tangent en un point de diramation A’ situé sur ¥,
par exemple projette de ce point la variété ¥,.

v+ . ; s
2, 2s a( p) — I dimenstons ne se rencontrant pas. La variété

4. Appelons Gy les variétés de | G| transformées des variétés cano-
niques de Q.

Solent A un point uni de I’involution 1 situé par exemple sur o,
et A’ le point de diramation de Q correspondant. Les variétés G,
ont un point multiple d’ordre p — u en A. L’espace linéaire a v 4+ 1
dimensions tangent en A a la variété V projette de ce point Pespace
o,. Cet espace contient le cone tangent en A & une variété G, et
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L. Godeaux. — Variétés algébriques contenant une involution cvcligue

par conséquent ce cdne rencontre I'espace g, suivant une hypersurface
d’ordre p — u. Aux hypersurfaces d’ordre p de ¢, correspondent
projectivement les cdnes d’ordre p de sommet A’. A une hypersurface
d’ordre p — p correspond donc un ¢oéne d'ordre (p-— w)p¥~ ! de
sommet A’. On voit donc que

Les variétés canoniques de la variété Q ont un point multiple d’ordre
(p — Wp°~* un chaque point de diramation (0 < p < p).

La multiplicité des points de diramation pour les variétés canoniques
de Q dépend donc non seulement de p mais aussi de la dimension
v + 1 de la variété. Cette multiplicité peut prendre toutes les valeurs de
Oap— 1.

Pour u = p, la variété V a une dimension multipic de p et inverse-
ment, si la dimension de V est multiple de p, on a x4 ~ p ct les variétés
canoniques de 2 ne passent pas par les points de diramation.

Si g = p—1, les variétés canoniques de £2 passent simplement
par les points de diramation.

Observons que si 7 est différent de p -— . les variétés G découpdes
par les hypersurfaces

Oup_y—2-i¥i = 0, GiWyip—2y-2-1— 0

apparticnnent 4 des systémes composés au moyen de linvolution L.
et qui ont méme dimension.

5. Nous nous occuperons maintenant du cas v = 2, p = 3.
Partons de la variété V de espace S représentée par les équations

Pe + Py + i, = 0,05 +yi = 0.

Elle est d’ordre 18, transformée en elle-méme par I"homographie
H et I'involution 1 posséde 36 points unis, 18 dans chacun des plans
i, O3.

Les surfaces canoniques sont découpées sur V par les hypersurfaces
cubiques et celles qui correspondent aux surfaces canoniques de la
variété €2 sont découpées par les hypersurfaces

@5+ s = 0.

Ces surfaces, que nous désignerons par G,, ne passent pas par
les points unis de I.
Le degré du systéme | G | est w, = 18.3% = 4806.
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n'ayant que des points unis de premiiére espéce

Une courbe commune & deux surfaces G a l'ordre 18.32 = 162
et sa série canonique est découpée par les hypersurfaces d’ordre 9.
Elle a donc 'ordre 2.729 et le genre de la courbe est donc w, = 730.

Les courbes canoniques d’une surface G sont découpées par les
hypersurfaces du sixiéme ordre ne contenant pas la surface. On a
donc p, = w, = 350.

Le genre arithmétique de la variété V est P, = 55.

La variété V et les surfaces G étant réguliéres, on doit avoir (Severi)

2P, =wy —w, +wy + 4,

o

ce qul est une 1dentité.
Appelons I', les surfaces qul correspondent sur 2 aux surfaces G,
Le systéme | Iy, | n’a pas pour point-base les points de diramation.
Le degré du systéme | I’ | est wg = 162,
Le genre ' de la courbe intersection de deux surfaces I’ est donné
par la formule de Zeuthen 3w — 1) = w; — 1, dou w] == 244.
Entre le genre arithmétique p, = w, d’une surface G, et celui
p. de la surface I'y homologue, on a la relation

p.+ 1 =3(p,+ 1),
d’ou P, = w, = 116.
Le genre arithmétique P, de @ est donné par la formule
2P, = wy — w] + wh + 4,

d’o0 P, = 19, ce qui est bien le nombre des surfaces Gy linéairement
indépendantes.

6. Pour obtenir un modé¢le projectif de la variété Q, rapportons
projectivement les variétés ¢} + ¢4 = 0 aux hyperplans d’un espace
Sie & 19 dimensions. Aux groupes de I'involution cubique engendrée
par H dans ’espace S5 correspondent les points d’une variété wa!
lieu des droites s’appuyant sur une surface ¥, d’ordre 9 représentant
dans un espace 2, a 9 dimensions, les cubiques planes du plan o,
et sur une surface ¥, représentant dans un espace X, 4 9 dimensions
les cubiques du plan o,.

A la variété V correspond la section £ d’ordre 162 de wi! par un
hyperplan et une hyperquadrique. La variété Q2 rencontre les surfaces¥,,
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L. Godeaux. — Variétés algébriques contenant une involution cycligue

¥, chacune en 18 points qui sont multiples d’ordre 9 pour Q. Le ¢bne
tangent en un de ces points appartenant par exemple & ¥, projette
de ce point la surface ¥,.

Les sections hyperplanes de la variété Q sont les surfaces canoniques
de la variété.

Remarquons en passant que la variété a 4 dimensions section de
la varié¢té WE! par une hyperquadrique posséde une variété canonique
d’ordre zéro, le systéme de ses sections hyperplanes étant son propre
adjoint.

8. Considérons le cas v = 2, p = 5, 1a variété V ayant pour équations

@s + s = 0,05 + 5 =0.

Sur la variété V, d’ordre 25, I’'homographie H engendre une invo-
lution 1 d’ordre cing possédant 50 points unis, 25 dans chacun des
plans ¢,, o;.

Les surfaces canoniques G de V sont découpées par les hyper-
surfaces du quatri¢éme ordre et par conséquent, la variété V étant
complétement réguliére, son genre arithmétique est P, = 126. Les
surfaces G ne passent pas par les points unis de I.

Le degré du systeme | G | est w, == 1600.

La série canonique de la courbe intersection de deux surfaces G
est découpée par les hypersurfaces d’ordre 12 et par conséguent
a 'ordre 4800. Le genre de la courbe est donc w, — 2401,

Les courbes canoniques sont découpées sur une surface G par les
hypersurfaces d’ordre 8 dont il faut défalquer celles qui contiennent V.
On a donc w, = p, = 1049,

La relation

ZPR_—_wov—w1+U)2+4

est une identité.
Les surfaces canoniques de la variété Q correspondent aux surfaces
Gy, découpées sur V par les hypersurfaces.

@, =0

et ont des points doubles coniques aux 50 points unis de I. Soient
Iy les surfaces canoniques de Q, homologues des surfaces Gg.
Le degré de | G, | étant 1200, celui de | I'y, | est w{, = 240.
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n'ayant que des points unis de premiére espéce

Une courbe (G, Gy) intersection de deux surfaces G, a des points
quadruples aux points unis et sa série canonique est découpée par
des hypersurfaces d’ordre 12 ayant des points doubles aux points
unis. En effet, ces hypersurfaces doivent découper sur la courbe
(Gg, Go) la transformée de la série canonique de la courbe (I'g, I'o)
homologue augmentée des points unis de I'involution. Or, sur chaque
branche de la courbe (Gg, Gp) en un point unt A se trouvent quatre
points unis infiniment voisins successifs de A. On en conclut que les
hypersurfaces d’ordre 12 coupent la courbe suivant une série d’ordre
4400. D’aprés 1a formule de Zeuthen, le genre de la courbe intersection
de deux surfaces I', est donné par

i0{w) — 1)+ 800 = 4600,
d’ou w’ = 361.

Les adjointes & la surface G, sont découpées par les hypersurfaces
@4 s — 0 dont il faut défalquer celles qui contiennent G,. Le genre
arithmétique d’une surface I, est donc w), = p, = 189.

Le genre arithmétique P! de 2 est P, = 36, puisque le systéme
bicanonique de Q correspond aux sections de V par les hypersurfaces

@iy — 0.
La relation

2P =wo — ] +wh + 4

est une identité.

8. On peut obtenir une image projective de la variété Q en utilisant
le méme procédé que plus haut (n® 3). Rapportons projectivement
les hypersurfaces @7 + ¢! = 0 aux hyperplans d’un espace S;4 a
39 dimensions. Il correspond aux groupes de l'involution engendrée
par H dans ’espace S; une variété W i cing dimensions d’ordre 252,
intersection de deux cénes projetant des espaces X,, X, a 19 dimensions
des surfaces de Veronese généralisées ¥,, ¥, représentant les courbes
du cinquiéme ordre respectivement des plans o,, ¢,. La variété Q
est la section de W par un espace linéaire & 37 dimensions.

En élevant 2 la cinquiéme puissance les deux membres de ’équation
@,r, = 0, on obtient dans S;, une hypersurface du quatriéme
ordre passant deux fois par chacun des espaces 2,, X, et ayant un
contact du quatriéme ordre avec la variété Q en chaque point d’inter-
section. La variété de contact est une variété canonique de £2.

— 115 —



L. Godeaux. — Varidiés algébriques contenant une involution cyclique

On peut obtenir un autre modele projectif de 2 de la maniére sui-
vante:

Observons tout d’abord qu'une hypersurface ¢,¥, — 0 est un lieu
de droites s’appuyant sur les plans a,, #,. Rapportons projectivement
ces hypersurfaces aux hyperplans d’un espace Si;s a4 35 dimensions.
Nous obtenons une variété W’ dont les points représentent les droites
s’appuyant sur les plans o,, g, et qui a par suite quatre dimensions.
C’est une variété de Segre généralisée d’ordre 96(1).

Pour obtenir ’équation de ’hypersurface découpant la variété
sur W’ posons

Xij = ¥i¥izezn ((+j<2,k+1<2)
et observons que des équations de V on déduit
fPS(XOUk:s Xo 1k XOZRI) W (Xij[]Oa Xijl[)a XijZO) -
— @5 (Xooma X0 1> onm) Y s (Xij009 ijma XUZO) =0,

ce qui revient a introduire les coordonnées des points de S;5 dans
I’équation

yozol@s(W)¥s(z) — o5(y)¥s(z)] = 0.

On obtient une hypersurface qui rencontre W' suivant une varieté
d’ordre 288 qui comprend deux variétés de Segre généralisées d’ordre
24 obtenues en partant de ’équation @,¥, = 0 ol Pon pose succes-
sivement y, = 0 et z; = 0. Le restant de lintersection est la variété
2 d’ordre 288 — 2.24 —= 240. Ses sections hyperplanes sont ses variétés
canoniques.

Aux points de diramation correspondent 50 quadriques ne se ren-
contrant pas deux a deux.

On remarquera que la variété 2 qui vient d’étre construite représente
également I'involution du cinqui¢me ordre engendré par H sur la
variété

s — s =0,05 — =0,

Liége, le 6 février 1969.

' Voir notre note Sur fes variétés de Segre génédralisées (Bulletin de la Société roy,
des Sciences de Ligge, 1948, pp. 20-24).
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