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AVANT-PROPOS

On désigne généralement par « transformation de Jon-
quiéres » entre deux plans tt2 une transformation biration-
nelle qui change un faisceau de droites de ni en un faisceau de
droites de tt2. Aux droites de ™ correspondent alors dans rt2'des
courbes d’ordre n, formant un réseau avant un point-base
(n— Duple, et & I'ensemble des droites de tc2 correspond, dans ~u
un réseau de courbes de méme nature.

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier les trans-
formations birationnelles de ! espace qui changent un faisceau
de plans en un faisceau de plans et une congruence linéaire de
droites en une congruence linéaire de droites. Ces transfor-
mations sont des généralisations a I’espace de la transformation
de Jonquieres entre deux plans, et pour cette raison, nous les
avons appelées « transformations de Jonquieres de I'espace ».

La théorie des transformations birationnelles de I'espace a
été commencée vers la méme époque par trois géometres
Cremona (*), Cayley (**) et Ncether (***). Depuis lors, si les

(*) Cremona, Suite trasformazioni raziomli nello spazio. (Annali di Matematica,
1871 (2), V, pp. 131-162; Opéré Matematiche. Milano, 1917, t. IlI, p. 298.)

(**) Cayley, On the rational transformation between tiuo spaces. (Proceedings of
the London Mathem. Soc., 1869-1871, pp. 127-180. Mathematical Papers. Cambridge,
1894, vol. VII, p. 189.)

(***) Noether, Ueber die eindeutigen Raumtransformationen, insbesondere in
ihrer Anwendung aufdie Abbildung algebraischer Fldchen. (Math. Ann., 1871, IlI,
pp. S47-S80.)
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géometres ont étudié de nombreux types particuliers de trans-
formations birationnelles, la théorie générale a été quelque
peu délaissée (*). Nous citerons un mémoire important de
Mlle Beloch (**) et un travail de M. Pannelli (***). Nous avons cru
gue I'étude systématique d’un type général de transformations
birationnelles pourrait présenter un certain intérét; c’est pour-
qguoi nous nous permettons de présenter ce mémoire a I’Aca-
démie royale.

Nous commengons, dans ce mémoire, par étudier les trans-
formations birationnelles entre les droites de deux congruences
linéaires de droites. Cette étude se raméne a celle des transfor-
mations birationnelles entre deux plans, une fois introduite la
notion de droite fondamentale. (Chap. ler.)

Nous considérons alors les deux faisceaux de plans homogra-
phiques (aj, (a2) et deux congruences linéaires de droites G*, G2
liées par une correspondance biralionnelle. Nous définissons
la transformation de Jonquiéres par la propriété de faire corres-
pondre a un point P le point situé a l'intersection du plan
de (a2) correspondant au plan de (a*) passant par P, et du
rayon de G2 correspondant au rayon de Gj passant par P.
Nous déterminons les éléments fondamentaux de la correspon-
dance. (Chap. I1.)

Les chapitres suivants sont consacrés a I'étude des transfor-
mations de Jonquiéres lorsque la nature des congruences G,,
G, est fixée explicitement. Toutefois, nous avons exclu de nos

(*) Pour la bibliographie, on peut consulter : Loria, Il passato et il présente (telle
principali teorie geometriche. Torino, 1906.

(**) Beloch, Sulle traslormazioni birazionali nello spazio. (Annali di Mathe-
matica, 1909 (3), XVI, pp. 27-69.)

(***) Pannelli, Sopra una proprieta delle trasformazioni birazionali nello spazio
ordinario. (Rend. R. Accad., Lincei, 1" sera. 1910 (5), XIX, pp. 449-453.)
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considérations le cas ou G,, G2 seraient des gerbes de droites.
Dans ce cas, on obtient des transformations monoidales, déja
considérées par De Paolis (*).

Il nous a paru intéressant d'étudier quelques cas particuliers
des transformations rencontrées. A cet effet, nous nous sommes
proposé la recherche des transformations de Jonquiéres four-
nissant des congruences linéaires de cubiques gauches comme
transformées de congruences linéaires de droites. Les con-
gruences de cubiques gauches ainsi déterminées sont des cas
particuliers de congruences tres générales, mais nous ont cepen-
dant semblé intéressantes.

(*) De Paolis, Sopra un sislema omaloidico Ui superficie d'ordine n con un punto
(n— 1)Pio. (Giornale di Battaglini, 4875, XIIl.)
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CHAPITRE PREMIER.

Correspondances irrationnelles entre les droites
de deux congruences linéaires.

I. — Réseaux de degré un de surfaces d’une congruence linéaire
de droites. — Soit G une congruence linéaire de droites de
classe m. Nous dirons qu’une surface réglée  est une surface
de la congruence G lorsque ses génératrices sont des droites de
la congruence.

Deux surfaces de la congruence G ne se rencontrent, en
dehors des courbes singulieres de G, qu’en des droites de cette
congruence.

Considérons un systéme 002, | d>| de surfaces de la con-
gruence G. Nous dirons que ce systeme est un réseau de degré
un de la congruence G s'il satisfait aux conditions suivantes :

a) Deux droites de G, non communes a toutes les surfaces
de ; d> |, déterminent une et une seule surface de d>;

b) En dehors des courbes singuliéres de G et des droites de
G communes a toutes les surfaces de | |, deux surfaces de | d>|
n’ont en commun qu’une droite de G.



Le systéme | d> | constitue un réseau de surfaces au sens ordi-
naire du mot, c’est-a-dire que par deux points, non communs
a toutes les surfaces du systéme, passe une et une seule surface
| & |. En effet, par chacun de ces points passe une droite de G
et ces deux droites déterminent une et une seule surface de d*|.

Une droite de G, commune a toutes les surfaces de | d> |, sera
appelée droite-base de ce réseau.

Considérons un plan n ne contenant qu’'un nombre fini de
points singuliers de G et faisons correspondre a une droite de
G le point ou elle rencontre «, et réciproquement. Les sections
des surfaces de | d> | par le plan - constituent évidemment un
réseau de degré un de courbes planes. Réciproguement, si I'on
considere dans n un réseau de degré un de courbes planes, la
surface de G, lieu des droites de cette congruence s'appuyant
sur une courbe de ce réseau, engendre un réseau de degré un
de G.

Par exemple, les surfaces d’ordre m-\- \, lieux des droites
de, G s'appuyant sur les droites de -, engendrent un réseau de
degré un possédant m droites-base : les droites de G situées
dans tu.

Les propriétés des réseaux de degré un de courbes planes se
transportent sans difficulté aux réseaux de degré un de surfaces
de G. Par exemple :

Les surfaces  sont rationnelles.

Les surfaces de | <> | passant par une droite de G (qui ne soit
pas droite-base du réseau) forment un faisceau, et réciproque-
ment, les surfaces de | d> | formant un faisceau ont en commun,
en dehors des droites-base de | <> |, une droite de G.

Les surfaces de | d> | n’ont pas de droites multiples variables.

Le réseau | <> est completement déterminé lorsqu’on fixe
I’ordre des surfaces <, leurs multiplicités le long des courbes
singulieres de G et les droites-base du réseau (avec leurs mul-
tiplicités).

Il existe une infinité de réseaux de degré un de surfaces de G.
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2. — Premiére définition de la correspondance birationnelle 6.
— Considérons deux congruences linéaires de droites G4, G2,
respectivement de classes ni, n2. Soient |<bi | un réseau de
degré un de surfaces de Gt, [<b2 un réseau de degré un
de G2

Rapportons projectivement les surfaces des réseaux
| g |- Par une droite </{ de Gj distincte des droites-base de | <!
passent aol surfaces <bj formant un faisceau. Il leur correspond
ocl surfaces de |<b2! formant également un faisceau. Ces sur-
faces ont, par suite, en commun en général, en dehors des
droites-base de | <bh2!, une seule droite gt de G2. Inversement,
a une droite de G2 distincte des droites-base de | <b2! correspond
en général une droite de Gt distincte des droites-base de <b, |.

En établissant une projectivité entre les réseaux |<bl j, | <b2],
nous avons donc établi une correspondance birationnelle ¢ entre
les droites de G4, G2 distinctes des droites-base des réseaux.3

3. — Droites fondamentales pour la correspondance G —
Cherchons a étendre cette correspondance 6 aux droites-base des
réseaux j <hl |, | <b2L

Appelons surface Rf (ou R2) relative a une droite r, le lieu
des droites de G! (ou de G2) s’appuyant sur la droite r. Les
surfaces R{ sont d’ordre ni -j- 1, les surfaces R2 d’ordre m2-|- I.

Considérons une droite-base di de | <bi | et la surface RJ rela-
tive a une droite r' s’appuyant sur d+. La droite dA est simple
pour RJ. A une droite gi de RJ correspond une droite g2 de G2,
bien déterminée si gl ne coincide pas avec une droite-base de
| <b4 |, ce que nous supposerons. La droite gl est commune, dans
ce cas, a aol surfaces de | <bd | formant un faisceau || <bt | et la
droite g2 est commune & oc! surfaces de |<b2 formant un
faisceau | | <b2L Lorsque la droite gl varie sur RJ et se rap-
proche indéfiniment de di, le faisceau || <bl | varie et tend vers
une limite bien déterminée, le faisceau des surfaces <b! touchant
la surface R{ le long de di. La droite g2 correspondant a gl

varie également et a pour limite une droite g2 déterminée
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par le faisceau de ft>2 correspondant au faisceau limite de || d», .
Ce faisceau de | <v2! étant déterminé par une projectivité, est
déterminé sans aucune exception. Nous pouvons exprimer ce
qui vient d’etre établi en disant qu'a la droite de Rj, infiniment
voisine de dIt dans le domaine du premier ordre de dit corres-
pond une droite de G2 bien déterminée.

Remarquons qu’il y a ool droites s'appuyant sur dl et tou-
chant Rt au point d appui. Toutes les surfaces R., relatives a ces
droites contiennent la génératrice de Rj infiniment voisine de
dj, c’est-a-dire que toutes ces surfaces touchent Rj le long de dA.
On en conclut que les oc! surfaces Rj relatives aux droites r
s'appuyant sur di se partagent en oc! familles de 002 surfaces,
les surfaces d’'une famille se touchant le long de dt. Par consé-
quent, lorsque la surface Rj, passant par dt, occupe les oo3
positions possibles, la droite g2 occupe ool positions. Nous
distinguerons deux cas :

1° Les ool positions de g2 sont infiniment voisines d'une
droite-base d2 de | <ih2!;

2° Les ool positions de g2 forment une surface (df) de G2

Dans le premier cas, nous dirons que dj est une droite fonda-
mentale apparente de Gj pour 0; dans le second, qu’elle est une
droite fondamentale proprement dite de Gj pour 9.

4. — Elimination des droites fondamentales apparentes. — Si
nous considérons un second réseau de degré un | «b'j de G4, la
correspondance 9 fera correspondre aux surfaces de ce réseau
des surfaces d>2 de G2 formant également un réseau de degré un
j'bT|* La correspondance 9 pourra évidemment étre définie en
partant de ces nouveaux réseaux |<bj |, |<PE|, pourvu que la
projectivité a établir entre les surfaces de ces réseaux le soit
convenablement. Par un choix convenable de ces nouveaux
réseaux, nous allons montrer que les droites fondamentales
apparentes se conduisent comme des droites quelconques des
congruences. D’une maniére précise, nous montrerons que la
droite d2 correspond a la droite dA
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Considérons la surface R2 de G2 relative a une droite r. Il lui
correspond, par 8, une surface S de Gt

Si dj est une droite de Gl fondamentale proprement dite pour
6, la droite r rencontre nécessairement la surface (dt) et la sur-
face Sj passe par dr

Si di est une droite fondamentale apparente pour 8, la sur-
face Sj ne passera par dl que si la droite r s’appuie sur d2.

On voit donc que les surfaces St que 8 fait correspondre aux
surfaces R2 passent toujours par les droites fondamentales
proprement dites de Gj pour 6 et qu’elles ne passent pas, en
général, par les droites fondamentales apparentes.

Cela étant, considérons les surfaces R? de G? relatives aux
droites d’'un plan r. ne contenant qu’un nombre lini de points
singuliers de G2 et ne passant par aucune droite telle que d2.
Soient Ri ces surfaces, Sj les surfaces que 8 leur fait corres-
pondre dans Gj. Les surfaces Ri constituent un réseau de degré
un ayant, comme droites-base les n2 droites de G2 situées dans n.
Les surfaces Sj constituent également un réseau de degré un
ayant comme droites-base les droites fondamentales proprement
dites de Gj pour 8 et les n2 droites que 6 fait correspondre aux
droiFes.de Gc situées dans Y’F. S e =

Ainsi que nous I'avons dit, nous pouvons définir 6 au moyen
d’une projectivité, convenablement choisie, entre les réseaux
[ S|, | RJ|. Actuellement, les droites fondamentales apparentes
ne jouent plus aucun role particulier; elles se comportent donc,
vis-a-vis de 8, comme des droites ordinaires des congruences
Gj, G2

Remarquons qu'en définissant 8 au moyen de | SJ|, Ri|, les
N2 droites de G2 situées dans k et les n2 droites qui leur corres-
pondent dans Gj sont des droites fondamentales apparentes
pour 8.

5. — Définition définitive des droites fondamentales pour 6. —
La correspondance 8 étant définie au moyen d’'une projectivité
entre deux réseaux de degré un |dq | de Gt, |d>2! de G2, & une



surface de Gt (ou R2 de G2) correspond une surface S2 de G2
(ou Sj de GJ passant par toutes les droites fondamentales pro-
prement de G2 (ou GJ.

Deux surfaces telles que St se rencontrent, en dehors des
droites fondamentales proprement dites, en n2 -f- 1 droites
variables avec les surfaces choisies.

Nous dirons qu’une droite de G! est fondamentale d’ordre h
pour 9, si elle est multiple d’ordre h pour toutes les surfaces Si
gue 9 fait correspondre aux surfaces R, de G2

Comme nous l'avons vu plus haut, aux droites infiniment
voisines d’une droite dl fondamentale de Gj, 9 fait correspondre
les droites d'une surface (df) de G2 Soit h! I'ordre de cette
surface; une droite r la rencontre donc en h' points et la sur-
face R? relative a r en /[?" droites de G2 (en dehors des courbes
singuliéres de cette congruence). Il en résulte que la surface Sj
correspondant a R?2 contient h! droites infiniment voisines de dIf
c'est-a-dire qu elle passe h! fois par di [les droites communes
a (df) et R2 étant comptées avec leurs multiplicités pour (dj)].
On a donc 7' = h.

La surface (df), d’ordre h, sera appelée surface fondamentale
correspondant a la droite fondamentale dIt pour 9.

On a des définitions analogues pour G2.

6. — Définition d’une correspondance birationnelle 9t entre

deux plans. — Considérons deux plans nl, 2 satisfaisant aux
conditions suivantes :

1° Le plan nj (ou n2) ne rencontre les lignes singulieres de
Gj (ou de G2) qu’en un nomiire fini de points;

2° Un point singulier de Gj (ou de G2) situé dans (ou tc2)
n'est pas situé sur une droite fondamentale pour 9. (Il en

résulte que ng, 2 ne contiennent pas de droite fondamentale
pour 9);

3° Aucun des rayons de Gj situé dans ™ ne correspond a un
rayon de G2 situé dans n2
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Dans ces conditions, nous dirons que deux points de ni, n2
se correspondent dans la correspondance 0j s’ils sont situés sur
des rayons de G,, G2 respectivement, se correspondant dans 0.
En d'autres termes, deux rayons correspondants de Gd, G, ren-
contrent respectivement njt n2 en des points se correspondant
dans 0t.

La correspondance  est évidemment birationnelle; c’est en
quelque sorte une image de 8.

A une droite r de «If 9t fait correspondre une courbe section
par n2 de la surface S2 que 6 fait correspondre a la surface Rt
relative a r. De méme, a une droite de tc2 correspond la section
par itj d’une surface St. Ces deux courbes, dans ttj et dans n2,
doivent avoir le méme ordre; donc il en est de méme des sur-
faces Sj, S2.

Les surfaces S4, S2 ont le méme ordre n.

Les sections par nj des surfaces Si correspondant aux sur-
faces R2 relatives aux droites de tc2 doivent former un réseau de
degré un et les points-base de ce réseau sont les points de itj
fondamentaux pour 0j. Ces points se répartissent en trois
catégories :

a) Les points de k! situés sur les droites fondamentales
de Gj;

b) Les points de  singuliers pour la congruence G4;

c) Les points de Ttj situés sur les droites de G( que 9 fait
correspondre aux n2 droites de G2 situées dans «.z.

Les courbes fondamentales correspondantes de t2 sont res-
pectivement .

a) Les sections par n2 des surfaces fondamentales de G
pour 9;

b) Les sections par n2 des surfaces de Gg que 9 fait corres-
pondre aux droites de Gx passant par les points singuliers de
cette congruence situés dans izi ;

c) Les droites de G2 situées dans iz2.

On détermine de méme les points fondamentaux de et les
courbes fondamentales de 7tt pour 9j.
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7. — Rappel des propriétés des transformations birationnelles
planes (*). — 1° Les courbes fondamentales ont leurs points
multiples en des points fontamentaux ;

2° Les courbes fondamentales ne se coupent qu’en des points
fondamentaux ;

3° Les courbes d'un plan correspondant aux droites de l'autre
ne rencontrent des courbes fondamentales qu'en des points
fondamentaux ;

4° Si Pl P2 sont deux points fondamentaux situés, I'un
dans ttj, l'autre dans w2, la multiplicité de Pj pour la courbe
fondamentale correspondant a P2 est égale a la multiplicité
de P2 pour la courbe fondamentale correspondant a Pj ;

5° Le nombre total des branches des courbes fondamentales
qui passent par un point fondamental est égal au triple de
I’ordre de dernier, diminué d’une unité;

6° Le nombre des points fondamentaux dans les deux plans
est le méme.

8. — Propriétés des droites et des surfaces fondamentales
pour 9. — D’apres le choix des plans «i, ti2, une droite de Gj
(ou G2) située dans ti? (ou n2) ne passe par aucun des points de
ces plans situés sur des droites fondamentales pour 9. Par con-
séquent, en vertu de la quatriéme propriété rappelée ci-dessus,
les courbes fondamentales pour 9% du plan (ou tt2) de la
catégorie a) ne passent pas par les points fondamentaux de
catégorie ¢). En vertu de cette remarque, les trois premieres
propriétés rappelées se traduisent, pour la correspondance 9,
dans les théoremes suivants :

I. — Les surfaces fondamentales de 6 ne peuvent avoir,
en dehors des courbes singuliéres de la congruence a laquelle

(*) Voir au sujet de ces transformations : Cremona, Suite trasformazioni geome-
triche délit figure plane. (Memorie della R. Accad. di Bologna, 1865 (2), V,
pp. 3-35.) (Second Mémoire); Clebsch, Legons sur la Géométrie, rédigées par
Lindeman. Traduction par A. Benoist, t. Il, pp. 188-219. (Paris, Gauthier-Villars,
1880); Severi, Lezioni di Geometria algebrica, chap. Il. (Padova, Draghi, 1908.)
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elles appartiennent, d’autres droites multiples que les droites
fondamentales.

Il. — Les surfaces fondamentales de 9 ne se rencontrent,
en dehors des courbes singuliéres de la congruence a laquelle
elles appartiennent, qu’en des droites fondamentales.

I1l. — Les surfaces Sj (ou SJ ne rencontrent les surfaces
de Gj (ou de G2) fondamentales pour B, en dehors des courbes
singulieres de Gt (ou de G2), qu'en des droites fondamentales.

D’autre part, la sixieme propriété se traduit par ce théoréme

IV. — Le nombre des droites fondamentales pour 9 dans une
congruence, augmenté des ordres des courbes singulieres de cette
congruence et diminué de sa classe, est une expression indépen-
dante de la congruence choisie.

Enfin, la quatrieme propriété donne :

V. — La multiplicité d’une droite fondamentale dt de G,
pour la surface fondamentale (d2) correspondant a une droite
fondamentale d? de G2, est égale a la multiplicité de d2 pour la
surface fondamentale (dj correspondant a d,.

9. — Surfaces transformées, par 6, des points singuliers de
Gj et G2.— Aux droites de Gf (ou de G2) passant par un point
singulier P4 de Gt (ou P2 de G2), 6 fait correspondre les droites
d’une surface de G2 (ou de GJ. Nous appellerons cette surface
la transformée par 0 du point singulier P4 (ou P2) et nous la
représenterons par (PJ [ou (P2)].

Si le point Pj est situé dans le plan t,, il est fondamental
(de la seconde catégorie) pour 0j et la courbe fondamentale
correspondante dans w2 est, comme nous l'avons dit, la section
de (PJ pour ce plan. Moyennant cette observation, on déduit
des propriétés énoncées des transformations birationnelles
planes les théorémes suivants :

VI. — La multiplicité d’un point singulier P4 de Gt poun la
transformée (P2) par 0 d’un point singulier P2 de G2 est égale
a la multiplicité de P2 pour la transformée (PJ par 9 de P*

VII. — La multiplicité d’une droite fondamentale di de G,
pour la transformée (PJ par 0 d’un point singulier P2 de G2



est égale a la multiplicité de P2 pour la surface fondamen-
tale (dj correspondant a d4.

VIIl. — Le nombre des nappes des surfaces de Gj (ou de G,)
fondamentales, passant par une droite fondamentale d,
augmenté des multiplicités de d pour les surfaces transformées
des points singuliers de G2 (ou de G,) situés dans un plan, est
égal au triple de l'ordre de la droite fondamentale d, diminué
d’une unité.

Soient Cj une courbe singuliére de Gj, un point d’inter-
section de Gj et de tw*. Y\ le nombre de droites de Gl; situées
dans itj et passant par P4. Parmi les branches des courbes fon-
damentales de 7tj pour 6,, passant par le point fondamental PIt
se trouvent les ri droites de Gj passant par ce point. Par consé-
quent, le nombre des branches restantes est égal, d'apres la
cinquiéme propriété des transformations planes, au triple de
I'ordre de (Pt) diminué de ri 4~ 1.

IX. — Le nombre des nappes des surfaces fondamentales
de G, (ou G2) passant par une courbe singuliére de cette con-
gruence, augmenté des multiplicités de cette courbe pour les
transformées par 6 des points singuliers de G2 (ou de G,) situés
dans un plan, est égal au triple de l'ordre de la surface trans-
formée par 8 d'un point de cette courbe, diminué de r, -|- 1,
1 représentant I'ordre du céne formé par les droites de Gj
(ou G2) passant par un point de cette courbe.

10. — Forme définitive de la définition de la correspondance 9.
— Dans la suite de ce travail, nous nous baserons sur le théo-
réme suivant :

La correspondance 9 est déterminée lorsqu’on se donne :

1° L’ordre des surfaces de G4 qui correspondent aux sur-
faces R2 de G2, et la multiplicité des courbes singulieres de Gi
pour ces surfaces (*);

(*) Ce dernier point peut étre superflu. C’est ce qui se présente si Gi est constituée
par les cordes d’une cubique gauche, par exemple. Dans ce cas. I'ordre d’une
surface de G4 est égal au double de la multiplicité de la courbe singuliere.
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'2° Les droites fondamentales de G, et les surfaces fondamen-
tales correspondantes de G2

Dans le 2° nous voulons dire que les surfaces fondamentales
de G2 sont complétement connues; on connait donc leurs ordres,
les multiplicités le long des courbes singuliéres de G2 et leurs
droites multiples. 1l résulte de ce qui précéde que ces éléments
ne peuvent étre fixés arbitrairement.

D’aprés I'énoncé précédent, les surfaces S, seront entierement
connues, puisque l'on connaitra les multiplicités des droites
fondamentales de Gj pour ces surfaces par le 2. Pour retrouver
la premiére définition de 9, il suffira de considérer le réseau de
degré un des surfaces R2 de G2 relatives aux droites d’'un plan
et le réseau des surfaces S* correspondantes.

Nous ne pousserons pas plus avant I'étude de la correspon-
dance 9 sans spécifier la nature des lignes singuliéres des
congruences Gx, G2. Dans ces différents cas particuliers, cette
étude sera reprise plus loin.

CHAPITRE 11.

Définition et propriétés générales des transformations
de Jonquieres de I'espace.

Il - — Definition. — Considérons, dans un espace linéaire a
trois dimensions :

1* Deux faisceaux de plans homographiques (aj, (af) ayant
respectivement pour axes les droites at, a?;

2° Deux congruences linéaires de droites Gt, G2, respective-
ment de classes ni, n2, entre les droites desquelles existe une
correspondance birationnelle 9.

Dans tout le cours de ce travail, nous supposerons que :

La droite ai (ou af) ne rencontre ni les courbes singuliéres
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de G, (ou de GJ, ni les droites fondamentales pour 8 de G.
(ou G).

Pour simplifier le langage, nous appellerons X, l'espace a
trois dimensions contenant (aj et G,, et X2 I'espace (superposé
a Xj contenant (aj et G2

Soit P, un point de S, non situé sur la droite al ni sur une
courbe singuliére de G, ou sur une droite de G, fondamentale
pour 8. Par P! passent un plan og de (@ et un rayon </, de Gt
Soient a2 le plan de (aj qui correspond a gz le rayon de G,
qui correspond a gt par 8. En général, ce plan a2 et cette droite
'h se rencontrent en un seul point P2 de X2

Inversement, a un point P2 de X, correspond en général un
seul point I\ de X,.

La transformation birationnelle T liant Xj et X2, ainsi définie
sera appelée transformation de Conquiéres T, parce quelle
transforme un faisceau de plans (aj en un faisceau de plans (aj.

12- — Les surfaces transformées des flans. — SOit n un plan
de Xj. r fait correspondre a ce plan une surface F2 de X? dont
nous allons déterminer I'ordre.

A cet effet, considérons une droite x de X2, support de deux
ponctuelles (XJ, (X2). Entre les points de ces ponctuelles, nous
établissons la correspondance suivante : deux points X,, X2 se
correspondent lorsque le plan du faisceau (a2) passant par Xj et
le rayon de G2 passant par X2 ont respectivement pour corres-
pondants un plan du faisceau (aJ et un rayon de G, se rencon-
trant en un point du plan

A un point X!l correspondent n points de (Xj. En effet, le
plan de (aj correspondant au plan de (aj passant par X,
rencontre tc en une droite r; la surface R, de G, relative a cette
droite r a pour correspondante, par 8 dans G2, une surface S?
d’ordre n. Celle-ci rencontre la droite X en n points X2

Inversement, a un point X2 correspond un point de (XJ.

Les ponctuelles (XJ, (XJ sont donc liées par une corres-
pondance (I, n). D’apres le principe de Chasles, il y a n-|- 1

9
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coincidences. Une de ces coincidences est précisément un point
de la surface F2; donc celle-ci rencontre la droite X en n + |
points et est d’ordre n -(- 1.

De méme, les surfaces S? ayant le méme ordre n que les sur-
faces S2, a un plan de S2 correspond, dans S15 une surface F,
dordren \

La transformation T fait correspondre a un plan de [ou
de S2) une surface F2 (ou FJ d'ordre n —1, <le 12 (ou de EJ.

13._ Aux oc* plans de  correspondent oci surfaces F2 de

formant un systéme linéaire de degré un F, | Nous allons
établir une relation fonctionnelle qui nous fournira, en méme
temps qu’une nouvelle démonstration du théoréme précédent,
I’indication des multiplicités des surfaces F2 le long des courbes
singuliéres de G2, des droites de G2 fondamentales pour 8 et de
la droite a2.

Reprenons le plan it de 2, et la surface F2 que T lui fait
correspondre dans E2. Considérons les droites déterminées sui

par les plans de (aj. A une r de ces droites, T fait corres-
pondre la courbe-intersection :

1° du plan a2 de (a2) correspondant au plan de («J passant
par cette droite r;

2" de la surface S, que 8 fait correspondre a la surface Rj de
Gj relative a r.

L’ensemble de ces courbes forme la surface F2 transformée
de Tt

Les surfaces S?2 dont il vient d'étre question engendrent un
faisceau projectif au faisceau (a2). F2 est donc engendrée par les
intersections de deux faisceaux projectifs, et 1 on a, par suite,

Fo=9S2 + a2

On déduit tout d’'abord de cette relation que I'ordre de F2 est
égal a celui, n, de S2 augmenté de celui, 1, de a2

On en déduit ensuite que la multiplicité pour b2 d un point
commun & toutes les surfaces S2 du faisceau considéré est égale
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a la multiplicité de ce point pour ces surfaces S2. De méme
poui les points communs a tous les plans a2, c’est-a-dire pour
les points de 4a droite 02

De la méme manieére, on établit la relation fonctionnelle

Fi= + a4,

et | on en déduit des conséquences analogues.

Les surfaces Fj (ou F2) passent simplement par la droite a,
(ou a2' et autant de fois par les courbes singulieres et les droites
fondamentales pour 0 de G, (ou de G*) que les surfaces S,
(ou S2).

14. — Courbes-base des systémes linéaires Fj|, JF.,
Nous venons de démontrer que les surfaces du systéme | Fl
P3l' exemple, passent par al, par les courbes singulieres de Gj
et les droites de G, fondamentales pour 6. Soit, s’il est possible,
un point P non situé sur ces courbes, appartenant a toutes les
surfaces de | F, |.

La transformation T ne peut faire correspondre un point bien
déleiminé de —2 a P; il faut donc qu il y ait indétermination
dans la construction de ce point. Désignons par a2 le plan de (a2)
correspondant au plan og de («,) passant par P, par g2 le rayon
de G2 que H fait correspondre au rayon gj de Gj passant par P.
Pour que le transformé de P soit indéterminé, il faut que

1° Le plan a2 soit indéterminé, ou que

2° La droite g2 soit indéterminée, ou que

3° La droite g2 soit située dans le plan a.,.

Dans le premier cas, o, doit également étre indéterminé,
ce qui est impossible, puisque P ne se trouve pas sur «j. Dans
le second cas, P devrait étre un point singulier de Gj ou un
point d une droite fondamentale de G! pour 8, ce qui est exclu
par hypothése.

Dans le troisieme cas, g2 s'appuie sur a., et engendre donc la
surface R2, d ordre »2 -f- I, relative a a2. Nous représenterons
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cette surface par (TI). Lorsque g, décrit (TI), I* décrit une
courbe yj commune a toutes les surlaces fj.

Considérons un plan n de Eq. A chaque point commun & -
eta correspond une droite gt de (y4) située sur la surface h?
transformée de L’ordre de Tl est donc égal an nombre
de droites de G2 appartenant a une surface F2, c'est-a-dire au
nombre de points ot la surface (TI) rencontre une section plane
d’une surface F2, en dehors de a2 et des courbes singuliéres
de G2. Nous démontrerons plus loin, dans chaque cas parti-
culier, que la courbe yt a I'ordre n -(- n2.

De ce qui précede, il résulte que la courbe y4 compléte
I’ensemble des courbes-base du systeme hf

On trouve de méme une courbe y2, d’'ordre i, de S2,
complétant I'ensemble des courbes-base de | F2L

La hase du systeme linéaire de degré un, |Fjj (ou | F2!), est
constituée par la droite a, (ou a2), les courbes singuliéres de G,
(ou G2), les droites de G!{ (ou G2) fondamentales pour ft, une
courbe y4 (ou y2) d'ordre n n2 (ou n -f- nj.

I5_

_ Courbes et surfaces fondamentales pour la transfor-
mation T. — On sait que Cremona (*) a appelé courbe fonda-
mentale de la tranformation Tj dans Sj, par exemple, une
courbe commune a toutes les surfaces h j. Ce géometre a, de plus,
démontré qu’a un point d’une courbe fondamentale multiple
d’ordre li pour les surfaces Ft correspond une courbe d’ordre h,
rationnelle, de S2 et que le lieu de ces courbes est une surface
faisant partie de la jacobienne du systéeme | F21. Nous appellerons
cette surface la surface fondamentale correspondant a la courbe
fondamentale envisagée.

Nous allons examiner successivement les différentes courbes

(*) Suite trasformazioni.. . (Annali di Matematica. . .), loc. cit. Dans le texte,
nous appliquons directement les résultats de Cremona au cas qui nous occupe.
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fondamentales de S, pour T (cest-a-dire les courbes-I>ase
de| FJ).

If». — La droite fondamentale al. — Soit P un pOint de la
droite ai; si nous effectuons les constructions pour déterminer
le correspondant de P dans S2, nous constatons que le plan du
faisceau («2) est indéterminé. Par suite, a un point de a, corres-
pond la droite de G, que 0 fait correspondre a la droite de G!
passant par le point considéré. La surface fondamentale corres-
pondant a ai est donc la surface S, que 0 fait correspondre a la
surface Rj relative a ai. Cette surface sera représentée par («J ;
elle est, comme on sait, d’ordre ».

17. — Courbes fondamentales singuliéres de GI — Soient Ct
une courbe singuliere de GIt P un point de cette courbe.
Au point P, 0 fait correspondre une surface (P) d’un certain
ordre v4,

La courbe-intersection de la surface (P) et du plan a2 corres-
pondant dans (a2) au plan de (aj passant par P! est le lieu des
points correspondant a P.

Lorsque P décrit la courbe CIt cette courbe engendre la
surface fondamentale correspondant a Cp surface que nous
représenterons par (CJ. Pour évaluer I'ordre de cette surface,
appelons mi I'ordrte de Cj et supposons que les droites de Gt
s’appuient en ¢ points sur Ct (¢ = 1 ou 2). Alors, dans un plan
passant par a2 se trouvent ml courbes d’ordre v15 appartenant
a (CJ; ce sont les courbes qui correspondent aux points de Ci
situés dans le plan correspondant de (aj. D’autre part, & un
point Q de a2 correspond une droite de G, s’appuyant en ! points
sur (3, et les courbes correspondant a ces £ points passent
par Q. La droite a2 est donc multiple d’ordre \ pour (CJ, et
cette surface est, par suite, d’ordre mlvi -j- \-

D'aprés le résultat de Cremona, rappelé plus haut, Ci doit
étre multiple d’ordre vi pour les surfaces 1J. On remarquera
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que ce fait résulte également de nos développements précédents,
les surfaces S! passant vi fois par C4.

18. — Droite de Gt, fondamentale pour § et pour T — SI dl
est une droite de G! fondamentale pour 8, elle I'est aussi pour T.
Dans 9, il correspond a dl une surface fondamentale (d4) de G2

A un point P de dl, T fait correspondre la courbe-section
de (dj par le plan de (a2) correspondant au plan de (a4) pas-
sant par P. Lorsque P décrit dl, cette courbe décrit la surface
(d4). On voit donc que 9 et T font correspondre a di la méme
surface fondamentale (d4).

19. — La courbe fondamentale y4. — A UN pOint de yl
correspond dans S2 une droite de G2 s’appuyant sur a2, ainsi
qu’il a été vu plus haut. On en conclut que les surfaces Fj
passent simplement par la courbe ya4.

Aux différents points de y4 correspondent les points de la
surface (yj), d’ordre n2 -)- 1, rencontrée plus haut.

En résumé, lI'ensemble des surfaces fondamentales de S? est
constitué par

1° Une surface (at), d’ordre n, qui est une surface S parti-
culiere.

2° Une ou deux surfaces telles que (Ct), correspondant a une
courbe singuliére C! de G4. La surface (C4) est d'ordre mp” -f- C,
m, étant I'ordre de Ci; vi I'ordre de multiplicité de C, pour les
surfaces S, ; ; le nombre des points d’appui des droites de Gi
sur C4.

3° Un certain nombre de surfaces (d4) fondamentales pour 9
et T.

4° Une surface (y4) d’ordre n2 -+ 1, qui est la surface Rs
relative & a2.

On vérifiera dans chaque cas particulier que I'ensemble de
ces surfaces constitue bien la jacobienne (d’ordre 4n) du
systeme | F2L
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Des résultats analogues sont obtenus par la considération des
surfaces fondamentales de Sj.

20 — Points communs aux courbes fondamentales. — A UN
point commun & deux courbes fondamentales correspond une
courbe commune aux surfaces fondamentales correspondantes.
Cette propriété va nous permettre de déterminer les nombres
de points d’appui de la courbe yt sur les autres courbes fonda-
mentales 2j.

A cet effet, rappelons que la surface (yj est le lieu des droites
de G2 rencontrant a2. Chaque fois donc qu’il y aura, sur une
surface fondamentale de S2, une droite de G2 s’appuyant sur a2,
il y aura sur la courbe fondamentale correspondante de S, un
point appartenant a y,.

La surface (cq) étant une surface de G2, d'ordre n, il y a nde
ses droites s’appuyant sur u2; donc yt rencontre a{ en n points.

Une surface (d4) correspondant a une droite fondamentale
pour 9, dy de Gj, est d’ordre li; c’est une surface de G2; donc
il y ak de ses droites s'appuyant sur a2. Sur une droite fonda-
mentale d’ordre Il,  s’appuie donc en h points.

Le nombre des points d'appui dey, sur la courbe C, est égal
au nombre de points en lesquels la surface (yt) rencontre une
section plane de la surface (CJ, en dehors des courbes singu-
lieres de G2 et de la droite a2. Nous établirons plus loin, dans
chaque cas ou sera spécifiée la nature des congruences Glt G2,
que ce nombre est égal & mlvl -(- «2£.

La courbe y4, d'ordre n -(- n2, s’appuie en n points sur la
droite al; en h points sur une droite de G, fondamentale d’ordre h
pour 9 et pour T, et en nqv, -)- N2 \ points sur une courbe singu-
liere de G,, d’'ordre m,, multiple d’ordre vt pour les surfaces S,
et rencontrée en \ points par les droites de G,

On obtient un théoréme analogue relatif & la courbe y2.

21. — Courbes transformées des droites de I'espace. — A UNe

droite r de S2, T fait correspondre une courbe ¢l( rationnelle,
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commun & spt et & un plan de X,, T fait correspondre un point
commun a r et a la surface F2 transformée du plan considéré.
La courbe est donc d’ordre -~ I. Il en est de méme de la
courbe que T fait correspondre, dans X2, a une droite de S,.

Les courbes ©,, correspondant a I'ensemble des droites de X2,
sont en nombre ocd. Ces courbes s'appuient sur les courbes
fondamentales de Sj. Pour évaluer le nombre de ces points
d’appui, il suffit de remarquer qu’a un point commun & une
droite r de S2 et a une surface fondamentale de cet espace
correspond un point commun a la courbe ! correspondant a la
droite et a la courbe fondamentale de S, a laquelle correspond
la surface fondamentale envisagée. On a donc le théoréme
suivant :

Aux droites de S2, T fait correspondre des courbes ration-
nelles d’ordre n -~ t, s’appuyant en n points sur la droite a,,
en h points sur une droite de G, fondamentale d’ordre h pour 0,
en n, -f- 1 points sur la courbe yi et en 11,7, -f- £ points sur une
courbe d’ordre m,, singuliere de G,, multiple d’'ordre v, pour
les surfaces S, et sur laquelle les droites de G, s’appuient en
£ points.

On obtient un résultat analogue pour les courbes 2 de

22. — Classification des transfokmations 1. — NOUS CONSi-
dérerons, comme congruences linéaires de droites, les figures
suivantes :

I" Congruence des bisécantes d’'une cubique gauche;

2° Congruence formée par les droites s'appuyant sur une
droite et sur une courbe d’ordre m s’appuyant elle-méme en
m — 1 points sur la droite;

3° Congruence formée par les rayons de oc! faisceaux dont
les plans passent par une droite et dont les sommets se trouvent
sur cette droite, les sommets des faisceaux et leurs plans étant
liés par une correspondance (1, m).

On sait que cette troisieme congruence est un cas limite de



la deuxieme, correspondant au fait que la courbe d’ordre m se
réduit a m droites infiniment voisines de la droite singuliére.

Nous négligeons, comme nous l'avons déja dit tout au début,
la congruence linéaire formée par les droites passant par un
point.

Nous représenterons par TA la transformation T pour laquelle
les congruences G,, G2 sont respectivement des types i, k.
Nous les étudierons avec quelques détails dans les chapitres
suivants.

Nous désignerons également par la correspondance 6
entre deux congruences G,, G2 appartenant respectivement aux
types i, k.

CHAPITRE II1.

Les transformations Tu.

§ 1. — FEtude de La correspondance 0U.
23. — Rappel de quelques propriétés des surfaces formées par
les risécantes d’une curique gauche. — NOUS cOmmencerons par

établir trois lemmes sur les surfaces engendrées par les bisé-
eantes d’une cubique gauche C. Soit F une telle surface.

I. — L’ordre de La surface F est pair et égal au douille de la
multiplicité de C pour cette surface.

En effet, une bisécante de C, n'appartenant [tas a F. ne peut
rencontrer cette surface en dehors de C, sans quoi le systéme
des bisécantes de C ne constituerait pas une congruence linéaire.

Il. — Deux surfaces F, F', irréductibles, engendrées par les
bisécantes de C, ne peuvent se toucher Le long de cette courbe.
Supposons que deux nappes de F, F' se touchent en un
point P de C. La courbe commune a ces deux nappes se
compose de la courbe C et d’une génératrice commune des deux
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surfaces F, F', c’est-a-dire d’'une bisécante de C. Si les deux
nappes se touchaient en tout point de C, elles seraient donc
confondues et les surfaces F, F' auraient une partie commune,
ce qui est contre I’hypothése.

I11. — L'ordre de multiplicité d’une bisécante de C, pour une
surface F d’ordre 2h, ne peut excéder h — 1, si h est supérieur
¢ l'unité.

Soient d une bisécante de C, | -uple pour F et r/' une bisécante
de C, simple pour F. Une droite s’appuyant sur U, d et dl ren-
contrent F en /? -(- | + | points. Si F ne coincide pas avec la
quadrique lieu de pareilles droites (auquel cas on aurait h = 1),
on doit avoir /i 4~/ 4- 1| < 2h, c’est-a-dire I< h 1.

24. — Définition de la correspondance 6tJ. — Soient Li, C2
deux cubiques gauches dont les bisécantes constituent respec-
tivement les congruences linéaires G,, G2. Les classes de ces
congruences sont donc nl = n2 = 3.

A une surface R! (ou R2) de G, (ou de G2), d’ordre 4, 0lt fait
correspondre une surface S2 (ou St) d’ordre n passant nécessai-
rement ” fois par C2 (ou G,). » est donc pair.

Considérons deux points P, P' de C2 La surlace R? relative
a la droite PP' se scinde en deux cones du second degré, pro-
jetant C2 de P et P'. La surface S correspondante se scinde en
deux surfaces (P), (P'), d’ordre\, qui sont les transformées
par ftji des points P, P'. Les surfaces (P), (P') passent néces-
sairement " fois par Ct; donc n est multiple de 4; nous
poserons n = 4v.

Les surfaces fondamentales pour 614 des congruences Gl( G?
sont nécessairement d ordres pairs; nous supposerons que G,
possede xu droites fondamentales d’ordre 2, x12 droites fon-
damentales d’ordre 4, ... . Xi,v-1 droites fondamentales
d’ordre 2(v — 1). Il ne peut exister de droites fondamentales
d’ordre supérieur.
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Nous définirons la correspondance 9n par les conditions
suivantes :

1° Les surfaces S1( de GO qui correspondent aux surfaces R,,
d’ordre 4, de G2, sont d’ordre 4v et passent 2v fois par Ci4;

2° La congruence G/ posséde xu droites fondamentales
d’ordre 2, - _-xlv_idroites fondamentales d’ordre 2(v — 1).

Le premier point de cette définition peut étre simplifié.

Considérons les différentes surfaces R, relatives aux droites
passant par un point P de C2. Elles se décomposent en un céne
projetant C2 de P et en les x2 quadriques Q2 circonscrites a C2
Au cdne projetant C2 de P correspond une surface (P) d’ordre 2v,
passant v fois par C! et h fois par une droite de G4, fondamen-
tale pour 914 d’ordre 2h. Par suite, le premier point peut étre
remplacé par cette propriété.

Aux quadriques circonscrites a G2 Correspondent des surfaces
d'ordre 2v passant v fois par Ci et possédant x4 droites de G,
simples, xJ2 doubles, ..., Xiyv-i (v— f)-uples.

25 — Relations entre les droites fondamentales de G,, G,.
— Supposons que G2 possede x2i droites fondamentales
d’ordre 2, x.2t droites fondamentales d’ordre 4, ..., x,v_4 droites
fondamentales d’ordre 2(v— 1). Nous devons avoir, C4, Cl
ayant le méme ordre et n4, n? étant égaux,

4" X12 H-mmmv “+ X1, V=1 = Xil 4- X22 A + ¢+ “H X2,V—1+ @)

Une quadrique étant une réglée rationnelle, la surface de G!
que 014 fait correspondre a une quadrique circonscrite a C? est
rationnelle; donc une de ses sections plane est rationnelle.
Cela donne

1l K—1D*«4-ryv—F)="2v—1) (2v—2).

D’autre part, deux quadriques circonscrites a C2 ont encore
en commun, outre C2, une bisécante de cette courbe; par eonsé-
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quent, les surfaces d’ordre 2v de Gj que 8H fait correspondre a
ces quadriques n’ont en commun, en dehors de C! et des droites
fondamentales, qu’une droite de G,. Ces deux surfaces ne
pouvant se toucher le long de CI5 nous devons avoir

ANt + 3v2-)- 1 = 4vl,
1=1

Les formules précédentes donnent immeédiatement les sui-
vantes :

XU 2&02  3&3 Hmmmr f(v 1w —dyv f) @)

XH -f- 4x12 + 9&i3 + ++¢  (v— 1)2a-iv—l — v L
D’une maniére analogue, on aura

X-U f- 2022 - ok v —4) XM= = 3(v 1), @)
XU 4 4%z + v00 + (v — 1)272,-1 = V2 — 1. (5)

Telles sont les formules auxquelles doivent satisfaire les
nombres de droites fondamentales de Gt, G2 pour 8H.

26. Remarque sur les formules précédentes. — Si I'on compare
les cing formules précédentes aux formules de Cremona relatives
aux transformations Irrationnelles planes dans lesquelles a une
droite correspond une courbe d’ordre v, on constate qu elles
sont identiques. Ce résultat s’explique aisément.

Rapportons projectivement les quadrigues circonscrites a une
cubique gauche C aux droites d’'un plan tc; nous établissons
ainsi une correspondance irrationnelle entre les bisécantes de C
et les points de n, sans aucune exception. Toutes les propriétés
des réseaux de degré un de courbes planes se transportent
immédiatement aux réseaux de degré un de surfaces appartenant
a la congruence formée par les cordes de C. A un point-base
i -uple correspond notamment une droite-base i -uple. A une
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courbe d’ordre v correspond une surface d’ordre 2v et récipro-
guement.

Cela étant, rapportons projectivement les quadriques circon-
scrites a C, aux droites d’'un plan ul; les quadriques circonscrites
a C2 aux droites d’un plan t2. A la correspondance biration-
nelledjj correspond une correspondance birationnelle entre«j,ng
qui, en vertu de la remarque précédente, est régie par les cing
formules établies plus haut.

Nous ne nous arréterons pas davantage sur ce sujet. Bornons-
nous toutefois a observer que la remarque précédente peut faire
découvrir de nouvelles transformations birationnelles planes.
Etant donnée une transformation birationnelle plane, on peut
en déduire une correspondance birationnelle 8U entre G,, G2
De 61+ on déduit une nouvelle transformation birationnelle sj
par le procédé des plans sécants, utilisé plus haut (chapitre 1).
Malgré son extréme simplicité, nous croyons ce procédé
nouveau.

g 2. — La transformation TH en général.
27 — Les courbes fondamentales C,, C2 et les surfaces fon-
damentales correspondantes. — Ainsi gue nous I'avons vu plUS

haut, a un point de C{ correspond une courbe plane d’ordre 2v,
dont le plan passe par a2, possédant trois points multiples
d’ordre v sur C2. Cette courbe, lorsque le point décrit (CJ,
engendre la surface fondamentale correspondante (CJ. Actuel-
lement, on a m, = 3, vj = 2v, ; = 2; donc la surface (CJ est
d’ordre 6v -}- 2; elle passe 3v fois par C2 et deux fois par a2

De méme, la surface fondamentale (C2) est d’ordre 6v -f- 2,
passe 3v fois par Cj et deux fois par ax.

28. — Les courbes fondamentales y|5 y2 — Les pOintS de yA
correspondent aux droites de G2 s'appuyant sur a2 L’ordre
de y, est égal au nombre des points ou la surface (yj, d’ordre 4,
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engendrée par ces droites, rencontre une section plane d’une
surface F2, en dehors de C2 et de a2 Actuellement, les sur-
faces F2 sont d’ordre n -j- 1 = 4v -)- 4, passent 2v fois par C2
et une fois par a2. L’ordre de yj vaut donc 4(4v-f-d) — 3.2.2v
— 4 —4v -)- 3(==n -(- n2).

Le nombre des points d’appui de yj sur  est égal au nombre
des points oii la surface (yj rencontre, en dehors de C2 et de a.,,
une section plane de la surface (CJ. Nous avons dit que ce
nombre était égal a miv! -j- donc, actuellement, a Ov —- 6.
En effet, (CJ passant 3v fois par C2 et deux fois par u2, le
nombre cherché est i (6v -(-2) — 3.2.3v— 2 = 6v (- 6.

Remarqguons que y4 se trouve sur les surfaces (a2), d’ordre 4v,
et (C2), dordre 6v -f- 2. Elle s’appuie en 4v points sur ait
en 2i points sur xu bisécanles de Ct (i— 4, 2, ..., v— 4).

On trouve des résultats analogues pour y2.

29. — |ljEs surfaces Fj, F2 et les courbes fpl, 2. — De ce
qui précede nous pouvons conclure les théoremes suivants :

Aux plans de (ou de S2) correspondent des surfaces F?
(ou FJ d’ordre 4v -4, passant une fois par la droite a2 (ou a,),
2v fois par la cubique gauche C2 (ou CJ, 2i fois par xo, (ou Xx()
bisécantes de cette cubique (i == 4, 2, ..., v— 4), une fois par
une courbe y2 (ou yj d’ordre 4v -f- 3.

Aux droites de 1, [ou S2) correspondent des courbes ®2(om tpl)
d'ordre 4v +- 4, s’appuyant 4v fois sur la droite a2(o« al),
6v -(- 2 fois sur la cubique gauche C2 (ou CJ, 2i fois sur x2, (ou x u)
bisécanle de cette cubique (i = 4, 2, ..., v— 4), 4 fois sur une
courbe y2 (ou yt) d'ordre 4v 3.

30. — Verifications. — Nous allons vérifier les trois points
suivants :

a) Deux surfaces Fi se rencontrent, en dehors des courbes
fondamentales, en une courbe

b) Une surface Fj et une courbe ot se rencontrent, en dehors
des courbes fondamentales, en un seul point;



c) L’ensemble des surfaces fondamentales de Xj constitue la
jacobienne du systéeme | b\ |.

Remarquons tout d’abord que deux surfaces S, ne pouvant
se toucher le long de Ct, il en est de méme de deux surfaces Ft.
Cela étant, si la propriété a) est vérifiée, on a

V—1

(iv+Ip=1+3Q2ve+4£ i*It+4v+3+4v+ 1
1=1

Une courbe », étant supposée ne pas toucher une surface Ft,
on a, si la propriété b) est vérifiée,

V-1
v+ Inp=4v+2v(ev+2)+4 £ +4+1

Ces deux relations se raménent immédiatement a la for-
mule (3).

Passons a la troisieme vérification. Les surfaces fondamen-
tales de Sj sont

La surface (a2) d’ordre iv;

La surface (C2) d’ordre ev

x2i surfaces d’ordre 2i(i= 1, 2, ..., v— 1);

La surface (y2) d’ordre 4.

Or, la jacobienne de | Ft| est d’ordre 4n = 16v, et I’'on doit

donc avoir
V—i
|6v=4v+6v+2+22{ i+i + 4,

relation qui se ramene a la formule (4).

g 3. — Congruences linéaires de cubiques gauches
obtenues au moyen de transformations Ttl.

31. Recherche des transformations 1N convenant au probléme.
— Aux droites d’une congruence linéaire K2, de S2, Tu fait
correspondre des courbes ‘vl formant une congruence linéaire Kt
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dans Sj. Si parmi les courbes singuliéres de K2 se trouvent des
courbes fondamentales de 12, les courbes ¢t correspondantes
se décomposent en des courbes situées sur les surfaces fonda-
mentales de Sj et en des courbes ¢ formant la congruence
linéaire K,. Nous nous proposons de rechercher s’il est possible
que les courbes tp' soient des cubiques gauches.

Trois cas peuvent se présenter . La congruence Kj est formée
par les droites s’appuyant

1° Sur a? et sur une droite d2 de G2, fondamentale d’ordre 2/* ;

2° Sur deux droites rf2, d, de G2, fondamentales d’ordres 2li,
2li* respectivement ;

3° Sur C: et sur une droite d2 de G2, fondamentale d’ordre 21t.
Examinons séparément ces trois cas :

Dans le premier cas, & un point de a2 correspond une droite,
a un point de d2 une courbe d’ordre 2h\ les courbes sont
donc d'ordre -4v 4— 1 — f —2li, et pour que ce soient des

cubiques gauches, on doit donc avoir 4v — 2li = 3, ce qui est
impossible.

Dans le deuxiéme cas, les courbes sont d’ordre 4v -f-1 —2h
—2h"; on doit donc avoir h -f- /' =2v — |. Les surfaces S2

passent 2h fois par d2, 2II' lois par d'2; ces surfaces sont en
nombre oc*; elles ne peuvent donc étre des quadriques, et une
droite quelconque s’appuyant sur C2, d?2 et d2 ne peut appartenir
a l'une de ces surfaces. On doit donc avoir 2v -f- 2li -(- 2li' < 4v,
ou li -f- 1I' <v. On doit donc avoir en fin de compte 2v — | <v;
dou * = 1. Mais les droites fondamentales sont au plus
d’'ordre 2(v— lj; pour v=I, il n’y a donc pas de telles
droites; donc le deuxiéme cas ne peut se présenter.

Passons au troisiéme cas. A un point de C2 correspond une
courbe d’ordre 2v, @ un point de d2 une courbe d’ordre 2li;
donc pour que les courbes  soient des cubiques gauches, on
doit avoir 4v |~ 1 — 2v—2h = 3, cest-a-dire h =v — 1. G}
doit donc posséder une droite fondamentale d’ordre (maximum)
2(v— 4).
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32. — Transformation TIt possédant une droite fondamentale
d'ordre 2 (v— 1) dans S2. — Commencons par observer que si Gs
posséde une seconde droite fondamentale d’ordre 21I°, une droite
s’appuyant sur C2, d? et sur la seconde droite fondamentale ne
peut en général appartenir a une surface S2. On doit donc avoir
2% -j- 2v -j-2(v— 1) < 4v; d’ou II'< 1. On en conclut qu’il ne
peut y avoir outre d2, que des droites fondamentales d’ordre 2.

Dans les formules (1), (4), (5), posons en conséquence
X2 = 0, x23 = 0, , a2-2 = 0, «2i\_i = 1. On obtient

XU + Xi2 4+ -++ 4+ XI,V-i = X21 + C

Xl+v-1=3v—3, X+ (v—12=WV—\

Les deux derniéres de ces relations donnent x2i — 2 (v — 1),
et la premiere devient

XN + XN -t------- b =2v— 1 09

Désignons par d2l (i =1, 2, ..., 2v — 2) les 2v — 2 droites
fondamentales doubles de G2. 11 y a donc 2 (v — 1) quadriques
fondamenlales (d2i) circonscrites a Cj.

Nous allons montrer que, pour Gj, on a également
®11 === N (V 1), v—i = 1o

line droite fondamentale de G! est simple pour une qua-
drique (dit) a laquelle elle appartient; donc une surface fonda-
mentale de G2 passe simplement par une droite d.2i, si elle
contient cette droite. La transformée d'un point de C* est
d’ordre 2v et passe simplement par une droite d2i; donc par
cette droite passent deux surfaces fondamentales de G2.

Soit d une droite fondamentale de G/ et supposons que d
soit située sur li quadriques fondamentales (dZ) et soit multiple
d’ordre k pour la surface fondamentale d’ordre 2 (v — 1), (d2).

Si 2m est I'ordre de la surface fondamentale (d) de G2, cette
surface passe m fois par C? et, par suite, la surface transformée
d'un point de C2 passe m fois par d. Or, les surfaces Sj
passent 2m fois par d; donc 3m -\-1Il -|- k = 6m—1, ou
h+ k + d==3m.
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La surface (d) passe m fois par C2, k fois par d? et une fois
par h droites d2i (celles dont les quadriques fondamentales
correspondantes passent par d). Les surfaces S2 ne peuvent
rencontrer (d) en dehors de C2 et des droites fondamentales
de G2; donc on doit avoir 2m.4v=3.2v.m-)-2/t-|-2(v—1)k,
c'est-a-dire mv = /i -f (v — \)k.

Des relations 3m =1li-(-k -(- 1, mv="h-)- v— 1)k, on
déduit myv — 3) = (v—2)k — 1, c’est-a-dire (m — k) v—23)
= k — 1. Supposons v > 3. Le nombre k — | doit étre mul-

tiple de v— 3. D’autre part, (d2), étant d’ordre 2(v — 1), ne
peut avoir une droite de Gt multiple d’ordre supérieur a v— 2;
donc k < v — 2. Deux cas peuvent se présenter :

1° k=1, m=1 et, par suite, h= 1. d est fondamentale
d’ordre 2 et la quadrique fondamentale correspondante (d)
passe par d? et par une droite d2i.

2° K=v—2 m=v—1 et, parsuite, li= 2 (v— 1). dest
fondamentale d’ordre 2 (v— 1) et la surface fondamentale
correspondante passe v— 2 fois par d2 et une fois par toutes
les droites d2i.

Dans les formules (1'), (2), (3), nous devons donc faire
Xhv_i=1, ae>v-2=0, ®i2 = 0 et, par suite, xXIt = 2(v—1).
Les configurations des droites et des surfaces fondamentales de
chacune des congruences G1; G2 sont identiques.

Reste & examiner les casv = 1, v =2, v = 3.

Siv=1, il n’y a pas de droites fondamentales.

Si v=2, les formules (1), (2), (3), (4), (5) donnent
Xit = a1 = 3.

Si v =3, elles donnent xii = x2i = 4, Xi2 = x22 = 1.

Ces trois cas rentrent comme cas particuliers dans le cas
général.

Nous désignerons par dx la droite fondamentale d’ordre
2 (v—1) de G par dLi(i=\, 2, ..., 2v—2) les droites
fondamentales doubles de G2.

Les courbes fondamentales et les surfaces fondamentales
correspondantes de , S2 étant connues, la transformation TJt
envisagée est connue.



- 35

33. — La congruence linéaire de cubiques gauches Kj. —
Dans la transformation T+ qui vient d’étre envisagée, a un
point de la cubique gauche C2 correspond une courbe d’ordre 2v
s’appuyant en 2v points sur alt en trois points vuples sur C1( en
un point (v— luple sur dt et en un point sur chacune des
droites du.

A un point de dl correspond une courbe d’ordre 2v — 2
s’appuyant en 2v — 2 points sur a,, en trois points (v — impies
sur Cl; en un point (v— 2)uple sur di et en un point sur
chacune des droites du.

D autre part, les courbes <fl s appuient en 4v points sur al,
en ev 2 points sur C* en =2(v — |) points sur dl, en deux
points sur chacune des droites r/l( et en quatre points sur yl.

Observons que par un point de C2 passent deux droites de la
surface (y*); donc la courbe qui correspond a ce point s'appuie
deux lois sur y4. On en conclut que les cubiques gauches
s'appuient en deux points sur al; en cing points sur Cis en un
point sur di et en deux points sur Tl. Elles forment donc bien
une congruence et cette congruence, KJ; est linéaire par con-
struction.

Proposons-nous de rechercher la classe de la congruence K|(
c est-a-dire le nombre des cubiques tp[ de Kj s’appuyant sur une
droite r de  en deux points.

Soit f2 la courbe de 12 qui correspond a r. Aux cubiques f*
de Kj avant r comme bisécante, correspondant des droites de K2
s’appuyant en deux points sur ces points étant distincts
des points d'appui de ces droites sur C2 et d2.

La courbe @2 est d’ordre 4v -~ 1, s’appuie en ev -)- 2 points
sur C,, en 2(v— 1) points sur dt et est rationnelle. Les bisé-
cantes de ¢ s'appuyant sur une droite engendrent une surface
d ordre 2v(4av—I) -~ 2v(4v-j- 1) = 16v2. Si cette droite est d2,
la surface se décompose en=2(v— 1) cones d’ordre 4v projetant ™
des points communs a cette courbe et a d2, et en une surface
d ordre 16v2 —8v(v — 1) = 8v(v -|- 1). Cette surface passe
dv — 2(v — i) = 2(v + 1)fois par<p2et 3(v -f 1) (2v— 1) fois
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par d2. La classe de Kj est égale au nombre de points ou C2
rencontre cette surface en dehors de 2 et de d2. On trouve

38v(v+1)—2(v+1)(Ov+2)—2. 3(v+1)(Q2v—1=2V+1).

Les cubiques gauches s’appuyant en cing points sur une
cubique gauche C, en un point sur une bisécante d de C, en
deux points sur une droite a et en deux points sur une courbe vy,
d’ordre 4v-(-3, s’appuyant elle-méme en 6(v -f- 1) points sur C,
en 2(v — 1) points sur d et en 4v points sur a, constituent une
congruence linéaire de classe 2 (v -~ 1).

Le résultat précédent n’est pas en défaut lorsque v= 1. On
sait qu’alors G: et G2 ne possédent pas de droite fondamentale.
On prendra pour d% une droite arbitraire de G2 et pour di la
droite correspondante de Gt

La congruence rencontrée ici n’est pas nouvelle; elle est un
cas particulier d’'une congruence rencontrée par M. Godeaux (*).

GHAPITRE IV.

Les transformations T22.

§ 1. — FEtude de la correspondance 922.
34. — Propriétés des surfaces d’une congruence linéaire
DE DROITES POSSEDANT DEUX LIGNES SINGULIERES. --- SOit G Ulie

congruence linéaire de droites, de classe p, possédant deux
lignes singuliéres. On sait que ces lignes sont nécessairement

(*) Détermination des congruences linéaires de cubiques gauches s’appuyant en
cing points sur une cubique fixe. (Rendiconti del circolo Matematico di Palermo,
1911, XXXII, pp. 286-291.) Voir § 4 de ce travail. La courbe A considérée par
M. Godeaux se décompose entre la droite et la courbe y du texte. On passe
des notations de M. Godeaux aux ndtres en remplagant m, n', v respectivement
par 4 (v -j-1), 2 (v—1), 0.
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une droite C' et une courbe G", d’ordre g, s’appuyant en g — 1
points sur C'.

Les droites de G s’appuyant sur une droite r forment une
surface d’ordre p 4~ i passant p fois par C', une fois par G”.
Les droites passant par un point de C" forment un plan passant
par C'; celles qui passent par un point de C' forment un céne
d’ordre p passant p— 1 fois par C' et une fois par G". Ces
cones forment un faisceau et ne peuvent se toucher le long de G,
mais leurs n — 1 nappes se touchent le long de C'. En d’autres
termes, les n — 1 plans tangents a ces cones le long de G' sont
fixes; ce sont les plans tangents a la courbe G” aux points ou
cette courbe rencontre C'.

Une surface F, d’ordre m, appartenant a G et passant mt fois
par G', passe nécessairement m2 = m — mh fois par C".

En effet, une droite de G, n’appartenant pas & F, ne peut
rencontrer cette surface en dehors des lignes singulieres G', G™.

Une di‘oite d de la congruence G ne peut appartenir a la
surface F, d'ordre m, -j- m2, avec une multiplicité supérieure
au plus petit des nombres m, m2.

En effet, un plan passant par C' ne peut rencontrer F en
une droite de multiplicité supérieure & m2 et un cdne projetant
C” d’un point de C' ne peut rencontrer F, en dehors de G', en
une droite de multiplicité supérieure a mx.

Deux surfaces irréductibles, appartenant a G, ne peuvent se
toucher le long de la courbe C".

En effet, si F, F' sont des surfaces de G et si une nappe
de F et une nappe de F' se touchent en un point P de C", ces
deux nappes ont en commun une droite de G passant par P.
S’il y a contact entre les deux nappes en tout point de G", les
deux surfaces ont une partie commune, ce qui est impossible,
puisqu’elles sont irréductibles.

Si deux surfaces irréductibles de la congruence G se touchent
le long de la droite C', le plan tangent commun est un des g —1
plans touchant C" en un des points de cette courbe situés sur CL

En effet, si deux nappes de deux surfaces se touchent le long
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de C', ces deux nappes possédent une méme droite de G infini-
ment voisine de C', ou bien elles ont une génératrice commune
en chaque point de C'. Dans le premier cas, cette droite de G
infiniment voisine de C' est située dans un des jj — 1 plans
tangents & C" et le théoréme est démontré; dans le second, les
deux surfaces ont une partie commune, ce qui est impossible.

35. — Premier groupe de formules pour 022. — SUppOSOﬂS
que Gj soit formée par les droites s’appuyant sur une droite Clt
et sur une courbe G12, d'ordre ni, rencontrant Cn en ni — 1
points ; G2 par les droites s'appuyant sur une droite C21 et sur
une courbe C22 d’ordre n2 rencontrant C2t en n2 — 1 points.

A une surface Rx (ou R2) de Gt (ou de G¥*), 622 fait corres-
pondre une surface S2 (ou S,) de G2 (ou de G,), d’ordre n,
passant v21 fois par C21, v22 fois par C22 (ou vxl fois par Cx: et
v12 fois par C12). On doit avoir

H— Ve + V2 = V2L + V22-

Nous supposerons que Gx posséde xtl droites fondamentales

simples, ..., xih droites fondamentales huples, h étant au plus
égal au plus petit des nombres vl4, vx2. De méme, G2 pos-
sédera x2!. droites fondamentales simples, ..., x2h droites fon-

damentales d’ordre //*, [? étant inférieur ou égal au plus petit
des nombres v21, v22.

Nous n’excluons pas la possibilité, pour quelques-unes de
ces droites fondamentales, d’étre infiniment voisines de Ctl ou
de C21.

Deux surfaces R2 se rencontrent en n2 -f- 1 droites variables;
donc deux surfaces Sx se rencontrent en n2 -|- { droites, en
dehors des courbes singulieres et des droites fondamentales
de Gt. On a, par suite,

h
2] Pxu +  + niviz + h2 + 4 = n*,

line surface R2 étant rationnelle, il en est de méme d’une
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surface Sj. Exprimons donc qu’une section plane de cette
surface est rationnelle :

£i(il— )xit +vdlvit —t) + NNy —1) = (h— 1) (n—2).

De ces deux formules, on déduit, en remplagant n par v/-j-v/,

£ ixa—2vu+ W — 3™+ nl+ 3 =0, €))
<=j

£ isXU + (nd— 1)v2 —2vivl2 + 12+ 1 = 0. ¥}

De méme, on trouve

£ iX20—2vl + (N2 —3)ve + %it+ 3 =0, 3)

"
XX + (N2 —t)v], — 222 + «j + 1 = 0. 4)
i=l

Enfin, le théoréme sur le nombre des droites fondamentales
établi au chapitre ler donne actuellement

h h’
{:‘.xH+1 +n|—«i=1£,x2l+1+i>t—

c’est-a-dire
Xu + eee f- xlh — xti -f- v00 + XxTh. (b)

36. — Second groupe de formules pour 022. — Les plans
passant par Cz1 contiennent chacun oc' droites de G2 formant
un faisceau. A l'un de ces faisceaux, 022 fait correspondre une
surface (P22) d’ordre v22, de G transformée du point P22 de C22,
sommet du faisceau envisagé. Exprimons qu’une section plane
de la surface (P22) est rationnelle et que deux surfaces telles
que (P22) ne peuvent se rencontrer en dehors des courbes singu-
lieres et des droites fondamentales de Gs (puisque deux plans
passant par C2 n’ont aucune droite de G2 commune). A cet
effet, nous supposerons que les surfaces (P22) passent une fois
par X[x droites fondamentales de Gt, ..., k fois par x[k droites
fondamentales de Gt, fois par Cu, v fois par C22, k étant au
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plus égal au plus petit des nombres v[i( v[2. Aprés quelques

transformations, on trouve, en remarquant que v22 =  -)- vj2,
h
£ iXU—2vjl + (n"d—3)vi2 + 2 =0, (6)
_h
_\(éi e+ (Hi— i)vii — 2V+; = o. ?
1=

Considérons maintenant la transformée (P21) d’un point P2
de la droite C21. Elle est d’ordre v2, et nous supposerons qu’elle
passe VjJ fois par Cu, vg2 fois par C12, une fois par ><droites
fondamentales de G4, / fois par x"t droites fondamentales
de G4 Le nombre / est au plus égal au plus petit des nombres
vn,vn et 1onava = (- vj2

Nous exprimerons gqu’une section plane de la surface (P21) est
rationnelle et que deux surfaces telles que (P22) se rencontrent,
en dehors des courbes singuliéres et des droites fondamentales
de Gj, en nt -)- \ droites (ces droites correspondent aux n2 -)- 1
droites de G2, infiniment voisines de C21, communes a deux
cones projetant C22 de deux points de C21). Aprés quelques

transformations, on trouve

I
Nixuo 2vu+ (e —=3)ve +we + 1 =0, (8)

I 1—1
Y, + @ —1vjz—2vj>jp + n2—1 =0, 9)
Enfin, observons que deux surfaces (P2l), (P22) ont en
commun, en dehors des courbes singulieres et des droites
fondamentales de G4, une droite simple de cette congruence.

Ceci nous donne la relation
+ (jh t)viviz  vi2Vje— vavie + 1.=o, (10)

X4 représentant la somme des produits des multiplicités de
chaque droite fondamentale de Gs pour les surfaces (P21), (P22).

Remarquons que la surface S: correspondant a la surface R2,
relative a une droite de G2, se décompose en une surface (P21)
et une surface (P22). La somme des multiplicités d’une droite
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fondamentale de Gj pour ces surfaces est donc égale a la multi-
plicité de cette droite pour les surfaces S4. En se basant sur
cette remarque, il est facile de voir que les formules (1) et (2)
se déduisent des formules (8), (7), (8), (9) et (10).

En adoptant des notations analogues, on déduit des relations
semblables pour les nombres des droites fondamentales de G2
Avant de les écrire, observons toutefois que la surface (Pu),
d’ordre vu, transformée par 622 d’un point PH de CIt, passe
nécessairement fois par C21, + fois par C22, et que, de
méme, la transformée (P12) par 922, d’ordre vi2, d’'un point P12
de Cl12, passe vz fois par C21, v(2 fois par C22. On a donc
VIl = vix + v((, vi2 = v -(- v(2 et les formules suivantes :

_£; i*, —2v;; + (N2 — 3)v2+ 2 =0, (H)

Q s d-oh—1)vi2  2vivll =0, (12)

_§ ixtii — 2v(( + (N2 —3)vll + h* + 1 =0, (13)

£ +(Q—V—2vityy + Ti—1 =0, (14)

I;(IZ + oh — l)vavu — vuv(( — v(2v(( + 1=0. (13)

37. — Remarque sur la définition de 822. — Les surfaces

(P21), transformées par 922 des points P21 de C21, forment un
faisceau. En effet, par un point Q passe une droite de Gj; a
cette droite correspond par 622 une droite de G2 rencontrant Czz
en un seul point. La surface (P21) correspondant, par 922, a ce
point est la seule surface (P21) passant par le point Q. Les sur-
faces (P21) forment donc bien un faisceau | (P21) |. Les éléments-
base du faisceau | (P21) | sont les courbes singuliéres de GI1( des
droites fondamentales de Gx et les n2 -|- 1 droites de Gt que 922
fait correspondre aux droites de G2 infiniment voisines de C21,

De méme, les surfaces (P22) transformées des points P22 de
C22 forment un faisceau | (P22) | dont les éléments-base sont les
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courbes singuliéres de G, et les droites fondamentales de cette
congruence.

La connaissance des congruences Gj, G2 et des faisceaux de
surfaces de Gj : | (P21) |, | (P22) | suffit, en général, pour déter-
miner complétement la correspondance 022.

Il importe de remarquer que les droites de Gt qui corres-
pondent aux droites de G2 infiniment voisines de C21, qui sont
des droites-base des surfaces de | (P21) |, ne sont pas, en général,
des droites fondamentales.

§ 2. — La transformation T22 en général.
38. — Les courbes fondamentales pour T22, singuliéres de
G]., GZ, et les surfaces fondamentales correspondantes. — A UN

point de C”, T22 fait correspondre, dans S2, une courbe
d’ordre vQa, ayant un point v/~-uple sur C21, n2 points v/-uples
sur C22 et située dans plan passant par a2. Lorsque le point
parcourt CH, cette courbe décrit la surface fondamentale (CH)
de S2, d'ordre passant simplement par a2, vh fois
par C21, vH par C22. De plus, il y a x%i droites fondamentales
de G2, i-uples pour (G?). (i= 1,2,...,/").

A un point de Ci2 correspond une courbe d’ordre vi2,
ayant un point vj'g-uple sur C21, n2 points vi-uples sur C22
et située dans un plan passant par a2 La surface (Cl2)
engendrée par ces courbes est dordre n,vi2 + 1, elle passe
niviz fois par C21, fois par' C22 et une fois par a2. De
plus, il y a x™ droites fondamentales de G2, nji-uples pour
(C1)y *= 4,2, ..., kl).

De méme, la surface fondamentale (C21) de Si est d'ordre
v2i “I- 1 et passe une fois par alt vh fois par Cus Vf} fois par
C2 et i fois par x'U droites fondamentales de Gj. (i — 1,
2, ....0D).

La surface fondamentale (C22) de S, est d’ordre nav22 -f- | et
passe une fois par ait navM fois par Cl1; n2vi2 fois par Ci2 et
n2i fois par xY{i droites fondamentales de Gj. (i = 1,2, ..., le).
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39. — Les courbes fondamentales y2 — Comme nous
I'avons vu, I'ordre de la courbe yi est égal au nombre de points
ou la surface (y!), d'ordre n2 -|- 1, lieu des droites de G2,
s'appuyant sur a2, rencontre, en dehors de a2, C21, C22, une
section plane d’'une surface F2. Or, une telle surface est d’ordre
n-f-1=wv2 v2-1; elle passe v2I fois par C», v22 fois
par C22, une fois par a2. On a donc, pour le nombre cherché,

w2+ DWW + va + 1) —wvll —w2va— t = »2 + VIl + =n2+n,

comme nous l'avions écrit plus haut.

Recherchons maintenant en combien de points la courbe yd
s'appuie sur C”. Nous avons vu que ce nombre était égal a
celui des points ou la surface (yj rencontre, en dehors de C21,
C22, a2, une section plane de la surface (Cll), c'est-a-dire au
nombre des droites de G2 s’appuyant sur a2, et appartenant a
(Cjj). On trouve, pour le nombre cherché,

(»2 + 1) Ou + 1) — n2v;; — VAI — 1 = »2 + Vu-

De méme, le nombre de points d’appui de yt sur ci2 est
égal a
«2 + 1) (ndvl2 + 1) — n,n2v;2 — Wj«2vil — 1 = n2 + /(dv12

Ces résultats sont conformes a ceux que nous avions €énoncés
plus haut, au chapitre I1.

Joignant les résultats obtenus ici aux résultats généraux,
nous avons le théoréme suivant :

La courbe fondamentale yi (ou y2), d’ordre n-j- n2 (ou n-)- nt)
s’appuie en n points sur al (ou a2), en n2  vi4 points sur Cu
(ou n4 -(-v21 points sur C21), en n2 -(-njVjg (ou ni -f- n2v22)
points sur C12 (ou C22), en i points sur une droite fondamentale
d'ordre i.

40. — Les surfaces FIt F2 et 1es courbes Cpl, ®2. — Les
courbes et les surfaces fondamentales de Sj, Sz étant connues,
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la transformation T22 est connue et I'on a les théorémes
suivants

Les surfaces Fj (ou F2), d’ordre n -(- 1, passent une fois par
ai (ou a2), vjj (ou v21) fois par CIt (ou C21), vi2 (ou v22) fois
par Ci2 (ou C22), une fois par y* (ou y2), i fois par X(i (ou x2i)
droites de Gj (ou G2). (i= 1,2, ..., houi= 1, 2, .... h").

Les courbes ¢z (ou ®2), d’ordre n - 1, s’appuient en n points
sur at (ou a2), en vu -f- 1 (ou v21 -(- 1) points sur CIt (ou C21),
en njvar -f- 1 (ou na2v22 -f- i) points sur Ci2 (ou C22), en n2 -(- 1
(ou nt - 1) points sur yt (ou y2), en i points sur xu (ou x2i)
droites de Gt (ou G2). (i= 1, 2, ..., h ou h").

il. — Verifications. — EXxprimons que deux surfaces Ft se
rencontrent, en dehors des courbes fondamentales, en une
courbe t. Nous obtenons

h
G+D=1T+VvL+«Viz+ « + «*+£ i2xu +n + 1.
i=1

Exprimons de méme qu’une surface Fj rencontre une courbe
tfj, en dehors des courbes fondamentales, en un seul point :

(n+D2=nh+vMvu + 1)+ v2(nlvll + 1) + nl + 1 + £ ixti -f- 1,
i=1

Ces deux relations se rameénent a la relation (2) trouvée
plus haut.

La jacobienne du systéeme linéaire | Ft| est d’ordre 4n. Elle se
compose de la surface (a2) d'ordre n, de (C21) d’ordre v21 -f- 1,
de (C,,) dordre n2v22 -f-1, de (y4) d’ordre nl-\-{ et de
@2 surfaces fondamentales de Gd d’ordre i. (i= 1,2,..., hl).
On doit avoir

hr
An=»+Vvil+1+nlN.+1+nt+1+ £ ix2
i=1

relation vérifiée identiquement, en vertu de la formule (3)
trouvée plus haut.
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83. — Sur quelques conyruences linéaires de cubiques gauches
obtenues au moyen de transformations T22,

42. — Nous nous proposons de rechercher les transforma-
tions 122 pour lesquelles aux points de C21 correspondent des
courbes d’ordre n — 2. Alors, & une droite de S2 s'appuyant
sur Co1 correspond une courbe <« dégénérée en une courbe
d’ordre n — 2 située sur (C21) et en une cubique gauche <p( De
cette maniére, aux droites de S2 d’une congruence linéaire K2
dont C21 est une courbe singuliére, correspondent les cubiques
gauches d’une congruence linéaire Kj.

A un point P22 de Cx correspond une courbe d’ordre v21.
On doit donc avoir v21 = n—2 ou, comme n = v21 -f- v22, v22=2.

Les surfaces (P22) sont actuellement des quadriques. Il existe
donc un faisceau de quadriques appartenant a G: et passant par
les deux lignes singuliéres Ci1s C12 de cette congruence, car les
guadriques ne peuvent passer deux fois par aucune de ces
lignes. Onadoncv(j =vjiz=1 et ni < 3.

Les formules (s), (7) donnent Xn = 3 — «j, k = 1.

Les formules (11), (12) deviennent

N ixH—  + n2— 1=0, iX%— 2v«+n2 1 10
En soustrayant ces équations membre a membre, on trouve

5) *(* — 1)@ = o.

Donc, pour i> 1, x2i = 0, c’est-a-dire k' = 1. On a alors
X2 = 2v{j— n2+I1- G)

De méme, les formules (13), (14) donnent

!l
Y ixi—aw+nmn+m—2=o0 £iX%—2Vf+nmn+w 2=.0
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On en déduit, par soustraction,

=0

['I') <
|

On doit donc avoir x" = 0 pour i> I, c'est-a-dire /' = 1, et
X -=2vfl i —n2 (- 2. (H)

Les surfaces (Pu), (P12) passent donc simplement par les
droites fondamentales de G2 Ces droites sont donc au plus
d’ordre deux et lI'on a nécessairement hl <2, x22 — X2,

®i = *2i -\~"x.22. La formule (15) donne

X2 = Vid + Vjj — «2 = Vil - »2. [dD)]

Les formules (3), (4) deviennent

v H- 27N -0 f-ni 2M—3 =0,
X “- 4x22 — 4v2t  ndf- 4n)—3 = 0.

On en déduit, par (Ill), x21 = 3 — nl.

43. — Examen docas Ni = 3. — Si N= 3, on a
*n = 0,x21 = 0. Aux plans passant par C21, b22fait corres-
pondre les quadriques passant par Cis et CJ2

Puisque x21 = 0, on a x2 = x2l = x2[[ on en déduit
vu =vi2—+ L Nous poserons v*'=£ d’ou v""=£-F 1, va1=2£-F 1,

La condition x'n = 0 entraine X(( = xu et les formules (8)

et (5) donnent
h
£ +n+1=2s+ 2,
1
h
£l: =2+ 1

On en déduit, par soustraction, S(i— \)xXu=O0\ d’ou/«= I,
xn = L —n2-f-1. Laformule Il donne e22=2s—n? | =fctt.

Considérons une droite fondamentale d2, d’ordre 2, de G,.
Les surfaces (Pu), (P12) passent chacune une fois par cette
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droite. Soit r, le nombre des surfaces fondamentales (plans)
de G2 passant par d2. On doit avoir N -(- 1 -(-3 = 3.2 — 1,
c’est-a-dire n = 1. Les surfaces fondamentales de Gs sont 22
guadriques contenant chacune une des XIl = x22 droites fon-
damentales de Gj. Les surfaces fondamentales de G2 sont Xit
plans contenant chacun une des x22 = xn droites fondamen-
tales (doubles) de G2. En comptant le nombre de nappes des
surfaces transformées des points de C”, Ci2 passant par C21, on
constate de plus que ces xli plans passent tous par C21> méme
si n2=1. On a, en effet, v|(-|-3v(2-]-ee11 = 3v21—n2—1.

A un point de C21 correspond une courbe d’ordre 2e +
ayant 2e-(-1 points sur ai, un point (g -)- 1)-uple sur C11( trois
points e-uples sur C12, »2 points sur y2 (correspondant aux n?
droites de G2 passant par un point de C21 et s'appuyant sur a?),
un point sur chacune des xn droites fondamentales de Gt

Les courbes ¢l sont d’ordre n-f-1 =wv21 -f-v22-f-1 =2e -
et s'appuient en n=2e+ 3 points sur ai, en vii-)-1=vJ
V-4~ 1=e-f-3 points sur C~, en nzvi2 -f-1 =3(vJ2-(-v{0
-)-1 =3e-(-4 points sur C12, en n2-\-1 points sur ylt en un
point sur chacune des x+i droites fondamentales de G2.

Les cubiques gauches (correspondant aux droites de S2
s'appuyant sur C21) s’appuient en 2e -(-3 — (2e - i)==2 points
sur flj, en g-f-3— (e + 1) =2 points sur Cllt en 3e-(-4—
3e = 4 points sur C12 et en n2-j-1 —n2 points sur C12. Elles ne
rencontrent pas les droites fondamentales de Gj.

La courbe yl, d'ordren-(-n2 = n2-j-2e-(-3, s’appuie en 2e-{-2
points sur al, en n2—--e—2 points sur C», en n2-)-3s-f-3
points sur C12, en un point sur chacune des xit droites fonda-
mentales de Gt

Considérons une courbe H, d’ordre m, s'appuyant en m— |
points sur la droite C21. Il lui correspond une courbe Hj d’ordre
3m-f-2s-)-1, s’appuyant en 2m-(-2e-)-1 points sur al, en
2m-|-e-)-1 points sur Cll; en 4m-j-3e points sur Cl12, en
m-\-n2 points sur yl( et en un point sur chacune des Xit droites
fondamentales de G2.
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Les droites s’appuyant sur C21 et H2 forment un congruence
linéaire K2; les cubiques gauches <{ qui leur correspondent
forment une congruence également linéaire.

La classe de Kt est égale au nombre de droites de K
s'appuyant en deux points sur une courbe 2. Une telle courbe
est d’ordre 2s + 4 et s’appuie en 2e-j-1 points sur Cz; par
conséquent, les bisécantes de ¢ s’appuyant sur C2i forment
une réglée d’ordre 4e+ e passant 4e-{-3 fois par C2l. Le
nombre cherché est égal au nombre des points de rencontre de
cette réglée et de Il2 en dehors de C2,, donc a

m(4e - 6) — (m — 1) (4e + 3) == 3m + 4e - 3.

Les cubiques gauches s’appuyant en quatre points sur une
cubique gauche C12, en deux points sur une bisécante de
C12, en deux points sur une droite al; en un point sur une
courbe  d'ordre nz2-j-2e-f 3 (s'appuyant en 2e—+ 2 points sur
a2, en n2—-e-~1 points sur Cl4, en n2—3e—3 points sur
C12) et en un point sur une courbe Ilt d'ordre 3m-j-2e-)-4
s’appuyant en =2m-f-2s-f-1 points sur a*, en 2m-(-e-|-I
points sur Ctl, en 4m-|-3e points sur Cl12, en m-)-n2 points
sur Yj) forment une congruence linéaire de classe 3m-)-4e-f-3.

Des cas particuliers de cette congruence peuvent étre obtenus
en partant d’une courbe H2 s’appuyant sur C22, y2, a2, ou d’une
courbe 12 dégénérée en m droites infiniment voisines de C21,

Observons que la congruence Kj est un cas particulier de la
congruence obtenue de la maniére suivante : On considére les
guadriques passant par C”, Ci2 et rencontrant une courbe M
en quatre points en dehors de Cl1I; C12. Sur chacune de ces
guadriques, ces quatre points déterminent un faisceau de cubi-
gues gauches ayant Ctl comme bisécante (et rencontrant donc
C12 en quatre points). Les cubiques ainsi déterminées engendrent
une congruence évidemment linéaire. Actuellement, la courbe
M dégénere en les courbes at, H2. 1l est curieux de voir
gue la classe de K2 ne dépend pas de I'ordre de
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44. — Examen du cas «* =2. — Si nl=2, on a x'n={,
xti=1. Aux plans passant par C21 correspondent des qua-
drigues passant par la droite Cl4, la conique Ci2 et une droite
fondamentale di de Gj.

Soit d.2 la droite fondamentale d’ordre | de G2. Le plan fon-
damental (f/2) qui lui correspond passe nécessairement par Cld;
par suite, a un plan passant par Cu4 correspond, dans G2, une
surface (P12) ne passant pas par d2. Par contre, les surfaces
(Pu) passent simplement par d2, car tout cdne projetant Ci2
d’'un point de Ci4 a une droite simple située dans le plan (d2).
On en conclut que x2=x22, xa=x2+1. Les formules

(> (H)) (HI) donnent alors == -~1. Nous poserons,
comme plus haut, VJ' =¢; dou v, = e-|-I, -21 = 2¢ + |,
x2 =2e -f-1 — 2

Soit maintenant S la multiplicité, pour les surfaces St, de la
droite t/j. Les surfaces (P22) passent simplement par d! et les
surfaces (P21) passent s—1 fois par cette droite. Actuellement
on a Xj=8—1 et la formule (10) donne s==vJ(=-e-f-1.
Les surfaces S4, d’ordre n = v -f-v22 ==2e -f 3, passent
vn + I=s + 2 fois par Cll( v(2-f-1 = &1 fois par Ci2 et
e-~1 fois par dr Ces surfaces ne peuvent évidemment avoir
une seconde droite multiple d’ordre e-f-1; par suite, /i =e—{- 1,
@le+1==1. Les formules (1) et (2) donnent alors

£
£ ixn=2¢ + 1 —n2

£
V Pxa=2e+1—>f2
=1

Par soustraction on en déduit Ei(i—1)=11==0; d’ou

«U = 2¢ + | —n2(=x.a), XIs-=eee = xI>¢ =0, w>s+t=I.

En résumé, la congruence Gf posséde 2e—-- 1—n2 droites
fondamentales simples, une droite fondamentale d’ordre e—{-1 ;
la congruence G2, une droite fondamentale simple et 2e—(-1—n?
droites fondamentales doubles.



On voit aisément que le plan fondamental (d2) passe par dz.
La surface fondamentale (c/J, de G2, d’ordre e—1, passe e fois
par C21, une fois par C2 et par toutes les droites fondamen-
tales de G2

11 est clair que la congruence de cubiques gauches, que cette
transformation T22 nous fournira, ne sera qu un cas particulier
de celle qui a été rencontrée précédemment. Les cubiques
gauches de la congruence, au lieu de s’appuyer en quatre
points sur une cubique gauche, s'appuieront en trois points
sur une conique et en un point sur une sécante simple, clit
de cette conique. Nous ne poursuivrons pas cette étude plus

avant.

45. — Examen du cas Ni= 1. — Nous avons actuellement
£ =2. Il existe donc, dans Gl; deux plans fondamentaux, et
deux cas peuvent se présenter

a) Les deux plans fondamentaux passent par CM. On a alors
AN == *22' *21 = *22 “I- )

b) Les deux plans fondamentaux passent, 1 un par C», | autre
par C12. On axa = X2 = &2 "

Examinons le cas a. — Les formules (1), (I1), (111) donnent, en
posant vj2 = e, — e+ 1,v21 —m 26+ 1, X22 = 25 1 Ui’

D’autre part, on a x'n = 2. Soient diit di2 les droites londa-
mentales de G1; simples pour les surfaces (P22), oif 02 leur mul-
tiplicité respective pour les surfaces S4. Les surfaces (P21) passent
51 __ | fois par dn, S2 — | fois par dl2. On a donc xt = St +
52 — 2 et la formule (10) donne gj -f- S2 = 2e -j- 2. Mais les
surfaces (P21) étant d’ordre 2e + | et passant e + | fois par
Cn, ¢ fois par C12, ne peuvent posséder de droites de multipli-

cité supérieure a e. Onadonc §j— | <e, & 1 <e et pa
suite, ¢ = 82 =-¢ + 1. On trouve aisément que l'on a xYl =
*22, X1 =eee== g% == 0, %i.eti = -*

Les congruences de cubiques gauches que | on peut obtenir
au moyen de cette transformation sont des cas particuliers de
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celle qui a été rencontrée plus haut (n° 43) ; nous ne nous arré-
terons pas davantage sur ce sujet.

Examinons le cas b. — Les formules (1), (I1) et (I11) donnent,
en posant vJ!, = e, =5, X2 = 2¢—n2

On a x'n = 2. Soient encore dli, di2 les droites fondamentales
de Gj, simples pour les surfaces (P22), 8l( 02 leurs multiplicités
respectives pour les surfaces St. On a Xt = gj -f-82— 2 et la
formule (10) donne sS4 - s2 = 2e ++ 1. La congruence Gj ne
peut posséder, en dehors de diit d12, une droite fondamentale
d’ordre supérieur a un, car toutes les droites s’appuyant sur ces
trois droites fondamentales appartiendraient a toutes les sur-
faces (P21), ce qui est absurde.

En outre, comme on doit avoir sj — | <e, S2— 1 < 2, on
a nécessairement sj = e -j- 1, 82—¢ (ou, ce qui est géométri-
quement la méme chose, 81 = ¢, S2 = ¢ -|- 1). Les formules (1),
(2), (8) et (9) donnent alors xn = 2e — N2 = x22.

Les deux plans fondamentaux de G: sont évidemment les
plans passant par dn et respectivement parC”, Cl12

Les congruences de cubiques gauches, linéaires, obtenues au
moyen de la transformation T22 examinée ici, sont des cas parti-
culiers de celle du n° 43. Nous nous contenterons d’indiquer le
résultat.

Les cubiques gauches s’appuyant en deux points sur trois
droites ai; Cu, C)2, en un point sur deux droites dH, dw
(s'appuyant chacune sur Clt, C12), en un point sur une courbe
Yi d’ordre n2 -f- 2e + 2 (S’appuyant en =25 - 2 points sur al(
en n2 -~ e -~ 1 points sur C11; C12, en ¢ -(- 1 points sur dll( en
£ points sur dl12) et en un point sur une courbe H: d'ordre
3m-)-2¢ [sappuyant en 2 m -(- 2¢ points sur al, en 2 m -f- ¢
points sur Cu, Cl12, en m -)- ¢ points sur djj, en m -|- e— 1
points sur di2 et en m -)- n2 points sur yj forment une con-
gruence linéaire de classe 3 m -f- 4 e -(- 1.

Remarquons que la classe de la congruence obtenue ici est
abaissée de deux unités.
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46. — Les congruences linéaires de cubiques gauches qui
PEUVENT ETRE OBTENUES AU MOYEN DE TRANSFORMATIONS rl 921 1 oul
terminer ce chapitre, nous indiquerons rapidement dans quels
cas les droites d’une congruence linéaire de Sz se transforment
en des cubiques de gauches de formant évidemment une
congruence linéaire, sans nous arréter davantage sur ce sujet.

1° Les courbes ¢ sont toutes des cubiques gauches. On a
alors n=2etnl =n2= I On voit immédiatement que les
cubiques gauches ¢t s’appuient en deux points sur trois droites
Clt, C12, ax et en deux points sur une cubique gauche yl( bisé-
cante de C”, Cl12, og. L'ensemble des courbes LIIf G12, al,
forme une sextique de genre trois, dégénérée. On retrouve,
actuellement, des cas particuliers de congruences linéaires de
cubiques gauches signalées par L. Godeaux (*).

2° La congruence de droites de S2 est formée par les droites
s’appuyant sur Co1 et a2.,0n reconnait aisément que les trans-
formées des droites de cette congruence sont des cubiques
planes, dont les plans passent par

3° Cette congruence de S2 est formée par les droites
s’appuyant sur a2 et sur une droite fondamentale de G2. Ici éga-
lement, les transformées de ces droites sont des cubiques planes
dont les plans passent par ax.

4° La congruence de X2 est formée par les droites s’appuyant
sur deux droites fondamentales de G2. Soient d, d'ces droites,
X, V leurs ordres : on doit avoir X-j-V = n— 2. Mais une
droite s'appuyant sur d, d'et C22 ne peut appartenir a toutes les
surfaces S2; donc (si n2>1), X-)- X' -)-v2 55 n. On en déduit
v22 > 2. Mais on doit avoir X < 2, X' < 2, donc n < e.

5° La congruence de X2 est formée par les droites s’appuyant
sur C22 et sur une droite d, (n2 — 1) — sécante de C22.

a) d n'appartient pas a G2. Alors les surfaces S2 ne peuvent
contenir d et 'on a (n2— 1) v2 <va2 -f-v2: dou (n2 2) v

(*) L. Godeaux, Nouveaux types de conqruences linéaires de cubiques gauches.
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 1909 (4), IX, pp. 260-266.)
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~ v21. D'aulre part, on doit avoir n f- 1 — v22 = 3; d’ou
v2l = 2. Par conséquent, sin2>2, vz2 < 2etn < 4. Si nl =\,
on retrouve, en permutant les réles des droites C21, C22, le cas
v22 = - examiné plus haut.Si n, = 2, les surfacesS2, d’ordre
v22 -f- 2, passant v22 fois par la conique C22, on doit avoir
2V22 < v 2:dolvz2 N2etn<a

b) Si d appartient a G2, C22 est nécessairement une conique
(n2 =2). La droite d peut étre fondamentale d’ordre X et I’'on doit
alors avoir X -f-vz2 = n —2; d’ou v21 = X -f- 2.

En résumé, les transformations T22 susceptibles de fournir des
congruences linéaires de cubiques gauches sont déterminées par
les conditions suivantes :

a n=23,4,50uG; ou

b) v=12; ou

c) n2 = 2, existence d'une droite de G2 fondamentale d’ordre

CHAPITRE Y.
Les transformations T12
§ 11 — Etude de la correspondance ol2.

-— Les surfaces transformées par fj12 des points singuliers.
Supposons que Gt soit constituée par les bisécantes d’une
cubique gauche Cj (ni = 3) et G2 par les droites s’appuyant sur
une droite C21 et sur une courbe C22, d’ordre n2, s’appuyant
elle-méme en n2 — 1 points sur la droite C21.

A un point P21 de C2J, 012 fait correspondre une surface (P21)
qui, appartenant a Gl; a l'ordre, nécessairement pair, 2v2 et
passe Vj fois par C2. De méme, la transformée (P22) par of2 d’un
point P22 de C22 est une surface d’ordre 2v2, passant v2 fois
par Cj. Les surfaces sont donc d’ordre 2v = 2(vj -f- v2) et
passent v = v2 -j- v2 fois par Ct.
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La transformée par 912 d un point de Cj est une surface
d’ordre v, passant nécessairement vt fois par C21, v2 fois par G22.
Les surfaces S2, d’ordre 2v, passent fois par C21, 2v2 lois
p&r Cgg*

A une quadrique Q: de GIf 012 fait donc correspondre
une surface Q2, d’ordre v, passant fois par C21, v2 fois

par C22.

48. — Les droites fondamentales de 912. — Soit dl une droite
fondamenlale d’ordre s de G(. Il lui correspond, dans G2, une
surface fondamentale (cfj d’ordre 8, que nous supposerons
passer Sj fois par C21, & fois par C22 (8 =>51-(-B2). Les sur-
faces Sj passent donc 3 fois par dl, et comme ces surfaces, étant
au moins en nombre 003, ne peuvent étre des quadriques,
onag<v—1

La surface (P21), transformée par 912 d un point P12 de C12,

passe Bj fois par dy. On a donc B, <vlt le signe = n étant
valable que si la surface (P21) est une quadrique (yt =1).

De méme, on a 02 <Vv2, le signe = n étant valable que
sive =1

Soit maintenant d? une droite fondamentale de G2. Il lui
correspond une surface (d2) appartenant a Gl( donc d ordre
pair 28', passant S' fois par C2. On a d’ailleurs B' inférieur ou
au plus égal au plus petit des nombres vt, v2

On voit que les droites fondamentales de G2 sont d ordre
pair.

49. — Premier groupe de formules pour 812, — SUppOSOﬂS
que la congruence G possede droites londamentales
simples, ..., xljV_i droites fondamentales d’ordre v— 1, et que
G2 posséde x2i droites fondamentales doubles, ..., xiih droites

fondamentales 2/i-uples (h < v1? 1l < v2).
Exprimons que les sections planes des surfaces St sont

rationnelles, et que deux de ces surfaces ne peuvent se ren-
contrer, en dehors de Cj et des droites fondamentales de Gt
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guen n2 -(- 1 droites de cette congruence. Nous avons, apres
quelques transformations,

V-1

£ i@i{ +nl=3v—3, (1)
11
£ a+n=v—1 )

De méme, exprimons que les sections des surfaces S2 sont
rationnelles et que, en dehors des C21, C22 et des droites fon-
damentales de G2, deux surfaces S2 se rencontrent en quatre
droites ; nous obtenons

— 2vt + (W2 — 3)v2 + 3 = 0, 3)
i=l

ﬁ x4 (>3 —1)'A—2 +1=0. (4)

Enfin, le théoréme sur le nombre des droites fondamentales
de Gj, G2, établi au chapitre I, donne actuellement

AXUz= | W+ L &
t=I i=t
50. — Deuxiéme groupe de formules pour 812. — DéSignonS

par x'u le nombre des droites fondamentales de G1( multiples
d’ordre i pour les surfaces transformées, par 912, des points
de C22, par a/- le nombre analogue relatif aux transformées
par 812 des points de C21.

Exprimons que les sections planes des surfaces (P21), trans-
formées paro12 des points de C21, sont rationnelles et que deux
pareilles surfaces ne se rencontrent pas en dehors de et des
droites fondamentales de Gt. Nous avons

2] iX'l( = 3w — 2, 61
i=i

£ 2r+ = v|. @

1=
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De méme, la considération des transformées des points de C2l
donne, en remarquant que deux telles surfaces passent par n2+—1
droites de G1; que 012 fait correspondre aux droites de G2 infini-
ment voisines de C21,

+  3vt—1, (8)

X PX'U+ M = vf-(- 1. 9)

Enfin, désignons par X la somme des produits des multipli-
cités de chaque droite fondamentale de G! pour les transformées
par 012 des points de C21, C22, et exprimons que deux de ces
surfaces se rencontrent, en dehors de Cj et de ces droites fonda-
mentales, en une droite; nous avons

X + 1 =Vj\2 (10)
82. — La transformation T12 en générai.
51. — Les courbes singuliéres de G,, G2, comme fondamentales

pour T12. — A un point Pj de C1( T12 fait correspondre une
courbe d’ordre v, située dans un plan passant par a? et possé-
dant un point Vj-uple sur C21, n2 points v2-uples sur C22, un
point i-uple sur chacune des xti droites fondamentales d’ordre
2i de G2. La surface fondamentale (CJ, correspondant a ClI;
est d’ordre 3v -|- 2, passe deux fois par a2, 3v* fois par C21,
3v2 fois par C2 et 3i fois par les x.t droites fondamentales
d’ordre 2i de G2

A un point de C2l correspond une courbe d’ordre 2vt, située
dans un plan passant par ait ayant trois points v4-uples sur
et un point i-uple sur x'f droites fondamentales de G
(i=1, 2, ..., Vj). Lasurface fondamentale (C21) correspondant
a C2 est d’ordre 2vt -f- 1, passe une fois par al, vl par Cj et
i fois par x'u droites fondamentales de Gj.
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De méme, la surface fondamentale (C22) correspondant a C2
est d’ordre 2n2v? -f- \, passe une fois par aly n2v2 fois par Cl!
et i fois par x'u droites fondamentales de i=1a, 2, - _Vv2).

52. — Les courbes fondamentales yl( y2 — La surface
fondamentale (yj est d’ordre n2 -|- 1 et les surfaces S2 d’ordre
2v =2(vl §-v2). Une de ces surfaces S2 a en commun, avec(yl),
2v -(- n2 droites de G2; donc yt est d’ordre 2v -f n2.

De méme, (y2) est d’ordre 4 et y2 est d'ordre 2v 4.

La courbe yt s'appuie autant de fois sur la cubique gauche Ci
qu’il y a de droites de G, communes a (yt) et a (CJ. On trouve
aisément le nombre 3v -f- 2n2.

Le nombre des points d’appui de v2 sur C21 est égal au nombre
des droites de G2 communes a (y2) et a (C2l), c'est-a-dire a
27N + 3.

De méme, y? s’appuie en 2 n2v2 3.

La courbe yi( d’ordre 2v -|- n2, s’appuie en 3v -f- 2 n? points
sur C1, en 2v points sur at et en i points sur xi droites fonda-
mentales de Gi (i= 1,2. 1, ..., v— 1).

La courbe y2, dordre 2v -|- 4, s’appuie en 2vi -f- 3 points
sur C21, en 2 n2v2 -)- 3 points sur G22, en 2v points sur a2 et
en 2i points sur x2i droites fondamentales de G2 (i= 1,2, ..., b).

En rapprochant ces résultats de ceux qui ont été établis dans
le cas général, on obtient la configuration des courbes fonda-
mentales de S2, E2 pour T12

53. — Les surfaces FJt F2 et 1es courbes Olt »2. — Les résul-
tats précédemment obtenus permettent d’énoncer les théorémes
suivants :

Les surfaces Ft, d'ordre 2v —(- 1, passent une fois par a,,
v fois par GI; i fois par xu droites fondamentales de Gj (i = 1,
2, — 1), une fois par la courbe y4.

Les surfaces F2, d'ordre 2v -(- I, passent une fois par a2
2vj fois par G21, 2v2 fois par G22, 2i fois par x2i droites fonda-
mentales de G2 (i = 1,2, ... h), une fois par y2
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Les courbes ¢lt d’ordre 2v-f- 1, s’appuient 2v fois sur al;
3v -)- 2 fois sur C4, i fois sur xu droites fondamentales de G4,
n? -j- 1 fois sur yl.

Les courbes 2, d’ordre 2v -~ 1, s’appuient 2v fois sur a2,
2vt 1 fois sur C21, 2 n2v2 -f- | fois sur C22, 2i fois sOr x2i
droites fondamentales de G2, 4 fois sur y2.

54. — Verifications. — EXprimons que deux surfaces F4 ne
se rencontrent, en dehors de Ct, al, y! et des droites fondamen-
tales de G4, qu’en une courbe 4, nous avons

V=1
v+ NN=1+3WV+E£ixu+2v+w+2v+1
i=Il

Cette relation est vérifiée en vertu de la relation (2).

Exprimons qu’une surface F2 rencontre une courbe ;p2, en
dehors des courbes fondamentales, en un seul point; nous avons

(2v + 1T = 2v + 2vt(2vi +1) + 2v2(2n2v2 + 1) + 4 :E,1 i*x2 + 4 + 1.

i=

Cette relation se réduit a la formule (4).

Les surfaces fondamentales de Si sont : (a2) d’ordre 2v, (C21)
d’ordre 2vi -f- 1, (C22) d’ordre 2 n2v2 -f- \, x2i surfaces d’ordre
Xz2i> (72) d’ordre quatre. Ces surfaces doivent constituer la jaco-
bienne de |F4; celle-ci est d’ordre 8v; donc

2V 2Vt + 1 + 2«2v2 +1 +2£iX2|+4:8V
1=1
Cette relation se ramene a la formule (3).
De méme, la jacobienne de |F2|, d’ordre 8v, se compose de
(%), d’ordre 2v, de (CJ, d’ordre 3v -j- 2, de xu surfaces d’ordre
i et de (y2), d’ordre ji2 -)- 1. On doit donc avoir

NAW+2+ Y, iU+ w+ 1 =8y,
1=1

ce qui est une identité en vertu de la formule (1).
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g 3. — Quelques congruences linéaires de cubiques gauches
obtenues au moyen de transformations T12,

55. — Cas ou posséde une droite fondamentale d ordre v 2.

— Supposons que la congruence posséde une droite dit fon-
damentale d’ordre v— 2. Alors, a une droite s appuyant sur
di et Cj correspond une courbe »2 dégénérée en une courbe
d’ordre v correspondant au point d appui sur C1, en une couibe
d’ordre v — 2 correspondant au point d'appui sur dIt et en une
cubique gauche «2. Ges cubiques forment évidemment une
congruence linéaire K2,

Commengons par observer que Gj ne peut posséder, en
dehors de dt, aucune droite fondamentale d’ordre trois, car une
droite s'appuyant sur celle-ci et sur dt et Cj appartiendrait a
toutes les surfaces Sj, ce qui est absurde. Ces formules (1), (2)
donnent donc

XU + 22l +v—2 + u2 = 3v— 3,

XU+ 4el + (v—2)2+ Nl =v2— 1.

On en déduit xu = 3 — n2, x12 = v—2; d ol n2 <34v>2,

Remarquons que si v =2, dt n’est pas fondamentale; si
v =3, dt est simple et il y a, en plus, 3 — n2 droites simples,
siv=4, dj est double et il y a, en plus, xI2 = 2 droites
doubles.

A une des x12 droites fondamentales doubles correspond une
quadrique fondamentale de G2 celle-ci passe nécessairement
une fois par C21 et C22, donc les surfaces (P21), (P22) passent clia-
cune une fois par une des droites doubles. D autre part, si (I 21)
passe par une des droites simples de GI1; (P22) ne contient pas
cette droite. Si nous désignons par 2 la multiplicité de di pour
les surfaces (P22), nous avons X ==x12 +2(v 2 2) et la
formule (10) donne

20— (V{+Vv2—2)2 +vtv2—vi—Vv2 + t =0.

On en déduit, pour 2, I'une des valeursv, — 1 ou v2 — 1.
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Mais on doit avoir S<wv2, v—S—2< ouS>w—2. La
valeur S = w2 — 1 convient donc toujours. Supposons que
3 = Vj — 1 convienne également. Nous avons

V2—2 <<vli— 1 <v2

D’autre part, les droites fondamentales autres que dl appar-
tenant aux surfaces (P22) sont simples; donc les formules (6)
et (7) donnent

“-Vj = 3w2 A 4 vf — 2v, (- 1 = V8.

Par soustraction, on en déduit yi (vt — 3) = v2 (v2z — 3). En
vertu de la double inégalité précédente, on a nécessairement
vi — v2- “ela revient a dire que nous pouvons, dans tous les
cas, supposer 3 = v2 — 1, c'est-a-dire que les surfaces (P22
passent v2 — 1 fois par dt et les surfaces (P21j, Vj — ! fois.

Des formules (6), (7), (8), (9), on déduit alors x'n =2v2—1,
X n = 2Vj — n2. Chacun de ces nombres doit étre supérieur ou
égal a xn =v—2=wt-(-v2—2; on a donc < wv2-f- 1,
vi— v2 4~ — 2.

A un point de C, correspond une courbe d’ordre v ayant un
point Vj -upie sur C2J, n2 points v2-uples sur C22, v points
sur a2, 2 points sur v2. A un point de d{ correspond une courbe
d’ordre v — 2 ayant un point (vf — I)-uple sur C21, n2 points
(v2— D-uples sur C22, v— 2 points sur a2. Par suite, les
cubiques gauches ¢2 qui correspondent aux droites s'appuyant
sur C,, du s’appuienten 2+ 1 — VI — (vj — 1) = 2 points
sur C2L,en2n2v2 -1 —n2v2l—nt (v2 — 1) = n2 -)- 1 points
sur C22, en 2 points sur a2 et en 2 points sur v2. Ces cubiques
forment une congruence linéaire K2 dont la classe est égale
au nombre des bisécantes d’une courbe ol s’appuyant sur Cjetd”
Or, une courbe ™ s’appuie en v — 2 points sur di et en 3v -)- 2
points sur Ct. La classe de K2 est donc égale a v -|- 2.

Si la courbe C2 est une cubique gauche (n2 = 3), les lignes
singuliéres de la congruence K2 sont toutes connues. Il serait
aisé de voir que lorsque n2 = 2 ou n2 = 1, les cubiques s'ap-
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puient sur une ou deux droites fixes (fondamentales) de G2. On
peut du reste remarquer que les droites s’appuyant sur et di
se distribuent en séries ool sur les quadriques passant par  etdA;
or, a ces quadriques, T12 fait correspondre des quadrigues pas-
sant par C21, C22 sur lesquelles se distribuent les cubiques o', en
séries ocl. Ces quadriques forment un faisceau dont la base est
constituée par C21, C2 et, éventuellement, par une ou deux
droites s'appuyant sur ces courbes.

Les cubigues gauches s’appuyant en quatre points sur une
cubique gauche C22, en deux points sur une bisécante C21 de C22,
en deux points sur unedroite a2e< en deux points sur une courbe y?2
d’ordre 2 v-)-4, s’appuyant elle-méme en 2 -f- 3 points sur C21,
en 6 (v—Vj) 3sur C2eten 2v points sur »1, constituent une
congruence linéaire de classe v -|- 2.

Actuellement encore, on obtient une congruence du méme
type que celles qui ont été rencontrées au chapitre V.

56. — Cas ou G2 possede deux dhoites fondamentales dont la
SOMME DES MULTIPLICITES VAUT 2 (V < 1). - SlippOSOIiS que C2
possede deux droites fondamentales d2l, dn, respectivement
d’ordre 2 31, 2 02, telles que Sj - 82 = v— 1. Les surfaces fon-
damentales (d2i), (d22) sont d’ordres 2 8It 2 g et passent ol fois,
02 fois par Cj respectivement. A un point de d2i correspond une
courbe d’ordre 2  située dans un plan passant par al et ayant
trois points  -uples sur C1; a un point de d22 correspond de
méme une courbe d’ordre 2 S2 située dans un plan passant par eq
et ayant trois points 02-uples sur C4. 1l en résulte qu'a une
droite s’appuyant sur d21, d22 correspond une courbe ¢t dégé-
nérée en deux courbes correspondant aux points d’'appui sur ces
droites et en une courbe o[ d’ordre 2v -(- 1 — 2 (81 -(- S2) = 3.
Les courbes  sont des cubiques gauches, car elles s’appuient
en 3v-F2—3 (< -)- 8) =5 points sur Ci{ et en deux points
sur eq.

D’autre part, il ne peut y avoir de droites de (yj passant par
un point quelconque de d2i ou de d22; par suite, tous les points
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d'appui d’une courbe yi quelconque sur  doivent se trouver
sur ¢l lorsqu’il y a dégénérescence dans le sens indiqué ici.
Les cubiques gauches <[ s'appuient donc en n2 -j-1 points sur y4.
Mais ces cubiques gauches forment une congruence linéaire Kt
par conséquent, elles s’appuient en dix points au plus sur des
courbes fixes et I'on doit donc avoir n2< 2. Nous considérerons
uniquement le cas n2 = 2.

Observons qu’une droile s'appuyant sur C22, d21, d22 ne peut
appartenir a toutes les surfaces S2; donc S --S2—v2 <v. On en
déduit, en remplacant SA—~S2 par v—1I; v2<<I; donc, nécessai-
rement, v2=1.

Les formules (3) et (4) donnent

£ IX2i = 2v4 — 2, < itfF'é = 2vi — 2;

donc Si(i— 1)z2- = 0. On en déduit &2l =2vl—2, x22=0, ...,
®A=0, h—1. Les droites d2l, d22 sont donc fondamentales
d’ordre deux (81=82=4). Par suite, v—I1 =S+J}-2=2 et
v =3, Vj = 2. Les surfaces S2 sont d’ordre six, passent quatre
fois par C21, deux fois par C22, deux fois par d21, d22.

Les formules (6) et (7) donnent, actuellement,

donc x'n=:\. Les surfaces (P22), transformées par 012 des points
P22 de C22, sont des quadriques passant par et par une
droite dx de G4.

Les formules (8) et (9) donnent

Y. =3, Ny =3

d’ou x'x =3, x[2=0, ...

Enfin, la formule (10) donne >XX= 1. On en conclut donc que
les surfaces (P21), transformées des points P2l de C21, sont
d’ordre quatre et passent deux fois par Cly une fois par dl et
par deux droites dn, di2 fondamentales simples de Gt

Portons dans les formules (1), (2), (5) les valeurs =l11=2,
®l2 =1, elles se réduisent & des identités. Les surfaces SA sont
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d’ordre six et passent trois fois par CIt deux fois par du une
fois par dll et di2.

On voit facilement que les cubiques < ne s’appuient pas sur
ces droites di, diX, di12

La classe de Kj est égale au nombre de bisécantes d’une
courbe 2 s’appuyant sur d2i, cl22. Or e2 est d'ordre sept et
s’appuie deux fois sur d2i, d22. On calcule alors aisément la
classe de gue I'on trouve égale a seize.

Les cubiques gauches, s’appuyant en cing points sur une
cubique gauche C,, en deux points sur une droite et en trois
points sur une courbe  d’ordre huit s’appuyant elle-méme en
treize points sur Ct, en six points sur a, constituent une
congruence linéaire de classe seize.

Cette congruence est un cas particulier d’'une de celles qui
ont été rencontrées par L. Godeaux (*). D'aprés les résultats de
celui-ci, il doit exister un réseau de surfaces du cinquieme ordre
passant par les courbes singuliéres de la congruence et tel que
deux de ces surfaces ont en commun, outre ces courbes, une
cubique de la congruence. Il est aisé de construire ce réseau.
Les quadriques passant par C21, d2+, d22 sont transformées, par
T12, en des surfaces du cinquieme ordre passant deux fois par Cj,
une fois par ax, une fois par et une fois par dl. Ce sont les
surfaces cherchées, comme on s’en apercoit aisément.

On pourrait trouver d’autres congruences linéaires de cubiques
gauches au moyen de transformations Ti2 particuliéres; bor-
nons-nous a remarquer qu’aux droites s’appuyant sur Caxz
correspondent, outre des courbes d’ordre quatre situées sur
(C21), des cubiques gauches s’appuyant deux fois sur al, cing
fois sur Cj, une fois sur y* et une fois sur dx. Par conséquent,

Les cubiques gauches, s’appuyant en cing points sur une
cubique gauche C4, en deux points sur une droite alt en un point
sur une bisécante dt de CI; en un point sur une courbe ys d’'ordre

(*) Détermination... (Loc. cit.). La courbe d'ordre dO rencontrée par L. Godeaux
devient ici la courbe a\ + yi -)-dl.
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huit (s’appuyant en treize points sur C,, six sur a,, deux sur dj
et en un point sur une courbe d’ordre 3m-j-4 (s’appuyant en
5m-|~G points sur Cls en 2m -)- 4 sur a*, en m-j-= sur y: et
m-)-l sur dj, constituent une congruence linéaire de classe
m-|-5.

Cette congruence est également un cas particulier d’une autre
rencontrée par L. Godeaux. (Voir a ce sujet le chapitre 111, § 3
de ce travail.)

La considération des droites s’appuyant sur C22 et d2i four-
nirait une congruence linéaire de cubiques gauches analogue.

CHAPITRE VI.

Les transformations T33.

§ 1. — Etude de la correspondance 033.
57. — SUH LEs SURFACES APPARTENANT A UNE CONGRUENCE LINEAIRE
de droites n'ayant qu’une droite singuliére. — SOIt C une dI’OIte

et supposons établie, entre les points de C et les plans passant
par C, une correspondance (I, X). Les faisceaux de droites
ayant pour sommets et pour plans des éléments correspondants
forment une congruence linéaire G de classe X.

Une surface R, lieu des droites de G s’appuyant sur une
droite, est d’ordre X -|- 1 et passe X fois par C. Deux surfaces
telles que R se touchent le long de C, en ce sens qu’une
quelconque des X nappes d’une des surfaces touche une nappe
de l'autre le long de C. En abrégé, on dira que ces deux
surfaces ont en commun X droites infiniment voisines de C
et que G est constitué par les droites s’appuyant sur C et sur
une courbe d’ordre X, ayant X — | points sur C, réduite aux X
droites infiniment voisines de C.

Considérons une surface F appartenant a G et soit m son
ordre. Supposons qu’un plan passant par C rencontre F en une
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courbe d’ordre jji nécessairement dégénérée en p. droites de G.
Comme dans un plan passant par C ne se trouve qu’un faisceau
de droites de G, ces p droites passent par un méme point de C.
Cela étant, par un point de C passent Xp droites appartenant
a F et situées p par p dans les X plans correspondants au point
considéré. La droite C est donc m ' \’e d’ordre Xp pour F
et I’on doit avoir m — Xp =p, ou m = (X -(- 1) p.

Une surface R rencontre F en m droites de G, en dehors de C;
donc cette droite absorbe (X D2p — X -|- Dp = X(X -+ Dp
intersections. Par raison de symétrie, il faut qu'une nappe de R
touche, le long de C, p fois une nappe de F. En dautres
termes, les surfaces F passent p fois par chacune des X droites
infiniment voisines de C.

Une droite de G, multiple pour une surface F, a évidemment
un ordre de multiplicité au plus égal a p.

58. — Premier examen de 033. — Soient données deux
droites Cj, C2 et, entre les points de Cj et les plans passant
par Cj, une correspondance (1, nj, entre les points de C2 et
les plans passant par C2, une correspondance (1, w2). La con-
gruence Gt sera constituée par les droites des faisceaux ayant
pour sommets les points de C: et pour plans les plans corres-
pondants. De méme, G2 sera constituée par les faisceaux de
droites dont les sommets sont sur C2 et les plans sont les
plans correspondants passant par C2.

Supposons établie une correspondance birationnelle o033
entre Gj, G2

Les surfaces St sont d’ordre n = (nl + I)v1 et passent N/
fois par Ct,  fois par les ni droites infiniment voisines 'de Cj.

A un point de C1( 033 fait correspondre une surface d’ordre nlyl
qui dégénére en nx surfaces d’ordre v4; chacune de celles-ci
correspond a un plan passant par Ci et elle est donc le lieu des
droites que 033 fait correspondre aux droites d’un faisceau de G
Nous désignerons par (P") une pareille surface d’ordre Vj.

5



Deux cas peuvent se présenter :

a) Les surfaces (Pj) sont des plans passant par C2;

b) Les surfaces (Pi) sont d’ordre supérieur a un. Alors, ona
nécessairement v2 = (n2 -f- 1) vii et les surfaces (Pi) passent
«j-v2 fois par C2 et v2 fois par les n2 droites infiniment voisines
de C2

Les surfaces S2 sont d’ordre n = (n2 -f- 1) v2 et passent n2 v2
fois par C2, v2 fois par les n2 droites infiniment voisines de C2.
On a donc

(« + Ovi= (m+ Dv

Les surfaces (P-)) de GI( qui correspondent aux plans passant
par C2, sont dans le premier cas a) des plans, dans le second,
des surlaces d’ordre v2 = (nl -)- 1) vi passant nl vj fois par Cis v(
fois par les ni droites infiniment voisines de Cij.

Dans le cas a) on a donc Vi =v2 = 1; d’ou nt = n2,

Dans le cas b) on a (nl -\- 1) (»2 -- 1) vi = (n2 + 1) (nl -|-1)
vi;douvi=wva=v,vj =(n2-]- 1) v,v2 = (nt + 1) v, n == (n4
“+ 1) (»2 + 1) V.

Nous désignerons par 633 la correspondance obtenue dans le
cas b), réservant la notation 33 au cas a).

59. — Etude de 1a correspondance 833. — Les surfaces St sont
actuellement d’ordre ni -j- 1 et se rencontrent, en dehors des
droites fondamentales et de Ct, en n2 -|- 1 droites ; on doit donc
avoir

Ou+Ipy—ni— —(@Mm+1)>o,

c'est-a-dire ni — n2> 0. Mais la considération des surfaces S2
fournit de méme, % — nt > 0; donc on aura ni — n2. On en
conclut également qu’il ne peut exister de droites fondamen-
tales.

Nous allons montrer que les surfaces Sj coincident avec les
surfaces Rt. Cela est évident si ni = 1, car il ne peut exister
que oc3 quadriques passant par et par une droite infiniment
voisine de C: et les surfaces Sj, Rt coincident avec ces qua-
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drigues. Supposons nt > 1. Alors les surfaces Sl; comme les
surfaces Rt, sont en nombre oc4. Il existe donc une surface St
ayant un point double en un point Q déterminé de I’espace. La
section de cette surface par le plan tangent en Q se compose
nécessairement de n! droites de G4 et d’une droite r n’apparte-
nant pas & Gt. Tous les plans passant par r rencontrent la sur-
face en ni droites de Gt donc cette surface Si coincide avec la
surface Rj relative a r.

De méme les surfaces S2coincident avec les surfaces R2; donc

La correspondance o3 s’obtient en rapportant projectivement
les surfaces Rt et R2.

60. — Les DROITES FONDAMENTALES POUR 833. — Soit dt Une
droite de Gj fondamentale d’ordre li pour 633.
Si li = 1, la surface fondamentale correspondante (df) est un

plan passant par C2. Soit yi le nhombre de ces droites.

Si h > 1, on a nécessairement h = (n2 + 1) h' et la surface
fondamentale (df) correspondante passe n: li' fois par C2 et Il fois
par les n2 droites infiniment voisines de C2.

61. — Impossirilité de 1'existence de 633. — DeUX surfaces S
se rencontrent, en dehors des droites fondamentales de Gt et de
la droite G* (en tenant compte des contacts des nappes des sur-
faces Sj le long de Ct) en n2 1 droites. Désignons par x\t le
nombre des droites fondamentales d’ordre (rt2 4~ 1) i de Gs

(i= 1,2, ... v). Nous devons donc avoir
\
Vi+Yi 4+ 1)2 + »T(«2 + 1)2V2—F Hd(n2 + 1)2V2 + «2 + 1= (
i=l (
= (m + D2(n + Dav, )
c’est-a-dire

(«2 + D2 [X*2eu— (n*+ d)v2] +vi+»+ i =0

Mais, d’autre part, les surfaces (P2), transformées des plans
passant par C2, ne peuvent passer par les  droites fondamen-
tales simples de Gt (puisque ces plans ne peuvent contenir une

5*
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droite de G2 située dans un plan fondamental passant par C2),
et elles passent i fois par une droite fondamentale d ordie
(n2 + 1) i de G2. Deux surfaces telles que (P£) ne peuvent se
rencontrer en dehors de Cj et des droites fondamentales de G2,

donc
£ Hxu= M+ DV —n\— — (n* + V2

Alors I'égalité trouvée plus haut se réduit a yt -\-n2 -(- 1 =0,
impossible en nombres entiers positils.
On en conclut que les transformations 6", ne peuvent exister.

82. — La transformation T33.

02. _ Les surfaces fondamentales correspondant a C2, G2, —
A un point P, de CIf 633 fait correspondre ni plans passant
par C2 et T33 fait correspondre a 1\ la section de ces ni plans
par le plan de (a2) qui correspond au plan de (aj passant par I\,
c’est-a-dire ni droites issues d’un point de C2. Il importe de
remarquer que ces n2 droites ne sont pas en général des droites
de G2. Lorsque P? parcourt CI5 ces % décrivent la surface fon-
damentale (Ci), correspondant a C2. Ainsi que nous l'avons vu
plus haut (chapitre 11), et comme on peut d’ailleurs le voir aisé-
ment dans le cas particulier envisagé ici, la surface (Ct) est
d’ordre nx + | et passe nl fois par C2. Remarquons quelle ne
passe pas par les droites infiniment voisines de C2. La surface
(CJ passe une fois par a2

De méme, la surface fondamentale (C2) correspondant a C2
est d’ordre «, + 1= "+1, passe n? fois par (G,), une fois
par alt et ne passe pas par les % droites infiniment voisines

de

03. — Les courbes fondamentales y2, y2 — Les surfaces F2
que T33 fait correspondre aux plans de sont d’ordre
n| 1= -\-2 et passent n! fois par C2, une fois par a2

Comme les surfaces S2, ces surfaces F2 passent également, sim-
plement, par chacune des % droites infiniment voisines de C2.
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La courbe est le lieu des points que T33 fait correspondre
aux droites de G2 s’appuyant sur a2. Ces droites forment la
surface (yj, d’ordre 1, fondamentales, passant n! fois
par C2, une fois par chacune des ?t, droites infiniment, voisines
de C2 et une fois par n2 L’ordre de yt est égal au nombre des
points ou (yj) rencontre une section plane d’une surface F2, en
dehors de a2 et de C? (en tenant compte des contacts dans le
domaine de cette droite). On trouve donc pour cet ordre
(nl f-2) (nt -f- I) — N\—ni — 1 = -ni + 1, comme nous
I'avions énoncé plus haut.

Le nombre des points d’appui de y! sur Cj est égal au nombre
des points ou (yx) rencontre une section plane de (Ct), en
deliors de C2 et a2 Ici, il n’y a pas contact dans le domaine
de C2. On trouve donc (Nl -)- i)2—nl 2 — | == 3«

Observons maintenant que yj étant tracée sur les surfaces
(a2), (C2), dont I'une contient les ni droites infiniment voisines
de C, et l'autre pas, la courbe yt s’appuie en 2 ni points sur
I’ensemble de ces droites. En d’autres termes, yt touche les sur-
faces Sj = R,, Fj en 2 ni points de Cj.

La courbe fondamentale yd (ou y2) est d'ordre 2ni-f-1 et
s’appuie en ~ n3 points sur Cj (ou C2), en ij touchant les surfaces
F, (ou Fg), et en n, -|- | points sur la droite a, (ou a2).

64. — Les surfaces Fu Fl et les courbes <p|f tp2. — Nous
avons tout d'abord, d'apres ce qui a été établi au chapitre Il et
ci-dessus, le théoréme suivant :

Les surfaces Ft (ou F2) sont d’ordre ni -f-2 et passent n, fois
par C, (ou C2), une fois par les n, droites infiniment voisines
de Cj (ou Cg), une fois par la droite a, (ou a2) et une fois par
la courbe yt (ou y2) d’ordre 2n, + i.

Les courbes tpl s’appuient en ni-)- | points sur C,; mais
comme ces courbes sont tracées sur les surfaces F., elles doivent
nécessairement toucher ces surfaces en chaque point d’appui
sur Par conséquent,

Les courbes I (ou 2), d’'ordre nj-f-2, s’appuient en iij-j-1
points sur (ou C2) et touchent les surfaces F, (ou F2) en ces
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points, en rij--1 points sur la di'oite aj (ou a2) et en ni—1
points sur la courbe yt (ou y2).

On vérifie aisément que deux surfaces Fl se rencontrent, en
dehors des courbes fondamentales, en une courbe <f1, et qu’une
surface Fi et une courbe i se rencontrent, en dehors des mémes
courbes, en un seul point.

La jacobienne du systéme linéaire |F4l est d’ordre a(nt -f- 1).
Elle comprend les trois surfaces (C2), (y2), (a2) d’ordre nt —1
chacune. Observons que les courbes ¢? s'appuient en nt -)- 1
points sur I'’ensemble des n, droites infiniment voisines de C2
Par conséquent, ces droites sont fondamentales et il leur
correspond une surface d’ordre 1, infiniment voisine de(C2).
En d'autres termes, dans la jacobienne de | Fj |, la surface (C2)
doit étre comptée deux fois.

§ 3. — Congruences linéaires de cubiques gauches.
65. - DETERMINATION DE LA SEULE TRANSFORMATION Tgg DONNANT
DES CONGRUENCES LINEAIRES DE CURIQUES GAUCHES. ---- Pour qU Ilie

courbe ! dégénere en un ensemble de courbes dont I'une est
une cubique gauche non située sur une surface fondamentale,
elle doit correspondre a une droite ne pouvant s'appuyer ni
sur C2, ni sur a2. En effet, a une droite s’appuyant sur C?
correspond une courbe <j dégénérée en nl droites situées sur
(C2) et en une conique. A une droite s'appuyant sur a? corres-
pond une courbe  dégénérée en une droite et en une courbe
d’ordre nt -)-1 s’appuyant en  -f1 points sur eqg, donc plane.

A une droite s’appuyant sur y2 correspond une c.ourbe <t
dégénérée en une droite de (yj et en une courbe d’ordre
ni-j-i S'appuyant en n{ points sur c4, en ni points sur au en
Wj -~ | points sur yt. La courbe < pourra étre une cubique
gauche si ni =2.

Pour que I'on puisse avoir 002 cubiques gauches  formant
une congruence linéaire, il faut qu’il existe une congruence
linéaire de droites dont y2 est une des courbes singuliéres.
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L’autre courbe singuliére doit étre une droite s’appuyant en
quatre points sur y2 et celle droite, d, doit étre distincte de Ct.
Mais alors a d correspond un point de S1( car aux quatre points
d’appui de d sur y2 correspondent des droites et, actuellement,
les courbes tpl sont d’ordre quatre. Remarquons que d ne peut
s’appuyer sur Ct, car cette droite est aussi une quadrisécante
de y2. Or, a tout point d’'une courbe fondamentale de S,
correspond une droite s’appuyant sur G,. La droite d ne peut
donc correspondre a un point d’'une de ces courbes et, par suite,
ne peut exister.

De ce qui précéde, on conclut qu’on ne pourra trouver oc?
courbes de 2,, parties de courbes <1, qui soient des cubiques
gauches et forment une congruence linéaire. Il ne nous restera
donc a examiner que le cas ou toutes les courbes <fl sont des
cubiques gauches [ni = 1).

La seule transformation T33 susceptible de donner des con-
gruences linéaires de cubiques gauches (*) correspond en cas
»j = 1.

66. — Examen du cas Ni = 1. — Lorsque ni — 1, les sur-
faces St = Rj constituent I'ensemble des quadruples se raccor-
dant le long de G,. Par conséquent, les cubiques gauches
s'appuient en deux points sur la droite alt en deux points sur la
droite Ct, ou elles touchent une quadruple Q,, en deux points
sur une cubique gauche y! touchant Qt en deux points de Cj et
s’appuyant en deux points sur al.

Considérons, dans S2, une congruence linéaire de droites K2
de classe m. Aux droites de K2 correspondent des cubiques
gauches t formant une congruence linéaire Kr La classe de Ki
est égale au nombre des droites de K2 bisécante d’une courbe 2
(cubique gauche). En général, une courbe &2 ne rencontre pas
les courbes singulieres de K2; donc la classe de Kj est égale a
3m -|- 1.

(*) Sous-entendu comme transformée d’nne congruence linéaire de droites.
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Si nous particularisons la congruence K2, nous obtenons les
deux types suivants de congruences linéaires de cubiques
gauches :

Les cubiques gauches s’appuyant en deux points sur une
droite al; touchant une quadrique QA en deux points d’une droite
Cj, s’'appuyant en deux points sur une cubique gauche y*
(s’appuyant en deux points sur at et touchant Qj en deux points
de CJ et en deux points sur une courbe d’ordre neuf(s appuyant
en six points sur at, touchant Qj en six points de (J et s’appuyant
en six points sur yJ constituent une congruence linéaire de
cubiques gauches de classe dix.

Les cubiques gauches touchant une quadrique Qj en deux
points d’une droite C1( s’appuyant en deux points sur une droite
al5 en deux points sur une cubique gauche yj (touchant en
deux points de (J et s’appuyant en deux points sur aJ, en un
point sur une cubique gauche H{ (louchant Qj en deux points de
Cj et s’appuyant en deux points sur aj et yJ et un point sur
une courbe I, d’'ordre 3 m (touchant Q, en'll ni points de (J et
s’appuyanten 2 m sur at et y1; en m — 1 points sur HJ consti-
tuent une congruence linéaire de cubiques gauches de classe
3m -j- 1.

En obligeant les courbes singuliéres de K2 a rencontrer les
courbes fondamentales de S2, on obtiendrait des cas particuliers
de ces congruences. On pourrait de méme s’arranger de maniére
a ce que H2 se réduise a m cubiques gauches infiniment voisines
de Ht

On voit aisément que ces congruences sont des cas particu-
liers de celles obtenues par L. Godeaux (*) et dont les cubiques
s’appuient en huit points sur une sextique de genre trois. Ici,
cette sextique dégénere en al} yl; Cj et une droite infiniment
voisine de Cij.

(*) Nouveaux types... (Loc. crr.).
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CHAPITRE VIL.
Impossibilité des transformations Ti13 et T23
§ 1. — Impossibilité d’une correspondance 013,

67. — Supposons que soit constituée par les Insécantes
d’une cubique gauche Cj et G2 par les droites de faisceaux ayant
pour centres les points d’une droite C2, pour plans des plans
passant par cette droite, ces points et ces plans étant liés par
une correspondance (1, n2).

A une surface Rj d’ordre quatre, de Gj, 013 fait correspondre
une surface de S2, de G2, d’ordre n = (n2 -f- 1) v2, passant n2 v2
fois par C2 et v2 fois par chacune des n2 droites infiniment
voisines de C2.

A une surface R2 de G2, 0J3 fait correspondre une surface
Sj de Gj, d’ordre n = 2 vi( passant fois par C*.

La transformée d’un point Pj de G, est une surface (PJ de G,
d’ordre Vj = (n2 - 4) v, passant n2v fois par C2 et v fois par
les n2 droites infiniment voisines de C2.

Aux droites de G? situées dans un plan passant par C2, 013 fait
correspondre une surface d’ordre v2=2 v', passant V fois par Cj.
On a dailleursn — (» -f- 1) 2 = 2 (« -j- HV' =2vt =2
(n2 [)v; dou v =v.

68. — Considérons une droite fondamentale dt de Gt Si
cette droite est d’ordre un, il lui correspond, dans G2, un plan
fondamental passant par C2. Soit le nombre de ces plans
fondamentaux.

Si la droite di est fondamentale d’ordre h > 1, il lui corres-
pond, dans G2, une surface d’ordre h — (n2 -f-1) Ii' passant
n2 h' fois par C2, II' fois par chacune des n2 droites infiniment
voisines de C2. Il en résulte que les surfaces que 013 fait corres-
pondre aux plans passant par C2 passent h' fois par dy. Soit xIf le
nombre des droites de Gx, fondamentales d’ordre (n2 -|- 1) i.

Exprimons que les surfaces Sj se rencontrent, en dehors
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de Cj et des droites fondamentales de GIf en n2 -|- 1 droites;
nous obtenons

Vi+(Gh+ D)2 E£i2Xu + 3(«+ )22+ <+ 1 =4(n2+ )2,

c’est-a-dire
Vit (@2+ GL[E** « - ] +»+ | =°-

Kxprimons maintenant que deux surfaces correspondant a
deux plans passant par C2 ne se rencontrent pas en dehors
de Cj et des droites fondamentales d’ordre supérieur & un de G2
Nous obtenons

NIt = 4v2— 3w =2,

On a donc x n2 + 1 = 0, équation impossible en
nombres entiers positifs; donc la correspondance 013 ne peut
exister.

8 2. — Impossibilité cl’'une correspondance 023.

09. — Supposons enfin que Gj soit constituée par les droites
s’appuyant sur une droite C4l et sur une courbe C18, d’ordre %,
s'appuyant elle-méme en nt — | points sur Cil; et que G2 soit
constituée par les droites des faisceaux dont les centres se
trouvent sur une droite C2, dont les plans passent par C2, ces
centres et ces plans étant liés par une correspondance (1, n2).

Aux surfaces de Gt, 023 fait correspondre dans G2 des
surfaces S2 d’ordre n = (n2 -f- 1) v2, passant n2v2 fois par C2,
v' fois par les n2 droites infiniment voisines de C2

Aux surfaces R2 de G2, 023 fait correspondre des surfaces S?
de Gj, d’ordre n = vt + v2, passant v fois par C~, v2 fois
par C12.

La transformée (Pu) par 023 d’'un point P2l de Cl4 est une
surface d’ordre vt qui peut étre soit un plan passant par C2,
soit une surface d’ordre vi =(Nn2-|-1)vil passant n2v12 fois par C2
et vtl fois par chacune des »2 droites infiniment voisines de C2

La transformée (P12) par 023 d’'un point P12 de CI2 est une
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surface d’'ordre v2 pouvant étre, soit un plan passant par C2,
soit une surface d’ordre v2 =(nz Dv12 passant n2v12 fois par
C2, v12 fois par les droites infiniment voisines.

Il est évident que I'on ne peut avoir en méme temps
vi = "2==I> les surfaces (Pu), (P12) ne pouvant coincider
et n2 étant au moins égal a l'unité. Nous avons donc trois cas
a examiner :

70. — v, et V2 sont supérieurs a r'unitse. — Dans ce cas,
023 fait correspondre aux droites d’'un faisceau de G2 une
surface (P£), d’ordre v', passant va fois par Cl11( v12 fois par C12.
On a donc v2— vu -f- v12.

Soient y! le nombre des droites fondamentales simples de Ga
Xu le nombre des droites fondamentales d’ordre (nécessairement)
(n2 + 1)i de Gt

En exprimant que les surfaces se rencontrent en n2 -\- 1
droites variables et que les surfaces (P2) ne se rencontrent en
aucune droite variable, on trouve

I/i + (N2 + DS[£ &xu + OIAT— 0'n + vI2)2] + ns++1 = 0.
t2*u H- vli ~h  vii - (vu -\- vI2)2 = 0.
On en déduit y! -{- n2 -f- | =O et, par conséquent, I'impos-

sibilité d’une transformation 623,

71. — L'uNn pes NowmBRes vi( V2 EsT EGAL A r"aNITE. -—— Dans Ce
cas, celui des nombres vt, v2 qui n’est pas égal & I'unité est
multiple de n2 -(- 1. D’autre part, on an=v,-|-v2 = (n2 -(- I)v2
On devrait donc avoir

2+ DV2=(«+ 1)e + 1,

¢ étant un entier positif. On ne peut avoir e = v2 et n2 est
supérieur a zéro. Nous arrivons donc a une absurdité et la
correspondance 623 ne peut exister.



