SUR LES SURFACES DU QUATRIEME ORDRE CONTENANT
CERTAINES COURBES RATIONNELLES,

PAR

LUCIEN GODEAUX

Les recherches de M. severi sur la base pour la totalité des
courbes tracées sur une surface algébrique l'ont conduit a un
théoréme important sur les surfaces réguliéres possédant des
transformations birationnelles en elless-mémes '). Ce théoréme
est particulierement utile lorsque I'on cherche a reconnaitre si
une surface de genres un (pa = — 1) et de nombre-base p
égal a deux, posséde des transformations birationnelles en elle-
méme. 1l résulte en effet du théoréme de M. Severi dont il
est question plus haut, que si F est une surface de genres un
(pa= P4 — 1) dont une base-minima est constituée par deux
courbes C,, C2, qui admet une transformation birationnelle en elle-
méme T, il correspond a celle-ci une substitution automorphe de
la forme arithmétique

(A, A2) = «nA2 4- 2«i2AlA2 + n22/2,

nn, m22 étant respectivement les degrés de C,, C2, wi2 le nombre
de points communs a ces deux courbes. Mais I'inverse n est
pas nécessairement vrai.

En d’autres termes, le groupe des transformations biration-
nelles de F en elle-méme et un sous-groupe de substitutions auto-
morphes de ¢ (A, A2) sont en isomorphisme holoédrique (en
général).1

1) Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra una superficie algebnca.
Math. Annalen, 1905, Bd. LXII. p. 194. — La base minima pour la totalité
des courbes tracées sur une surface algébrique, Annales de 1 Ecole Norm. Sup.,
1908 (3), XXV, p. 449. — Complemenli alla teoria della base per la totalita
delle curve di tma superficie algebriea, Rend, del Cire. Matem. di Palermo, 1910,

XXX, p.
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Deux surfaces du quatriéme ordre sans courbes multiples (donc
de genres un) ont été étudiées par ce procédé. L’une étudiée
par M.M. Fano ') et Severi 2) contient une courbe gauche d’ordre
six et de genre deux. Elle possede une infinité discontinue de-
volutions d’ordre deux, rationnelles, et le produit de deux trans-
formations déterminées par deux de ces involutions, est une
transformation non périodique. La deuxiéme surface a fait I'objet
d’'une note que j'ai publiée récemment3). Elle contient une
sextique de genre trois et posséde une infinité discontinue de
transformations involutives engendrant des involutions de genres
un, et le produit de deux de ces transformations est non pério-
dique

J'ai pu construire depuis quatre surfaces du quatrieme ordre
pour lesquelles p — 2 qui ne possedent pas de transformations
birationnelles en elles-mémes. Ce sont des surfaces possédant
des courbes rationnelles d’ordre 2n (0 < n < 4) respectivement.
C’est a I’exposition de mes recherches sur ce sujet qu’est con-
sacrée cette note. J'établis d’'une maniére précise le théoréme
suivant:

Une surface du quatriéme ordre, assujetie a la seule condition
de contenir. une courbe gauche rationnelle d'ordre 2n (0 < n < 4),
ne possede aucune transformation birationnelle en elle-méme.

J'avais déja établi ailleurs, il y a quelques années, que dans
le cas n— 1, la surface ne contient pas de transformations
involutives 4).

1. Nous commencerons par calculer le nombre des modules
dont dépend une surface du quatriéme ordre assujetie a la seule
condition de contenir une courbe rationnelle (générale) d’ordre
2w de S3(1 <n <4).

Les surfaces du quatrieme ordre de I'espace découpent, sur
une courbe rationnelle Cz, d’ordre 2n une série linéaire gl'a Par
conséquent, celles qui contiennent une pareille courbe assignée

') Sopra alcune superficie del 4° ordine rappresenlabili sulpiano doppio, Rend.
R. 1st. Lomb., 1906 (2), XXXIX.

2) Complementi .... loc. cit.

3) Sur la surface du quatriéme ordre contenant une sextique gauche de genre
trois, Bull, de I'’Acad. des Sc. de Cracovie, 1913, p. 529.

*)  Sur la surface du quatriéme ordre contenant une conique, Mémoires de la
Société des Sciences du Hainaut, 1912, XLTI.
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sont en nombre 00ss-8\ Or, les courbes rationnelles d’ordre 2w
de I’espace sont en nombre 008""*), donc il y a goss surface du
quatriéme ordre contenant une telle courbe, la position de celle-ci
n'‘étant pas assignée et, d'autre part, une courbe rationnelle
appartenant a une surface d’ordre quatre (et de genres un) étant
isolée.

Une surface du quatrieme ordre dépend de 19 modules3) et
nous voyons que contenir une courbe rationnelle d’ordre 2w
(Y'<«<<; 4) pour une telle surface équivaut a une condition;
par conséquent la surface F d'ordre quatre, assujetie a la seule
condition de contenir une courbe rationnelle d'ordre 2n (0 < n < 4),
dépend de dix-huit modules.

2. Indiquons par C, une section plane de F, par C2 la courbe
rationnelle d'ordre 2n qu’elle contient. On sait qu’une surface
du quatriéme ordre générale ne contient que des courbes inter-
sections compléetes avec d’autres surfaces. Par conséquent, une
surface du quatrieme ordre telle que F ne contiendra que des
courbes intersections avec des surfaces passant par C2. En d’autres
termes, le nombre-base de F sera p =2 et C,, C2 formeront
une base de déterminant — 4 (n¥ + 2).

Supposons que ce ne soit pas une base minima. Alors, si A
est, en valeur absolue, le déterminant d’une base-minima formée
par deux courbes r, T2, A divisera — 4 (ril -f- 2). On aura
donc les cas suivants:

Pour n =1, A= 1 2, 3,4, 6.

Pour n— 2, A=1, 2, 3,4, 6, 8, 12.

Pour n = 3, A= 1, 2, 4,11, 22.

Pour n — 4, A=1, 2, 3,4, 6, 8 9, 12, 18, 24, 36.

Désignons par V,, le degré de T, par celui de T2,
par VI2 le nombre de points communs a T, et r2. On doit avoir

V,. V2 — VI3 = - A

Y, et V2 étant pairs, A doit étre congruent a 0 ou a !
par rapport a quatre.

* Voir HALPHEN, Mémoire sur la classification des courbes gauches algé-
briques, Journal de I'Ecole Polytechnique, 1882, LII.

2) Voir ENRIQUES, Le superficie di generc 1, Rend. R, Accad. di Bologna,
1908—1909. — Severi, Le superficie algebriche con curvv canonica cfordine tero.
Atti R. 1st. Veneto, 1908-—1909.



4

D’autre part, + 4 («2 -f- 2) n’est pas un carré parfait, donc
d’aprés un théoréme de M. Severi '), F ne contient pas de
courbes elliptiques et A ne peut donc jamais étre un carré parfait.

Enfin, remarquons qu’il résulte des formules de M. Severi 2)

—4n24-2) ... A , .
que le rapport---------------- doit etre un carre 'parfait.

Il reste donc deux cas possibles: n=4, A=8;w=4, A= 18
Nous examinerons successivement ces deux hypothéses.

Supposons en premier lieu que les courbes T, r2 forment
une base de déterminant —18(w = 4). En partant d’une base
de déterminant — 72 dont les courbes satisfont a certaines con-
ditions, nous pouvons, en suivant un procédé indiqué par
M Severi3), construire une base de déterminant moindre et
précisément, dans le cas actuel, de déterminant — 18,

Considérons la courbe

C3 = 4C, -fC2

Elle est rationelle, d’ordre 8 et découpée par une surface du
quatriéme ordre passant par C2. Considérons ensuite la courbe

=C, -f C2

Elle est d’ordre 12, de genre 10 et est découpée sur F par
une surface d’ordre cing passant par C3. En effet, on a

C4i=C¢C, f-C2s 5C, — C3

Considérons la base formée par C, et C4. Elle est de déter-
minant — 72 et de plus:

1°) L’ordre de ses courbes est supérieur a celui (zéro) des
courbes canoniques de F,

2°) La dimension virtuelle (égale ici a I'effective) de chacun
des systémes | C, |, |C4| est positive,

3°) Les multiples d'ordre assez élevé de |C, |, |C4 renfer-
ment (partiellemont) tout systeme donné d’avance.

Dans ces conditions, on peut appliquer le raisonnement de
M. Severi.

Soit une courbe

AC = AtC, + A2C4,

et O(< A) le plus grand commun diviseur de A, A,
) SEVERI, Complementi .... loc. cit.

-) SEVERI, La base per la totalit .... loc. cit. (form. 19).
3) SEVERI, La base minima .... loc. cit. (8 1).
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Déterminons deux entiers fi, /u, par la condition
Au + A,i, = 0.
Considérons alors les courbes
r,=Mc, +/lU0 + «. c4 ri=c4

k étant un entier choisi de maniére que P, existe effectivement,
c’est-a-dire que P, soit d’ordre positif et de degré positif ou nul *).

Les courbes P,, r2 forment une base de déterminant — A =—18
lié au déterminant de la base (C,, C4) par la relation
18A2 = 72.02
Ou a donc A = == 20. De plus, I'entier est impair, sans

quoi 0 ne serait pas le plus grand commun diviseur de A, A,
Posons, £ étant entier,
A = (2*r + 1)0.
On aura par conséquent
+2,1 + (2E-M)/y, =1,
et ou pourra prendre n — zf: ¢, lu, = 1. Alors,
= *c +c+&dt
Le degré virtuel de C est égal a
<+ D2+ 602+ Dy + 9

On en conclut que A2 est divisible par 0 et que le rapport
est pair. Posons A2 = 20»/. Le degré de C s’écrit

(¢ + )2 + 12 (2¢ + Dn + 1802

Or, le degré virtuel dune courbe de F est toujours pair.
Cela est impossible pour C, donc C n’existe pas, c’est-a-dire
qgu'on ne peut trouver C de maniére & avoir 0 < A. L’bypothése
A = 18 doit donc étre exclue.

L’hypothese A = 8 se rejette de la méme maniere. On trouve
cette fois A = = 30 et par suite, A, = (3e == 1)0. Le degré
de C est exprimé par

4(3e = 1) A2
=79 LT ag@fxl  +2

A2
02

')y SEVERI, Complcmenti .... loc. cit. (no. 7).
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On ne peut avoir que O=3. Mais alors, I'expression
A2 = 4 A2 -(- 2 devrait étre multiple de trois, ce qui est im-
possible.

Nous voyons donc, en résumé, que quel que soit n:

Les courbes C,, C2 forment une base-minima.

3. Toute courbe C de F est liée aux courbes C, C2 de la
base-minima par la relation symbolique

C = AC, + A2C2
Le genre v de C est donné par la relation
21 — 2 = 4A2 + 4<AA2 — 2A2
c’est-a-dire par
mT—1=2A2+ 2mA A2 — A22
Supposons que la courbe C soit rationnelle. Alors, n =0 et
2A2 +-2nAA) — A= —1 _ _ __ (1.

Nous savons que pour qu'une courbe C quelconque existe
sur F, il suffit que son ordre soit positif et son degré positif
ou nul'). Or le degré d'une courbe C rationnelle tracée sur F
est égal & — 2. Il ne suffira donc pas d’avoir une solution de
I’équation (1) pour pouvoir affirmer I'existence d’une courbe
rationnelle.

Une premiere condition pour que la courbe rationnelle C existe,
est que son ordre soit positif, c’est-a-dire que le nombre de ses
intersections avec C, soit positif. On obtient ainsi I'inégalité

2A, + «A2 = O 2
Nous distinguerons trois cas:

a) A > 0, 2> 0 (sauf le cas A, =0, A2=1).
b) A > 0,A2< 0
c) A< 0O, A= 0

Le premier cas conduit a une absurdité. En effet, si A et A2
sont tous deux positifs, le systétme linéaire

| ACj + A2C2 |

a certainement la dimension supérieure a zéro. Il suffit eu effet*)

*  SEVERI, Compleminti .... toc. cit. (no. 7).



7

de prendre deux courbes C, différentes; de les compter A, fois
chacune et dy adjoindre A2 fois C2 On obtient ainsi deux
courbes du systeme considéré ; elles déterminent un faisceau (au
moins) de courbes de ce systtme Mais alors, F contiendrait
un faisceau (linéaire puisque F est réguliere) de courbes ration-
nelles et serait ainsi rationnelle, ce qui est impossible.

Passons au deuxiéme cas Une solution s’aperc¢oit immédia-
tement. Cest Al — n, X2= — 1. La courbe

C3 - wCj C2

correspondante existe certainement, elle est découpée sur F par
la surface d’ordre n passant par C2.

Supposons maintenant que A!, A2 ne prennent par ces valeurs
et posons A2 — — k, k étant un nombre positif. L’inégalité (2)

donne nk < 2A,
On a identiquement

C=AC, — kC2 = (A, — nk)C, + kC3.

Pour que cette courbe existe, il faut que lI'on ait Al — nk < 0,
car dans le cas contraire, on prouverait, comme dans le pre-
mier cas, qu’il y aurait un faisceau (au moins) de courbes
(A, — «fc)C, -j- kC2, ce qui est impossible. Nous devons donc
avoir nk = A,. Or, de (1), on déduit

nk = 2Aa — k2 + 1).

Par conséquent, on doit avoir
2Aa < 2A2 — k2 + 1,

ou k2<<1, ou encore k— 0 ou 1. Nous avons exclu tant6t
la valeur k — 1 (c’est-a-dire A2 = — 1) qui correspond a la
courbe C3 Si dautre part, ou avait k — 0, (1) donnerait
2A)2 = 1, ce qui est absurde.

Le deuxiéme cas ne peut donc se présenter que pour la
courbe C3

Passons au troisieme cas: A, <O, A2 > 0. Posons A, = — k.
La formule (1) nous donne

2k2 — A2 -j- 2nkA2 — |
et l'inégalité (2),
2k < n\2



On en déduit
A2F 4" nk\2 <f 1,

ce qui est impossible, sauf pour A2 — 0. Mais nous avons
déja vu que I'hypothése A2 = 0 conduisait a I'égalité absurde
2V = — 1 ; par suite, le troisitme cas ne peut se présenter

En résumé:

La surface F contient deux courbes rationnelles C2, C3,
d ordre 2n, qui forment l'intersection compléte de F avec une
surface dordre n (1 < n < 4), et ne contient que celles-la.

4. M. Severi a démontré ') que si une surface possede une
transformation birationnelle en elle-méme, il correspond a celle-ci
une substitution automorphe de la forme quadratique fondamen-
tale de cette surface

Actuellement, la forme quadratique fondamentale de P est

*(*,. A2) = 2A2 + 2«A A2 — A2

Supposons que P posséde une transformation birationnelle non
périodique en elle-méme, T. D’aprés le théoréme de M. Severi,
il correspondra a T une substitution automorphe non périodique

de 9 (A, A2. On sait qu'une telle substitution

a o
y S
est donnée par les formules?)
«=t—nu, B=w, 7=2m, g=f+nu .. (3
t et u étant deux entiers liés par I'équation
2 — («2 # 2)m2 =L (4)
(as — = 1).

Si nous désignons par r,, T2 les courbes qui correspondent
respectivement & C,, C2 dans la transformation T, nous avons 3)

r, = _aC, + yC2,
Il = Jsc, + scl

Mais la courbe T2 est rationnelle, puis qu’elle correspond

¥)  Sewvefi, Complrmenti .... loc cit. (no. 6).

2) Voir par exemple: CAHEN, Eléments de la Théorie des Nombres. Paris,
Gauthier-Villars, 1900.

3) SEVERI, Complenunti .... loc. cit. (no. 6).



9

point par point a Cr La surface F ne possédant que les deux
courbes rationnelles C2, C3, ra doit coincider soit avec C2, soit
avec 03

Si r2 coincidait avec C2, on aurait fi = 0, c’est-a-dire, puisque
(i=u, u=0. (4) donne alors t= =+ 1 et les (3) donnent a
leur tour a ==* 1, fi—0, y =0, S= =+ 1.

Par conséquent, T transformerait | C, | en lui-méme, puisque
a = =1 (et précisément -+ 1, car T, doit é&tre une courbe effec-
tive). Or, nous savons, par un théoréme classique d’E.NRIQUES
et Fano, que si une surface est transformée en elle méme par
une homographie non périodique, elle est rationnelle ou référable
a une réglée. Si T transformait donc les sections planes C, de
F en des sections planes, ce serait une homographie (non
périodique par hypothése) et F ne serait plus de genres un.
Donc r2 ne peut coincider avec C2

Si r2 coincidait avec C3, on aurait 3 =2, S= 1, c’est-a-
dire, par les formules (3), u —n, t-|-w2 = — 1. L’équation (1)
deviendrait alors une identit¢é Enfin, on aurait

a——@m+1), fi=n, y=2n, 6= —1.

La courbe r, serait donnée par I'égalité symbolique

T, = — (2w2 -1-1)0, + 2m02,

et serait donc d’ordre négatif. Cette courbe serait donc inexis-
tante. Par conséquent, ra ne peut coincider avec C,

On en conclut que:

La surface F ne posséde pas de transformation birationnelle
non périodique en elle-méme.

5. Sopposons actuellement que F posséde une transformation
birationnelle cyclique en elle-méme, 0. A 9 correspondra une
substitution automorphe

de 9 (X, X2), telle que
aS —fiy = — Lo, (5)
On sait que I'on a alors a + S = 0 et que 0 est précisément
involutive. On doit avoir, en désignant par T, T2 les courbes
que 9 fait correspondre respectivement a C,, C2,
r, = aC, + -yC2,
r2 a j3C, + 8Ca
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En expriment que T, a le méme genre que C,, on obtient
I’équation
2aa -f 2nUy — y2 = 2. 5)
La courbe rationnelle r2 doit coincider soit avec C2, soit avec C3.
a) Il coincide avec C2 Ona/j =0, S >0. De (5) on déduit

aS = — 1. D’autre part, on a
a+S=O...eeeee ™

donc a=—1, 8 =-f 1 (6) donne alors y =0 ou y —— 2n.

Dans les deux cas, il correspond a C, une courbe T, dont

I'ordre est négatif. Cette courbe n’existe donc pas et par suite,
I ne peut coincider avec C2

b) I coincide avec C3. Ona (3=2, 8= - 1. (7) donne
cc = 1. (6) donne y =2n ou y =0 et enfin (5) donne y = 0.

On a donc
r,sC,, r=20 -c=ci

Mais M. Severi a démontré que si une surface d’ordre quatre
est invariante pour une homographie involutive, elle dépend
au plus de onze modules *). Or, si on a T, = C, pour 0, 9 est
une homographie et F dépend au plus de onze modules. Cela
est absurbe, puisque, par construction, F dépend de dix-huit
modules. r2 ne peut donc coincider avec C3.

La surface F ne possede pas de transformations périodiques
et birationnelles en elle-méme.

*)  SEVERI, Complementi .... loc. cit. (no. 12).



