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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Variétés algébriques déduites des équations
d'une surface de Veronese

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Lorsque, dans l'équation d'une surface de Steiner, on remplace

les coordonnées courantes par des formes du second degré à

quatre variables homogènes, on obtient une surface de genres

pa = pg = 3, p{1) = 9 et de diviseur de Severi égal à deux (*).

Lorsque l'on remplace les coordonnées courantes par des formes

du second degré à cinq variables homogènes, on obtient une

variété à trois dimensions de genres zéro et de bigenre un (2).

La surface de Steiner est la projection d'une surface de Veronese

et on est conduit à faire la même opération sur les équations d'une

telle surface. Si l'on remplace dans les équations d'une surface

de Veronese les coordonnées courantes par des formes algébri¬

ques à six variables homogènes, du second degré, on obtient
une surface de genres >a = pg = 55, p(1) = 9.25 + 1, de diviseur

de Severi deux (3). Nous nous proposons d'étudier les variétés

algébriques obtenues en remplaçant les coordonnées courantes

par des formes du second degré à sept, huit ou neuf variables

homogènes. Ces variétés paraissent posséder des propriétés
intéressantes. Nous utilisons dans ce but la théorie des involu¬

tions cycliques (4).

1 . Considérons dans un espace S9 à neuf dimensions formé par
la réunion d'un plan (y) et d'un espace à six dimensions (x)

l'homographie involutive H d'équations

px'i = xif py'k = - yk, {i = 0, 1, ..., 6 ; k = 0, 1, 2).
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Lucien Godeaux. — Variétés algébriques

Si nous représentons par yik une forme quadratique en a;, les
équations

y ijk = <p«(o. %>•••> %g), {ik = o, 1, 2) (î)

représentent une variété algébrique V3 à 3 dimensions, d'ordre 26,

transformée en soi par l'homographie H. Celle-ci détermine sur
V3 une involution I, d'ordre deux, possédant 26 points unis,
intersections dans l'espace {x) des hyperquadriques

9ifc(*0' %li == 0.

Les adjointes à la variété V3 sont les hyperquadriques de
l'espace. Désignons par F des sections de V3 par des hyper¬
quadriques, c'est-à-dire les surfaces canoniques de la variété.

Les caractères du système canonique
|
F

|
sont

Le degré Q0 = 29,

Le genre sectionnel Qx = 3.28 + 1,

Le genre arithmétique (5) ß2 = 11.2s — 1.

Le nombre des hyperquadriques de S9 linéairement indépen¬
dantes est 55 ; si on en défalque les six hyperquadriques (1)
définissant V 3, on voit que le genre arithmétique de cette variété
est Pa = 49.

La formule de Severi (6).

2P a = Q0 -| 4 (2)

est vérifiée identiquement.

2. Pour obtenir une image V3 de l'involution I, il suffit de
projeter la variété V3 du plan (y) sur l'espace (x). Les équations
de la variété V3 seront donc obtenues en écrivant que le déter¬
minant

9oo 9 oi 9 02

9 oi 9n 912 (3)

9 02 912 922

est de caractéristique un.
La variété V3 est d'ordre 25 et les 26 points qui annulent tous

les termes du déterminant précédent et qui sont les points de
diramation pour la correspondance (1,2) existant entre V3
et V3, sont quadruples pour la variété V3.
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déduites des équations d'une surface de Veronese

3. On peut obtenir un autre modèle projectif de la variété
V a de la manière suivante :

Les hyperquadriques transformées en elles-mêmes par H
forment deux systèmes linéaires. L'un est formé des hyperqua¬
driques ne passant pas par les axes de l'homographie H, elles
sont au nombre de 6 + 28 = 34." Nous désignerons par F0 les
surfaces F découpées sur V3 par ces hyperquadriques.

L'autre système est formé des hyperquadriques passant par
les axes de l'homographie H. Elles sont au nombre de 21. Soient
Fx les surfaces F découpées sur V3 par ces hyperquadriques.

Les surfaces F0 ne passent pas par les points unis de l'in volu¬
tion I mais les surfaces Fx contiennent ces points.

Rapportons projectivement les hyperquadriques du premier
système aux hyperplans d'un espace linéaire S33 à 33 dimensions
en posant

pXik = xixk, (i,k = 0,1,..., 6),

pYa = yiyk, (i,k = 0,1,2).

Nous obtenons une variété V9 image de l'involution engendrée
par H dans S9 dont les équations s'obtiennent en exprimant que
les déterminants

I
|, (i, k = 0, 1, 2), (4)

|Xtt|, (*,£ = 0,1,..., 6) (5)

sont de caractéristique un.
Les équations (4) représentent, dans un espace cr5 à cinq dimen¬

sions, une surface de Veronese M| d'ordre quatre et les équa¬
tions (5) une variété de Veronese M4 d'ordre 64 située dans un
espace cr27 à 27 dimensions.

La variété V9 est le lieu des droites joignant les points des
variétés M| et Mg4. Elle est d'ordre 256 et passe 64 fois par Mg

et quatre fois par Mjj4.

Aux hyperquadriques (1) correspondent dans S33 six hyper
plans ayant en commun un espace linéaire S27 à 27 dimensions,
qui coupe V9 suivant une variété V3 image de l'involution I.

L'espace S27 coupe la variété Mg4 suivant 64 points qui sont
les points de diramation pour la correspondance (1,2) entre les
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variétés Vg et V3. Chacun d'eux est quadruple pour la variété
V3, le cône tangent projetant Mg de ce point.

4. Les surfaces F0 forment un système de dimension 27, il
leur correspond les sections hyperplanes &Q de V.

Appelons û'0> Q[, Of2 le degré, le genre sectionnel et le genre
arithmétique des surfaces F0. On a

Q'0 = 28, Q'x = 3.28 + 1, Q'2 = 11. 25 - 1.

Le système canonique de la variété V3 est constitué soit par
les surfaces 0O, soit par les surfaces homologues des surfaces
Fx. La dimension du premier système est 27 et celle du second 20.

Si
I
0,

I
était le système canonique de V3, le nombre

Q'0 - Q[ + Q'2 + 4

devrait être égal à 2.28. Or il est égal à 25, donc le système

I 0O
I
n'est pas le système canonique de V3.

5. Le système canonique de V3 est donc \&i\. C'est ce que
nous allons vérifier.

Les surfaces correspondent aux sections de V3 par les hyper
quadriques d'équation

2hikyi*k = 0, {i = 0, 1, 2 ; k = 0, 1, 6).

En élevant les deux membres de cette équation au carré, on
en déduit

= 0, (i,j = 0, 1, 2 ; k, h = 0, 1, ..., 6). (6)

Observons que chacun des points de diramation de V3 équivaut
à une surface rationnelle. Appelons A la somme des surfaces
rationnelles équivalentes aux 64 points de diramation de V3.
D'après la théorie des involutions, on a

20o = 20x + A

de sorte que les hyperquadriques (6) touchent la variété V3 le
long de surfaces Ov

Appelons Q"q, ü[, Q'% le degré, le genre sectionnel et le genre
arithmétique des surfaces 0V On a

ûô = 7.25, = 23. 24 + 1, Q"% = 23.23 - 1,
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déduites des équations d'une surface de Veronese

d'où

Ql - Q'[ + Ql + 4 = 42 = 2.21.

On en conclut que | |
est le système canonique de V£ et le

genre arithmétique de cette variété est donc Pa = 21.

6. Observons que les équations (1) peuvent s'écrire

Y « = <2>îfc(X001X01, ..., X66), (i, k = 0,i, 2)

où le second membre est la forme linéaire obtenue en remplaçant
dans <p ne, Xq, XqXj, x$ par X00, X01, ..., X66.

On en déduit qu'une image de l'involution I a pour équations
celles que l'on obtient en écrivant que les déterminants

\<pik\, M = 0,1,2),

|x<tt|, (v,k = 0,i, . . . , 6)

sont de caractéristique un. Sur ce modèle projectif de la variété
Va le système canonique est découpé par les hypersurfaces

= 0,

chacune d'elles touchant la variété suivant une surface canonique.
Retournons à la variété V3. Dans l'espace des (x), il correspond

à l'hypersurface (6) une hypersurface d'équation

touchant la variété suivant une surface canonique.

Un déterminant à neuf éléments de caractéristique un dont les

éléments sont des formes quadratiques à sept variables homogènes
représente, dans un espace S6 à six dimensions, une variété à trois
dimensions de genre arithmétique Pa = 21, possédant 64 points
quadruples et d'ordre 25.

Liège, le 7 septembre 1967.
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II

Résumé. — Étude de la variété algébrique à trois dimensions
représentée par les équations d'une surface de Veronese où les coor¬
données courantes sont remplacées par des polynômes du second
degré à huit variables homogènes.

Nous continuons l'examen des variétés déduites des équations
d'une surface de Veronese lorsque l'on remplace les coordonnées
courantes par des formes du second degré à sept variables indé¬
pendantes. Nous partons d'une variété à quatre dimensions
section de six hyperquadriques d'un espace S10 à dix dimensions
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déduites des équations d'une surface de Veronese

formé par la réunion d'un plan (y) et d'un espace (x) à sept
dimensions ne se rencontrant pas. Nous supposons que cette
variété est transformée en soi par une homographie harmonique
ayant pour axes le plan (y) et l'espace (x). La variété image de

l'involution engendrée sur la variété par cette homographie nous
donne le théorème suivant :

Si l'on exprime que le déterminant

9oo 9 oi 9 02

9 01 9n 9l2

9 02 9l2 922

est de caractéristique un, les éléments étant des formes quadratiques

à huit variables homogènes, linéairement indépendantes, on obtient

une variété à quatre dimensions, d'ordre 2 5, possédant une courbe

quadruple d'ordre 26. Les variétés canoniques de cette variété

sont d'ordre 24 et appartiennent aux variétés

'Woo + l9oi H 2CP02 = 0,

001 + l9ll + 2?12 = O*

o9o2 H~ l9l2 4" 2?22 = 0

Les variétés bicanoniques sont découpées par les hyperquadriques.
La variété à les genres V a — — 3, P2 = 36.

On remarquera que les variétés canoniques passent par la
courbe quadruple, mais qu'il n'en est pas de même des variétés
bicanoniques.

1. Soit, dans un espace S10 à dix dimensions un plan (y) et

un espace (x) à sept dimensions ne se rencontrant pas. Considé¬

rons l'homographie harmonique H d'équations

px'i = xi>Py'k = - yk> (i = 0, 1, ..., 7 ; k = 0, 1, 2)

et la variété V4 à quatre dimensions intersection des hyperqua¬
driques

yty* = ?<*(# o» x7), {i, k = o, ï, 2)

les yijc étant des polynômes en linéairement indépendants.
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L'homographie H détermine sur la variété V4 une involution I
possédant une courbe 6 de points unis intersection des hyper
quadriques

Tifc = (> = 0, 1, 2)

de l'espace (x).

Sur la variété V4, d'ordre 26, les variétés canoniques sont
découpées par les hyperplans. Elle est régulière et a donc les

genres Pa = Pff = 11.

2. Les hyperquadriques de S10 transformées en elles-mêmes
par H forment deux systèmes linéaires, L'un est représenté
par l'équation à coefficients variables

*P{xo, x7) + 4t'{y0,y1,yi) = 0, (2)

où les i/r sont des polynômes homogènes du second degré. Il
contient 42 hyperquadriques linéairement indépendantes.

L'autre système est représenté par l'équation à coefficients
variables

ZKk Xiyk = 0, {i = 0, 1, . . , 7 ; k = 0, 1, 2)

et contient 24 hyperquadriques linéairement indépendantes.
Pour obtenir une image de 1' involution I, rapportons projec

tivement les hyperquadriques (2) aux hyperplans d'un espace

S41 à 41 dimensions en posant

PXik = XiXk> (i, k = 0, 1, 7)

pYik = yiyk, (i, £ = 0,1,2)

L'involution engendrée par H dans l'espace S10 est représentée
par les équations obtenues en écrivant que les déterminants

I y
I

Ivi
I I » I

1 ik
I

sont de caractéristique un. Cette variété Vi0 est donc le lieu des

droites joignant les points d'une surface de Veronese M2 située
dans un espace cr5 et les points d'une variété de Veronese M7

d'ordre 27 située dans un espace o-35 à 35 dimensions. La variété
V[0 est donc d'ordre 210.

Aux hyperquadriques (1) correspondent six hyperplans ayant
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déduites des équations d'une surface de Veronese

en commun un espace S35 à 35 dimensions, coupant la variété
V(0 suivant une variété V4 image de l'in volution I.

3. Le système canonique de la variété V4 a pour homologue
sur V4 un des systèmes de sections hyperplans transformé en

lui-même par H. L'un de ces systèmes est formé des co2 hyper
plans passant par l'espace (x) et l'autre des oc7 hyperplans
passant par l'espace (y).

Considérons un hyperplan passant par l'espace {y). Il coupe V4
suivant une variété V3 à laquelle correspond, sur V4, une variété
V3. Comme on l'a vu dans la première note, le système canonique
de V3 correspond au système découpé sur la variété V3 par les

hyperquadriques (3).

On en conclut que sur V4, le système adjoint au système V3

est découpé par les hyperquadriques

= 0, (i,j = 0, 1, 2 ; h, k = 0, 1, 7)

Chacune de celles-ci est d'ailleurs inscrite dans les variétés V3

et par suite dans la variété V4.

Le système canonique de V4 s'obtiendra donc en soustrayant
du système précédent les variétés V3. Par conséquent le système
canonique de V4 est formé des variétés à trois dimensions homo¬
logues des hyperplans

oJVo + 11 + A2jy2 = 0

de S10 passant par l'espace (#).

Les variétés canoniques de V4 sont donc découpées par les

cônes projetant de l'espace ct35 les coniques de la surface M2.

Elles sont donc situées dans des espaces à 32 dimensions de S35

d'équations
A<)Y 00 + 01 + 02 =

A0Y01 + AXYU + A2Y12 = 0,

A0Y02 + AiYjg "h A2Y22 = 0.

La variété V4 a les genres Pa = Pg = 3, car elle est comme V4
régulière.

4. Le système bicanonique de V4 contient le double du système
canonique. Or, deux coniques de la surface M2 forment une
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section hyperplane de cette surface, par conséquent les variétés
bicanoniques de V4 sont découpées par les espaces projetant les

sections hyperplanes de M2 de l'espace <r35, c'est-à-dire par les
sections hyperplanes de S35, qui comprennent les précédentes.

Le système des sections hyperplanes de V4 forment donc le
système bicanonique de cette variété.

Les variétés bicanoniques de V4 découpent sur une variété
canonique V3 de V4 le système canonique de V3. Les sections
hyperplanes des variétés canoniques de V4 forment le système
canonique de V3.

5. En projetant la variété V4 du plan (y) sur l'espace (x ), on
obtient une variété V4 image de l'involution I et dont les équa¬

tions s'obtiennent en exprimant que le déterminant

00 9 01 9 02

01 9n 9ia

02 9l2 922

est de caractéristique un.
Cette variété, birationnellement équivalente à V4 est d'ordre

25 et possède une courbe quadruple d'ordre 2e dont les équations
sont

9oo — 9 01 = 0» •••> 922 = 0.

Aux équations (4) correspondent les équations

'Woo + l9oi + 2<P02 — 0>

o9oi + l9ll + 29l2 = 0,

o9o2 ~f" l9l2 ~f~ 29 22 = Ö

qui représentent une variété coupant la variété suivant des

variétés d'ordre 24, formant le système canonique.
Aux hyperplans de l'espace S35 correspondent les hyperqua

driques de l'espace (x), qui découpent donc sur V4 les variétés
bicanoniques.

On remarquera que les variétés canoniques de V4 (ou de V4)

passent par la courbe quadruple de la variété, mais que les

variétés bicanoniques ne contiennent pas cette courbe.
Liège, le 15 septembre 1967.

— 922 —



déduites des équations d'une surface de Veronese

III

Résumé. — Étude de la variété à cinq dimensions obtenue lorsque
l'on remplace dans les équations d'une surface de Veronese les coor¬

données courantes par des formes du second degré à neuf variables
homogènes.

Nous considérons actuellement dans un espace linéaire à 11

dimensions une variété V5 à cinq dimensions intersection de

six hyperquadriques et contenant une involution I du second
ordre engendrée par une homographie harmonique H ayant
pour axes un plan et un espace à huit dimensions. La variété
V5 ayant des variétés canonique et pluricanoniques d'ordre zéro,
la variété image de l'involution possède la même propriété ou
est dépourvue de variété canonique. C'est la seconde alternative
qui se produit et on obtient le théorème suivant :

Si l'on exprime que le déterminant

roo ¥01 T 02

¥01 ?11 ?12

?02 9l2 Ç22

est de caractéristique un, les éléments étant des formes quadratiques
à neuf variables homogènes linéairement indépendantes , on obtient
une variété à cinq dimensions d'ordre 2b, possédant une surface

quadruple d'ordre 2e, dépourvue de variété canonique mais possédant
une variété bicanonique d'ordre zéro. La variété a les genres

Pa = Pô = 0, P2 = 1.

1. Considérons dans un espace Su à 11 dimensions, un plan (3/)

et un espace à huit dimensions {x) ne se rencontrant pas. Soit
une homographie biaxiale harmonique H d'équations

pxï = xi)Py'k = - yk> {i = 0, 1, 8 ; k = 0, 1, 2)

ayant comme axes l'espace (x) et le plan (y).
La variété V5 intersection des hyperquadriques

W* = <P<*(*o. xlt ..., xs), {i, k = 0,i,2) (1)
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où les seconds membres sont des polynômes du second degré
linéairement indépendants est transformée en soi par l'homo¬
graphie H. Elle est d'ordre 26 et contient une surface 6 d'équations

9 ne = 0, {i, k = 0, 1, 2)

lieu des points unis de 1' involution I engendrée par H sur V5.
Les variétés canonique et pluricanoniques de la variété V5

sont d'ordre zéro.

2. Les systèmes linéaires d'hyperquadriques transformées
en elles-mêmes par H sont le premier d'équation

Hxo> xi> •••> %&) H (j>o, yi, y 2) — 0.

où les ifj, ifs' sont des polynômes du second degré et le second
d'équation

ikxiyic — 0, (i = 0, 2, . .., 8 ; k = 0, 1, 2)

Le premier a la dimension 50 et le second la dimension 26.
Rapportons projectivement les hyperquadriques du premier

système aux hyperplans d'un espace linéaire S50 en posant

pXik = XiXk, {i,k = 0, 1, ..., 8)

pYiieyiyjc, («,£ = 0,1,2)

Nous obtenons une variété Vu dont les équations s'obtiennent
en écrivant que les déterminants

I

ik
J

j I
ik

I

sont de caractéristique un. Les premières de ces équations repré¬
sentent une variété de Veronese Mg d'ordre 28 située dans un
espace ct44 à 44 dimensions et les secondes, une surface de Veronese
M 2 d'ordre quatre située dans un espace ct5 à cinq dimensions.

La variété Vn est d'ordre 2 10 et est le lieu des droites s' appuyant
sur les variétés M8 et M2. Elle représente l'involution d'ordre deux
engendrée dans Sn par l'homographie H.

La section de Vn par l'espace S44 intersection des hyperplans
de Su homologues des équations (1) est une variété Q5 image de
l'involution I de V5.

A la surface 9 correspond une surface 6' quadruple pour la
variété Q5.
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3. Considérons l'hyperplan

00 H" 1X1 + ••• + 88 = 0 (2)

passant par le plan (y). Il coupe V5 suivant une surface V4 à

laquelle correspond sur û5 une variété ß4.

D'après le résultat de la seconde note, le système canonique
de cette variété est découpé par les variétés qui correspondent
aux sections de V5 par les

V-oy'o + Piyi + M 2 = 0 (3)

passant par l'espace (x). Les hyperplans (2) et (3) étant certai¬
nement distincts, la variété Q'A ne peut contenir la variété £?4

et le genre géométrique de Q5 est Pff = 0. La variété étant
régulière, on a également Pa = 0.

Le système biadjoint de ß4 est découpé par les variétés Ql
qui correspondent aux variétés sections de V5 par les hyper
plans (2). On en conclut qu'une variété Q"± coïncide avec une
variété i24 et que par conséquent la variété Q5 possède une
variété bicanonique d'ordre zéro. On a P2 — 1.

4. Projetons la variété V5 de l'espace (y) sur l'espace {x). La
variété obtenue a pour équations celles qui se déduisent du
déterminant

?00 roi T 02

9 oi <Pii ?12

9 02 <Pl2 922

en exprimant qu'il est de caractéristique un.
C'est une seconde image de 1' involution I.
La variété Q'à est d'ordre 25 et possède une surface multiple

d'ordre quatre d'équations

<?ik = o. (i, k = 0, 1, 2)

Elle est dépourvue de variété canonique (P9 = Pa = 0) et

possède une variété bicanonique d'ordre zéro (P2 = 1).

Liège, le 22 septembre 1967.
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