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Dans des travaux publiés ces dernières années, nous avons 
entrepris l’étude des involutions doublement infinies, douées 
d'un nombre fini de points de coïncidence, appartenant aux 
surfaces algébriques (*). Nous nous sommes surtout attaché aux 
cas où les surfaces envisagées ont des courbes canoniques ou 
pluricanoniques d’ordre zéro (Pi2=l). C’est ainsi T]ue nous 
avons étudié les involutions de genres un appartenant à une

(•) Voici la liste de nos travaux sur ce sujet:
I. Sur les involutions douées d’un nombre fini de points unis, appartenant 

à une surface algébriques. (Rend. R. Accad. Lincei, 1° sem., 1914.)
II. Mémoire sur les surfaces algébriques doubles ayant un nombre fini de 

points de diramation. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
1914, (3) v.)

III. Mémoire sur les involutions de genres un, appartenant à une surface 
de genres un (première partie). (Annales de l’École Normale Supérieure, 
1914.) La seconde partie de ce travail est en préparation.

IV. Sur les involutions de seconde espèce, appartenant à une surface de 
genres un. (Annales de l’Université de Jassy, 1915.)

V. Sur les involutions appartenant à une surface de genres pa = p9 = 0, 
P6 = 1. (Bull. Soc. Math, de France, 1913.)

VI. Mémoire sur les surfaces algébriques de genres zéro et de bigenre un. 
(Bull. Soc. Math, de France, 1915.)

VII. Exemples de surfaces algébriques de diviseur supérieur à l’unité. 
(Bull, des Se. Math., 1915.)

Nous ajouterons à cette liste deux Mémoires publiés antérieurement 
l’un par MM. Enriques et Severi (Acta Matematiea, 1909), l’autre par 
MM. Baonera et De Franchis (Mem. Soc. Ital. delle Sc., detta dei xl, 1908) 
et qui ont trait tons deux aux involutions de genre P12 = 1 appartenant à 
une surface hyperelliptique (pa = — 1, P4 = pg = 1).
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surface de genres un et les involutions de genres zéro et de 
bigenre un appartenant h une surface de mêmes genres. Pour 
être complet, il était nécessaire d’étudier les involutions de 
genres zéro, bigenre un, appartenant à une surface de genres 
un. C’est celte lacune que nous comblerons ici. Nous établirons 
que:

Les involutions de genres zéro, bigenre un (p„=-= P3 = 0, 1*2 = 1) 
appartenant a une surface de genres un ( n„ = P/. = 1) sont d’or
dres 2, 4, 6, 8 ou 16.

Les tableaux placés à la fin de ce travail résument nos re
cherches sur les involutions de genre Pjg = 1 appartenant aux 
surfaces de genre P^ — t.

Nous supposons connus, dans les cours de ce travail, les rai
sonnements par lesquels on établit les singularités des points 
de diramation des surfaces images des involutions envisagées ici, 
ainsi que ces singularités. On trouvera tous les renseignements 
nécessaires dans nos précédents travaux (*).

Rappelons, avant de commencer, ce que nous désignons par 
involutions de première et de seconde espèce. Une involution 
étant engendrée par plusieurs transformations birationnelles de 
la surface F a laquelle elle appartient (on verra que toutes les 
involutions considérées ici ont cette propriété), ou dira qu’elle 
est de pfemière espèce s’il existe sur F des points invariants 
pour deux au moins des transformations qui ne soient pas puis
sances l’une de l’autre, quelles que soient ces transformations. 
Elle sera dite de seconde espèce dans le cas opposé.

A la fin de ce travail, nous indiquons des compléments à 
deux travaux antérieurs sur le même sujet.

1. Soit F une surface de genres un (pa=P4 = 1) possédant 
une involution I„, d’ordre n et de genres zéro, bigenre un 
(f>a — P3 = 0, P2—I). Soit $ une surface image de Involu
tion I„. On sait que la transformée sur F de la courbe'bicano- 
nique de $, augmentée de deux fois la courbe de coïncidence 
de I„, donne une courbe bicanonique de F. Or, les courbes bi- 
canoniques de F et de $ sont d’ordre zéro, donc la courbe de 
coïncidence de I„ est d’ordre zéro. En d’autres termes, invo
lution I„ ne possède qu’un nombre fini, éventuellement nul, de 
points de coïncidence.

Nous avons démontré qu’une involution appartenant à une

(') Particulièrement dans notre Mémoire des Annales de l’École Nor
male.
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surface algébrique, ne possédant qu’un nombre fini de points 
de coïncidence, est engendrée par un groupe de transformations 
birationnelles de la surface en elle-même (*). Il en résulte que 
l’involution I„ est engendrée par un groupe g, d’ordre n, de 
transformations birationnelles Tj = f, Ta, T3,'. .T„ de la sur
face F en elle-même.

Une involution c/e genres zéro et de bigenre un, appartenant a 
une surface de genres un, est engendrée par un groupe de trans
formations birationnelles de celle surface en elle-même.

2- Nous aurons à considérer, sur F, certains systèmes linéai
res invariants pour les transformations du groupe g. Ces sys
tèmes seront construits de la manière suivante:

Considérons, sur d>, un système |F|, de genre x>3, de 
degré 2x— 2, de dimension x—1 (donc complet), simple et 
dépourvu de points-base (donc les F ne sont pas hyperellipti- 
ques). Aux courbes T correspondent, sur F, des courbes C, de 
degré n(2x -2), de genre n(x—1)+1, appartenant totale
ment à un système complet de dimension n(x— l)-f- 1. Le sys
tème complet | C | est transformé en lui-mème par les transfor
mations du groupe g. Soit en effet C une courbe de |C| non 
transformée d’une courbe P et soit C' une transformée d’une 
courbe F. Une transformation quelconque de g change le fais
ceau linéaire déterminé dans | C | par C el C' en un faisceau li
néaire comprenant encore C' et par suite compris dans | C |.

D’une façon générale, nous supposerons que le système | T | 
est le système des sections hyperplanes de <I>, ce qui revient a 
supposer cette surface normale et simple.

3. Involutions d’ordre premierr — Considérons une involution 
I„ d’ordre premier n et soient P un point de coïncidence (sup
posé existant) de I„, P' le point de diramation correspondant 
sur O.

En suivant pas-à-pas le raisonnement fait dans notre Mémoire 
sur les involutions appartenaîit à une surface de genres un (2), on 
démontre que la surface normale possède, en P', un point 
double abaissant la classe de la surface de n unités. De plus, 
les courbes C, transformées des courbes P et passant par P, 
ont en ce point un point double ordinaire.

(!) L. Godeaux, Sur les involutions douées d’un nombre fini de points unis, 
appartenant à une surface algébrique. (Rend. R. Accad. Lincei, 1er sem.. 
1914.)

(2) Loc. oit., chap. ni.
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Considérons un faisceau de courbes F et appelons S la classe 
effective de <D. L’invariant de Zeulhen-Segre 1 = 8 de $ est 
égal à

8 = S + mjc — 3(2it — 2) — 4,

x étant le nombre des points de coïncidence de I„.
L’invariant de Zeuthen-Segre 1 = 20 de F, calculé à l’aide du 

faisceau de |C| transformé du faisceau de |T| considéré, donne

20 = w S-j-# — 3n(2 7t — 2) — 4.

De ces deux formules, on déduit

(»*—l)j?»12(n —2).

On a donc, nécessairement, n = 2, x=Q.
Une involution d’ordre premier et de genres zéro, bigenre un, 

appartenant a une surface de genres un, est nécessairement d’ordre 2 
et est dépourvue de point de coïncidence.

Notons, ce qui nous sera utile dans la suite, que M. Enriques 
a montré qu’inversement : (4)

Une su? face de genres zéro, bigenre un, est toujours l’image 
d’une involution d’ordre deux, appartenant à une surface de genres 
un.

4. Théorème sur la composition des involutions. — Nous allons 
■ former une suite de surfaces.

(I) <J>o = F, 0»,........... ........... =

£ étant le nombre des facteurs premiers de n, telle que l’on 
passe d’une surface (I>/, à la précédente par une transfor
mation rationnelle dans un seul sens (1, nf), d’ordre premier nj. 
Nons montrerons que l’on peut toujours construire cette suite 
de telle manière que les surfaces 3>i, ..., soient de genres 
un.

Considérons, dans le groupe g, une transformation de pé
riode première ni, et soit une surface image de l’involution 

t* • d’ordre ni engendrée par cette transformation. L’involution In

(*) F. Enriques, Un’osservazzione relativa aile superficie di bigenere uno- 
(Rend. R. Accad. di Bologna. 13 genn. 1908.)
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étant composée avec l’involution d’ordre ni dont il vient d’être
71

question, il lui correspond, sur <I>i, une involution d’ordre---.

En opérant sur cette involution comme on a opéré sur I„, et 
ainsi de suite, on arrivera à une suite de surfaces $a = F, $1,
. . ., <P/;, = telle que l’on passe de l’une à la précé
dente par une transformation rationnelle d’ordre premier.

Soit $/( (&<s) la première surface de la suite qui soit de 
genres zéro et de bigenre un. Sur la surface de genres un, 

il existe une involution I" d’ordre premier nk nécessaire
ment égal à 2, dont est l’image, et une involution I' dont $ 
e^t l’image. Cette dernière involution est évidemment composée 
avec I" et son ordre est donc pair ; nous indiquerons cet ordre 
par 2 v.

L’involution I' est engendrée par un groupe g1 de transfor
mations birationnelles de $/,_i en elle-même et ce groupe com
prend une transformation 6'' d’ordre 2 engendrant 1''. Considé
rons une transformation de g1, d’ordre premier v', différente 
de O'1. Cette transformation engendre une involution I", d’or
dre v', possédant un certain nombre x1 de points de coïnci
dence, et dont nous indiquerons par <!>'/< une image. A l’involu- 
tion I"' correspond, sur une involution d’ordre v', possédant

— x1 points de coïncidence, qui est évidemment de genres zéro

et. de bigenre un. 11 résulte de nos recherches (pie x' n’est

pas nul (*) et que, par suite, la surface <ï>'k est de genres un (2).
Dans la construction de la suite (1), nous eussions pu pren

dre, au lieu de <5/-, la surface <D'& et la suite, continuée par des 
surfaces . . ., <De eût contenu au moins une surface
de genres un de plus. On en conclut que l’on peut construire 
la suite (1) de manière que les surfaces (£>i, . .., <DS_i soient de 
genres un. Cela revient à dire que l’involution I„ est composée

au moyen d’une involution d’ordre — n et de genres un.

Nous savons qu’une involution de genres un appartenant a 
une surface de genres un est d’ordre ^2* 3P (a<^4, (3<]2)(3); 
par conséquent, on a n = 2ÎZ+1 3P.

Les involutions de genres zéro et de bigenre un, appartenant à

(!) Voir notre Mémoire du Bull, de la Soc. Math de France, loc. cit.
(2) Voir notre Mémoire des Annales de l’Ecole Normale, loc. cit.
(3) Voir notre Mémoire des Annales de l’Ecole Normale, loc. cit.
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une surface de genres un, sont d'ordre 2*113? U sont composées 
au moyen d’involutions de genres un et d’ordre 2,J-3P.

5. Existence d’une deuxieme involution sur la surface F. — La
surface de genres un contenant une involution d’ordre
deux et de genres zéro, bigenre un, possède nécessairement en 
outre une seconde involution d’ordre deux également, mais de 
genres un ('). Désignons par 'F une surface de genres un image 
de cette involution. A un point de 'F correspondent 2«+43^ 
points de F et les ce2 groupes de 2(Z+13P points ainsi obtenus 
forment une involution dont toutes les propriétés sont con
nues (2).

Si une surface de genres un contient une involution de genres 
zéro et de bigenre un, elle en contient une de geni es un et de même 
ordre.

Nous désignerons par I„ Finvolution de genres zéro et de bi
genre un, par I'„ celle tie genres un, existant sur F, par g, g1 
respectivement les groupes générateurs de ces deux involutions.

Les groupes g, g\ sont des sous-groupes d’un groupe d’or
dre 2C!+23P. En effet, nous avons démontré, dans Je travail cité 
plus haut, que si une surface de genres un possède une invo
lution d’ordre deux et de genres zéro, bigenre un, elle en pos
sède une autre d’ordre 2 et de genres un, et ces deux involu
tions en forment une d ordre 4, rationnelle. On en déduit que 
les involutions I,,, F,, font partie d’une involution rationnelle 
d’ordre 2n, ce qui démontre notre assertion.

Les transformations générahices des involutions J„, I'n forment 
un groupe d’ordre 2 n engendrant une involution rationnelle

Nous allons examiner successivement les involutions des dif
férents ordres; nous savons, par nos recherches sur les involu
tions de genres un appartenant à une surface de genres un, 
que Ion a n—2, 4, 6, 8, 12, 16. Nous laisserons de côté l’in- 
volution d’ordre 2, qui est bien connue.

6. Involutions d'ordre 4.—-Les involutions L peuvent être 
cycliques ou abéliennes (c’est-à-dire engendrées par un groupe 
abélien), mais elles ne peuvent posséder de points de coïnci
dence quadruples, car alors, Finvolution d’ordre deux et de 
genres zéro, bigenre un, appartenant à la surface $t, posséde
rait des points de coïncidence, ce qui est impossible.

C) L. Godeaüx, Sur les surfaces de genres zéro et de bigenre un — loc. cit. 
(2) Notre Mémoire des Annales de l’Ecole Normale, loc. cit.



Entre la surface. et la surface F existe une correspondance 
(1, 2) ayant 8 points de diramation sur $i. L’involution L pos
sède donc, sur F, quatre groupes formés de points de coïnci
dence double. La surface $ possède quatre points de dirama
tion qui sont, comme on sait, quatre points doubles coniques.

Si l’involution I4 est de seconde espèce, c’est-à-dire engen
drée par#deux transformations 6i, 62 n’ayant aucun point inva
riants communs, elle est abélienne, c’est-a-dire que I on a 

= 0^01 - Une seule des trois transformations ôi, 62, Ôi 02 en
gendre une involution de genres zéro et de bigenre un.

Les involutions d’ordre 4 et de genres zéro, bigenre un, appar
tenant a une surface de genres un, sont cycliques ou abcliennes ; 
dans chaque cas elles possèdent quatre groupes formés de deux points 
de coïncidence double.

Nous donnerons actuellement un exemple d’une surface de 
genres un possédant une involution cyclique d’ordre 4, de 
genres 0 et de bigenre un.

Considérons la surface du quatrième ordre

i
ffïOOO'Z't4 + "0400 4T-24 -f "00W X^ + "0004 XtJ* + «20:0 X? xtf 

-f "0202 4T-22 ,n2 + "2l0i X{^ X%Xi + "1210 "T X<?Xi 

-|- "oi2i x% x$ Xi -f- awwXiXzXi* = 0.

Elle est transformée en elle-même par l’homographie cyclique 
de période 4

x\ : x\ : x'% : x\ = .ri : ix<2 : — #3 : — ix4.

Cette transformation engendre, sur la surface (I), une invo
lution d’ordre 4 n’ayant que des points de coïncidence double 
(aux points de rencontre de la surface et des droites X{—Xi = 0, 
X2 = xi=--0)\ cette involution est donc bien de genres 0 et de 
bigenre un.

Nous avons d’autre part construit implicitement des surfaces 
de genres un contenant une involution d’ordre 4, de genres 0 
et de bigenre I. Nous avons en effet indiqué les conditions né
cessaires et suffisantes pour qu’une surface de genres 0, bi
genre 1, O, soit l’image d’une involution d’ordre deux apparte
nant à une surface de mêmes genres (*), Cette surface 3>'i (i)

(i) Voir nos Mémoires des Annales de Toulouse et du Bull, de la Soc. 
Math, de France.
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est elle meme, d après un lheoreme de M. Emiques rappelé 
plus haut, l’image d une involution d’ordre deux appartenant 
a une surface F de genres un. Celle surface contient, comme 
on le voit aisément, une involution abélienne d’ordre 4 dont $ 
est l’image.

7. Involutions d’ordre 6. — Supposons tout d’abord, que (’in
volution Ig soit cyclique, et soit T la transformation birationnelle 
de F en elle-même engendrant I6. T2 engendre une involution 
d’ordre 3 dont la surface image est certainement de genres
un.

L involution 16> d ordre 6 et de genres un, est nécessaire
ment engendrée par T2 et par une transformation 0 de période 
deux. Cette dernière engendre évidemment une involution de 
genres un. Il existerait donc, sur F, une involution de genres 
un, de 2e espèce et d’ordre 6. Cela est impossible (voir ta
bleau 1), donc le ne peut être cyclique.

Supposons maintenant l’involution Ig engendrée par deux 
transformations T), Ta, respectivement de période 2, 3. On 
voit aisément que l’involution engendrée par Tj est de genres 0 
et de bigenre un, celle engendrée par Ta de genre un. De plus, 
on a soit I| I a = TaT), soit fj Ta = T22T(, c’est-à-dire que 1 ’in
volution Ï6 est abélienne (les deux cas sont au fond équivalents). 
Soit maintenant 0 la transformation engendrant, avec Ta, l’invo- 
lution I'g. Comme l’involution I'6 ne peut être de seconde es
pèce, elle est cyclique et par suite, il existe une transforma
tion 0' telle que Ta = 6 -, 0 = 0'3.

L’involution 16 possède trois groupes formés de deux points 
de coïncidence triple (invariants pour Ta).

Un involution d ordre 6, de genres zéro et de bigenre un, appar
tenant a une surface de genres un, est abélienne et possède trois 
groupes formés de points de coïncidence triple. La surface de genres 
un possède une involution cyclique d’ordre six et de genres un.

La surface $, image de Ig, possède trois points de diratnation 
triple qui sont des points doubles biplanaires ordinaires.

8. Involutions d ordre huit. — Passons à l’étude des involu
tions d’ordre huit et commençons par déterminer les nombres 
de points de coïncidence d’une telle involution.

Remarquons tout d’abord que Is ne peut posséder de coïn
cidence octuple, car cela entraînerait l’existence de coïncidences 
pour l’involution d’ordre deux, de genres zéro et de bigenre un 
existant sur la surface <Da, de genres un. Partant de là, Is ne 
peut posséder que des points de coïncidence double ou qua-



9

druples. Désignons respeetivemente par 4 Xï, 2x4 les nombres 
de ces points. En appelant S la classe effective de $ et en cal
culant l’invariant de Zeuthen-Segre I = 8 de cette surface au 
moyen d’un faisceau de sections hyperplanes T, on trouve (4)

S + 2 X2 -+- 4 X4 — 3 (2 7t — 2) = 12.

De même, pour F on a

8 S -f- 4 Xi + 2 X4 — 24 (2 x - 2) = 24.

L’élimination de S et de it donne

2 xa -j- 5 X4 = 12,
c’est-à-dire :

a) xa = 1, X4 = 2, ou
b) X2 = 6, X4 = 0.

Le groupe g, générateur de l’involution Is, peut être:
1° cyclique.
2° engendré par deux transformations de période 4.
3° engendré par une transformation de période 4 et d’une 

autre de période 2.
4° engendi'é par trois transformations de période 2.

Nous examinerons successivent ces différents cas.
Premier cas. — Si l’involution est cyclique, donc engendrée 

par une transformation T de période 8, l’involution I'g, de 
genres un, et engendrée par T2, de période 4 et par une trans
formation 6, nécessairement de période 4 également (voir ta
bleau I) (2). L’involution Ig possède quatre points de coïnci
dence quadruple et quatre points de coïncidence double. On 
a T4=02.

Deuxième cas. — Lorsque l’involution Is est engendrée par 
deux transformations Tj, Ta toutes deux de période 4, I'g est 
nécessairement engendrée par l’une, Ti, de ces transformations 
et par une deuxième transformation, 6, de période 4 également. 
L’involution d’ordre 4, engendrée par Ta, est nécessairement 
de genres zéro et de bigenre un. On a Ti2 = Ta2 = 02 et l’invo- 
lution Ig possède quatre points de coïncidence quadruple et 
4 points de coïncidence double.

Troisième cas.— Soient respectivement Tj, Ta les transforma-

0) Voir, pour les calculs analogues, nos travaux antérieurs déjà cités. 
(2) Et la note jointe à ce travail.



10

tions de période 2, 4 engendrant Is. L’involution engendrée 
par une de ces transformations est de genres un, celle qui est 
engendrée par l’autre est de genres zéro, bigenre un.

Lorsque Ti engendre une involution de genres zéro et de 
bigenre un, Is possède quatre points de coïncidence double et 
quatre points de coïncidence quadruple. I's est engendrée par 
T2 et par une transformation 6 de période 4. On a T22 = 02, 
T,T2* = T22Ti et soit TiT2=T2Ti, soit TiT2 = T23Ti-

Lorsque Ti engendre une involution de genres un, Is possède 
24 points de coïncidence double. I's est engendrée par Tj, T22 
et une troisième tranformatjon 6 de période 2. On'a TiT22=T22Ti 
et soit TiT2 = T2Tj, soit TiT2=T23Ti.

Quatrième cas. — Si Is est engendrée par trois transforma
tions Tj, T2, T3 de période 2, on a évidemment TiT2 = T2Ti, 
Ti T3 = T3Ti. Is possède 24 points de coïncidence double et I's 
est engendré par T2, T3 et une transformation 6 de période 2. 
Des trois transformations Ti, T2, T3, Ti seule engendre une in
volution de genres zero, bigenre 1 ; les autres engendrent des 
involutions de genres un.

En résumé :
Les involutions d'ordre huit et de genres zéro, bigenre un, appar

tenant a une surface de genres un, peuvent être:
a) cycliques.
b) composées au moyen de deux involutions d'ordre 4 dont l’une 

est de genres un, l'autre de genres zéro et de bigenre un.
c) composées au moyen d’une involution d’ordre 4 et de genres 

un, et d’une involution d’ordre 2, de genres zéro et de bigenre un.
d) composées au moyen d’une involution d’ordre 2 et de genres 

un, et d'une involution d'ordre 4, de genres 0 et de bigenre un.
e) composées au moyen de trois involutions d'ordre deux, l’une 

de genres zéro, bigenre un, les deux autres de genres un.
Dans les trois premiers cas, l’involulion possède quatre points de 

coïncidence quadruple et quatre points de coïncidence double; dans 
les deux derniers, vingt-quatre points de coïncidence double.

9. Involutions d'ordre 12.— Considérons la suite de surfaces 
4>o = F, <Di, $2, $3 = <D relative à 112. Ainsi qu’on l’a établi, on 
peut toujours supposer que <D2 est de genres un. Par suite, 
entre $ et $2 la correspondance a l’indice 2 et on voit que tl>2 
représente une involution d’ordre 6 et de genres un, apparte
nant a F. Cette involution est cyclique (tableau I). D’autre part, 
l’involution Ii2 ne peut être cyclique car il ne serait de même 
de l’involution d’ordre 6 appartenant à <D| et dont 3> est l’image, 
ce qui est impossible (§ 7). Ii2 est donc engendrée par deux



transformations: l’une Ti, est de période 6 et l’autre T®, de pé
riode 2 ou 4, engendre une involution de genres zéro et de 
bigenre un.

L’involution ï'ja est engendrée (voir tableau I) par Tj et par 
une transformation 6, de période 4, telle que Tt3 = 02.

Supposons en premier lieu que T2 ait la période 2. Il existe, 
sur F, trois involutions: It2, engendrée par Ti et Ta, I'l2 en
gendrée par Tj et d ; et une troisième involution rationnelle, 
engendré par T2 et 6. Ces trois involutions en composent une 
quatrième, rationnelle, d’ordre 21. Les pointe de F qui sont à 
la fois conjugués pour T2 et 6 soint des points de coïncidence 
pour cette involution d’ordre 24. La courbe de coïncidence, 
lieu de ces points, passe par les points de F invariants pour Ti. 
L’involution Ii2 possède un groupe formé de 2 points de coïn
cidence 6-uple, un groupe formé de 4 points de coïncidence 
triple et un groupe formé de six points de coïncidence double.

Supposons ensuite que I’2 ait la période 4. On a, nécessaire
ment, T(3 = T22. Alors, sur la surface qui représente l’involu
tion de genres zéro et de bigenre un image de l’involutiôn en
gendrée par T2 sur F, il existe une involution d’ordre trois 
possédant trois points de coïncidence triple. Sur la surface de 
genres un, image de l’involution engendrée par Ti2, il existe 
une involution d’ordre 4 qui doit posséder huit points de coïn
cidence double. Or, cette involution n’en possède actuellement 
que six, à savoir deux dans le domaine du premier ordre de 
chacun des points correspondant aux coïncidences sextriples, 
et deux correspondant aux deux groupes formés de coïncidences 
doubles. La seconde hypothèse est donc à rejeter.

Les involutions d’ordre doute et de genres zéro, bigenre un 
appartenant a une surface de genres un, sont engendrées par une 
transformation de période 6 et par une transformation de période 2. 
La première engendre une involution de genres un, la seconde une 
involution de genres zéro, bigenre un. Chacune de ces involutions 
possède trois groupes formés de points de coïncidence respectivement 
sexuple, triple et double.

On voit aisément que l’on a soit T2Ti = T(T2 soit T2Ti = Ti5T2.

10. Involutions d'ordre 16. — Considérons une involution Ijo 
d’ordre 16 et la suite de surfaces Oo = F, <D2, $3, $4 = $ 
toutes, sauf (D, de genres un.

L’involution d’ordre 8 et de genres un, appartenant à F et 
dont- $8 est l’image, ne peutt être de première espèce, car le 
nombre des points de diramation de même ordre sur $3, doit 
être pair (voir tableau I). Par suite, celte involution est engen-



12

drée par trois transformations T|, Ta, T3, de période 2. Cette 
involution d’ordre 8 possède 14 groupes formés de points de 
coïncidence double. On a TtT-2 = T2T1, T(T3 = T3Tj.

Deux cas peuvent se présenter :
a) le groupe g, générateur de Ii6, est engendré par T[, Ta, T3 

et une transformation T4, involutive, engendrant une involution 
de genres zéro, bigenre un. On a dans ce cas TiT4 = TiTi, 
T2T4 = T 4Ta, T3T4 = T4T3, c’est-à-dire que l’involution It6 est 
abélienne. La surface $ a sept points de diramation double.

b) le groupe g est engendré par Ti, Ta et une transforma
tion 0, de période 4, engendrant une involution de genres 0, 
bigenre un, telle que ÉP = T3. La surface $ a sept points de 
diramation double.

Les involutions d'ordre 16, de genres zéro, bigenre un, apparte
nant a une surface de genres un, possèdent sept groupes formés de 
8 points de coïncidence double. Elles sont engendrées soit par quatre 
transformations involulives, formant un groupe abélien, soit par 
deux transformations involulives et une transformation de période 
quatre. Dans le premier cas une des transformations engendre une 
involution de genres zero et de bigenre un. Dans le second cas, c est 
la transformation de période quatre.

11. Conséquence des résultats précédents. — On peut conclure 
de ce qui précède le théorème suivant :

Les involutions de genres zero, bigenre un, appartenant à une 
surface de genres un, sont d’ordres 2, 4, 6, 8, 12 et 16.

De ce résultat en découle un autre concernant les involutions 
de genres zéro, bigenre ün, appartenant à une surface de mêmes 
genres.

Considérons une involution d’ordre n et de genres zéro, bi
genre un, In, appartenant à une surface de mêmes genres. 
D’après un théorème de M. Enriques déjà invoqué au début de 
?e travail, T" représente une involution d’ordre deux apparte
nant à une surface F de genres un. Il en résulte que F possède 
une involution Ia„, d’ordre 2n et de genres zéro, bigenre un. Nous 
venons de montrer que 2n = 2, 4, 6, 8, 12 ou 16. Or, nos pre
mières recherches sur les involutions de genres pa=P3 = 0, lb= 1 
sur des surfaces de mêmes genres, nous avaient conduit à n — 2, 
3, 4, 6, 8 ou 9. On voit donc que l’on 11e peut avoir 71 = 9, donc :

Les involutions de genres zéro, bigenre un, appartenant a une 
surface de mêmes caractères, sont d'ordres 2, 3, 4, 6 ou 8.

12. Note sur les involutions de genres un appartenant h une 
surface de genres un.—Nous avons conclus, dans notre petite
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note publiée dans les Annales de l’Université de Jassy et citée 
plus haut, à l’existence d’involulion« d’ordre 8, de seconde 
espèce et de genres un, appartenant à une surface de genres 
un, engendrées par une transformation de période 4 et une de 
période 2. On peut voir que de telles involutions ne peuvent 
pas exister.

Soit, sur une surface F de genres un, Is une involution en
gendrée par deux transformations Tj, T2, respectivement de 
périodes 4, 2, et qui soit de genres un. Cette involution pos
sède, comme nous l’avons vu, quatre points de coïncidence 
d’ordre 4, 36 d’ordre 2. Mais alors, l’involution d’ordre 4 
appartenant h la surface image de l’involution engendrée par T 2 
ne possède que deux points de coïncidence quadruple, puisque 
Ta ne laisse invariant aucun point invariant pour Tj, I8 étant de 
seconde espèce. Cela est impossible, donc Is n’existe pas.

Une involution de seconde espèce d’ordre huit et de genres un, 
appartenant a une surface de genres un, est abélienne et n’est com
posée avec aucune involution cyclique d!ordre quatre.

Ramscappelle (Nieuport), 12 Novembre 1915.

TABLEAU I

Involutions de genres un appartenant à une surface de genres un

O
rd

re

Es
pè

ce

Périodes
des

transformations
Nombre de groupes 

formés de points 
de coïncidence d’ordre Caractères

du groupe générateur 
de l’involution

♦T, T, Ts T, 2 3 4 6 8 J2

2 1 2 _ _ _ 8 _ _ _ _ _ Cyclique.
3 1 3 - - 6 - - - - Cyclique.
4 1 4 - - 2 - 4 - - - Cyclique.
4 2 2 2 - - 12 — 0 — - - Abélien.
6 1 6 - - - 2 2 - 2 - - Cyclique.
8 1 4 4 - - 0 - 3 - 2 - Ti_1 TjT, = Tj-1
8 1 4 3 - - 1 . - 0 - 4 - T(_1 T2T( = T2~‘
8 2 2 2 2 - 14 - 0 - 0 - Abélien
9 2 3 3 - - - 8 - - _ - Abélien

12 •1 4 3 - - 0 1 2 0 - 2 T r1 T2T, = T,"1
16 2 2 2 2 2 15 0 — 0 — Abélien
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TABLEAU II

Involutions de genres zéro, bigenre un, 
appartenant à une surface de genres zéro, bigenre un

O
rd

re

Es
pè

ce

Périodes
des

transformations

Nombres de groupes 
formés de points 

de coïncidence d’ordre Caractères 
du groupe générateur

T, Ti T, 2 3 4 6

2 1 2 _ _ 4 _ _ Cyclique
3 1 3 - - - 3 - - Cyclique
4 1 4 - - 1 - 2 - Cyclique
4 2 2 2 - 6 - r — Abélien
6 1 G - - 1 1 - 1 Cyclique
8 2 2 2 2 7 — “ “ Abélien

TABLEAU III

Involutions de genres zéro
et de bigenre un appartenant à une surface de genres un

O
rd

re
s

Es
pè

ce
s

Périodes
des

transformations

Nombre 
de groupes 

formés de points 
de coïncidence 

d’ordre Caractères du groupe générateur 
de Pinvolution

T, T, Ts T, 2 3 4 6

2 i 2 _ _ _ 0 _ _ _ Cyclique
4 î 4 - - * 4 - 0 - Cyclique

«4 2 2 2 - - 4 - 0 - Abélien
6 2 2 3 - - 0 3 - 0 T,T,=T,T, ou T,T2—T2!Tj
8 1 8 - - - 1 - 2 - Cyclique
8 2 4 4 - - 1 — 2 - H "*

N
9

II £3 ès
S

8 2 2 4 - - 1 - 2 - T,T2=T,T, ou T1T2 = T23T,
8 2 2 4 - - 6 - 0 - T,T,*=T»*T„ T,T,=T2T, ou T23T,
8 2 2 2 2 - 6 - 0 - Abélien

12 2 6 2 - - 1 1 0 1 T*Ti=T|T2 ou T2T, = T,5T2
16 2 2 2 4 - 7 - 0 - T1T32 = T32T1, T2T32 = T32T2
16 2 2 2 2 2 7 - 0 - __ Abélien


