
SUR LES INVOLUTIONS
APPARTENANT A UNE SURFACE DE GENRES />„ = /».. = o, Pc = i ;

Paii M. Lucien Godeaux.

Il y a quelques années, MM. Enriques et Severi d'une part ('), 
MM. Bagnera et De Franchis d’autre part (2), ont montré que les 
involutions de genres pa — P4=i existant sur une surface de 
Jacobi ou de Picard (pa — —i,p^=P4=i) ont l’ordre égal à 
2a3P(x5:3, [3^ i), complétant ainsi les belles recherches de 
MM. Picard, Humbert et Traynard sur les surfaces hyper- 
elliptiques. En m’appuyant sur un théorème de M. Enriques, 
d’après lequel une involution de genres pa = P*= i, existant sur 
une surface de genres pa = P., = i, est cyclique ou composée avec 
une involution cyclique, j’ai démontré récemment que l’ordre 
d’une pareille involution ne peut avoir comme facteurs premiers 
que 2 et 3 (3). J’ai remarqué depuis qu’un résultat analogue pouvait 
s’obtenir pour les involutions de genres pa — Pg— °) P«= i exis
tant sur une surface de mêmes genres pa=p„ — o, P0 = i. C’est 
ce que je me propose d’exposer ici.

Au moyen d’un raisonnement déjà employé une première fois 
par MM. Enriques et Severi (4), une seconde fois par M. En
riques (5), j’établirai tout d’abord le théorème suivant :

Théorème I. — Etant donnée sur une sur face algébrique une 
involution I„, d'ordre n, n'ayant qu'un nombre fini de points 
de coïncidence, s'il est possible de trouver sur cette surface un 
système complet { C j, simple, dépourvu de points-bases, tel que

(') Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques ( Acta Mathemalica, t. XXXII 
et XXXIII, 1909) (Prix Bordin, 1908).

(’) Le superficie algebriche le quali ammetlono una rappresentazione 
paramelrica mediante funzioni iperellitticke di due argomenti ( Memorie 
delta Società italiana dette Scienze, 3' série, t. XV, 1908).

(3) Sur les involutions de genres un existant sur une surface de genres un. 
(Bull, de l’Acad. B. de Belgique, 1913).

(*) Loc. cit., t. XXXII, p. 333 et suiv.
(5 ) Suite trasformazioni razionali delle superficie di genere uno (Rend. 

R. Accad. di Bologna, mars 1910 ),
G.



les courbes, transformées des C au moyen de la correspondance 
(n — i, n — 1) définie par 1„, appartiennent à un système con
tinu de dimension supérieure à celle de { C j, Vinvolution I„ est 
cyclique ou composée avec une involution cyclique.

J’applique ensuite ce théorème aux involutions appartenant à 
une surface de genres Pa = Pg— °, Pc— C en laissant de coté les 
involutions rationnelles. En profitant des recherches de M. Enriques 
sur ces surfaces ('), j’établis que :

Théorème II. — Une involution de genres pa —pg = o,P#=i., 
existant sur une surface de genres pa—pg— o,P„=i, 
est cyclique ou composée avec une involution cyclique.

Considérant le cas particulier où l’ordre d’une pareille involu
tion est un nombre premier p, j’établis que p = a ou p= 3. 
Par suite :

Théorème lit. — L’ordre d'une involution de genres 
pa — pg = o, 1*0=1, existant sur une surface de mêmes 
pentespa — pg= o, Pc= i, n’admet comme facteurs premiers 
que i et 3.

J'établis ensuite les deux théorèmes suivants :

Théorème IV. — Si sur une surface de genres pa=pg — o, 
Pc = i, il existe une involution d’ordre 2 et de mêmes genres, 
on peut prendre comme surface représentative de cette involu
tion une surface du sixième ordre passant doublement par 
les arêtes d’un tétraèdre et possédant, en outre, quatre points 
doubles coniques.

Théorème V. — Si sur une surface de genres pa—pg — o, 
Po = i, il existe une involution d’ordre 3 et de mêmes genres, 
on peut prendre comme surface représentative de 1'involution 
une surface du sixième ordre passant doublement par les arêtes 
d’un tétraèdre et possédant, en outre, trois points doubles 
biplanaires ordinaires.

\. Soit, sur une surface algébrique F, une involution I„,

(‘) Sopra le superficie algebriche di bigenere uno (Memoric della Société 
ilaticnut dette Scterne [delta dei XL], 3* série, t. XIV, 1906).
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d ordre n, ne possédant qu’un nombre fini (^o) de points de coïn
cidence. Cette involution I„ détermine, entre les points de la sur
face F, une correspondance (/? — i, n — i).

Supposons que, sur la surface F, il soit possible de trouver un 
système complet {Cj, simple, dépourvu de points-bases, tel que 
les courbes K, qui correspondent aux courbes C dans la corres
pondance ( ri — î , n — i) définie par I„, appartiennent à un système 
continu complet jK.j, de dimension supérieure à celle de jCj. 
Nous allons montrer que, dans ces conditions, supposer que les 
courbes K sont irréductibles conduit à une absurdité.

Considérons une courbe K, du système { K. j qui ne soit pas la 
conjuguée d une C au moyen de 1„ [c’est-à-dire de la transforma
tion (n i, n — î) définie par I„ ]. Soit L la courbe qui correspond 
à K| au moyen de \n. Pour fixer les idées, supposons qu’un groupe 
de I„ appartenant à la courbe composée K, + L ait exactement /«- 
de ses points sur K,. On a certainement k < n — i, sans quoi la 
courbe L appartiendrait au système j Cj, alors qu’on a supposé le 
contraire. La courbe L sera d’ailleurs généralement irréduc
tible.

baisons varier la courbe Kt d’une manière continue dans le sys
tème j K. j. Lorsque K, coïncidera avec une courbe K conjuguée 
d une C au moyen de IH, la courbe L se décomposera, elle se 
réduira précisément à la courbe (n — /«•) K -)- C. Mais, d’après une 
observation faite par MM. Enriques et Severi (<), une pareille 
réduction de la courbe L n’est possible que si la courbe C contient 
les points de coïncidence de I„. Or, cela n’a pas lieu, en général, 
puisque le système j C j est dépourvu de points-bases et que I„ n’a 
qu’un nombre fini de points de coïncidences. L’absurdité à laquelle 
nous sommes parvenus prouve que la courbe K. est réductible 
quelle que soit la courbe G choisie.

Si les courbes K ne sont pas réductibles en n— i courbes, ou 
recommencera le raisonnement précédent sur chaque partie de 
courbe K. sur laquelle se trouvent plusieurs points d’un même 
groupe de I„, et 1 on parviendra de même à une absurdité.

Il s’ensuit que les courbes K sont réductibles en n — i courbes. 
Par suite, 1 involution I„ est cyclique ou composée-avec une invo
lution cyclique.

C) l.oc. cil., t. XXXII, p. 33j.



2. Supposons epic la surface F et i involution I,, soient toutes 
deux de genres pa — Pg—°i i^o = 1 • Nous allons déduire du théo
rème 1 qui vient d’être établi que dans ce cas, ]« est cyclique ou 
composée avec une involution cyclique; mais, auparavant, nous 
rappellerons brièvement les principales propriétés d une surface 
de genres Pu — Pg — °, Fo=t) propriétés établies par M. En

riques (1 ).
Une surface de genres pa = pg = o, Pc = i est dépourvue de 

courbes (zi — i)-canoniques, elle possède les courbes a «'-cano
niques d’ordre zéro. On a donc pour une telle surface

et, de plus, pa= o, /a*11 = i • Un système linéaire complet ] C |, de 
genre tz ]> i, a le degré 271 — 2 et la dimension tt — i. H admet un 
système adjoint | C'| de mêmes caractères. On a 2CS2C. Si le 
système est irréductible, il n’admet des points-bases que si ses 
courbes sont livperellipliques, et alors ces points-bases sont 
simples et au nombre de deux. Il existe toujours un système linéan e 
de genre 4, de courbes non hypere" _ _ es, de sorte que l’on
peut prendre comme modèle projectif d une surface de genres 
pa— pg — o, P0=i une surface d’ordre 6 de S3 passant double
ment par les arêtes d’un tétraèdre (2).

Revenons à (’involution l„ donnée sur F. Soit <F une surface 
représentative de l’involution, c’est-à-dire une surface en corres
pondance (1 ,n) avec F, les n points correspondant à un même 
point de (f> formant un groupe de I„.

Pour appliquer le théorème I au cas actuel, le premier point à 
établir est que cette involution ne possède qu’un nombre fini de 
coïncidences. Supposons qu’elle puisse en avoir une infinité, for-

(1) Sopra le superficie di bigenere uno {loc. cit.). — Voir aussi le Mémoire île 
M. Fano : Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno, e loro cast parti- 
cotari (Rend. Cire. Matem., t. XXIX, Palermo, 1910).

(2) Nous 11e rappelons ici que les propriétés qui nous sont nécessaires pour la 
suite, car l’analyse des surfaces de genres p,~ Ps— °- ï>6=1 a poussée très 
loin par M. Enriques. Ce géomètre a notamment attiré l'attention sur les trans
formations Irrationnelles non périodiques de la surface en elle-même. Nolons 
encore ce théorème de M. Fano, d’après lequel le lieu des droites de S3 apparte
nant à X1 quadriques d'un réseau sans points-bases, est une congruence d’ordre •>, 
de classe 7, et de genres />„ = ps = o, P6 = 1.

44
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maiit une courbe D. D’après un théorème de M. Enriques ('), la 
transformée d’une courbe bicanonique de <ï> (qui est d’ordre 
zéro), augmentée de aD, donne une courbe bicanonique de F. 
Si D existe, F aurait une courbe bicanonique d’ordre non nul, ce 
qui est impossible. Donc, l’involution I„ a au plus un nombre fini 
de points de coïncidence.

Le second point à établir est l’existence sur F d’un système 
complet, simple et sans points-bases, dont la dimension soit infé
rieure à celle du système complet auquel appartiennent (comme 
courbes totales) les transformées au moyen de \„ des courbes du 
premier système. Il est facile devoir que tout système simple de 
courbes non byperelliptiques satisfait à ces conditions. Soit, en effet, 
un système complet (donc linéaire) |C|, simple, de courbes non 
liyperelliptiques, de genre 7:>2. Ce système est donc dépourvu 
de points-bases. Indiquons par K les courbes transformées des C 
au moyen de I„, par £ le genre de ces courbes. Entre une C et 
la K correspondante, on a une correspondance ( 1, n— 1); la for
mule de Zeuthen donne

$ —i = «(n —i)-

Considérons le système complet { K. j. Ce système ne sera, en 
général, pas linéaire, parce que les courbes K pourront avoir des 
points multiples variables. Les courbes de | K. \ infiniment voisines 
d’une K. générique, découpent sur celle-ci la série caractéristique 
complète (-). Or, cette série caractéristique est d’ordre 2 £ —■ 2 et 
de dimension £—2. Par suite, le système jlv| a au moins la 
dimension £ — 1 et celle-ci est supérieure à la dimension tc—1 
de | C |, car n > 1.

Le théorème I est donc applicable au cas actuel et l’involution I„ 
est cyclique ou composée avec une involution cyclique. Le théo
rème Il se trouve donc établi.

3. Nous allons faire voir que, pour démontrer le théorème 111, 
c’est-à-dire que pour démontrer que l’ordre n de I„ n’admet (*)

(*) liicerche di Geometria sulle superficie algebriche (Memorie della /l, 
Àccad. di Torino, 2e série, t. XLIV, 1893).

(2 ) Enriques, Sulla proprietà caratteristica delle superficie algebric/te irre- 
golari ( Rend. II. Accad. di liologna, décembre ip«4).-



comme fadeurs premiers que 2 et 3, il suffit de prouver que si 
l'on a une involution I,, d’ordre premier p et de genres pn — pg — o, 
l’o= 1 sur une surface également de genres pa — pg = o, 
1% = 1, p est égal à 2 ou 3.

Posons n — p, p* ... pa, les nombres p,, p-,, . >.,paé tant pre
miers. Supposons que l’involution I„ est composée avec une invo
lution cyclique Ir, où /• =p,p., ... pp ([3<a). Soit une surface 
représentative de {’involution Ir. Entre et F on a une corres
pondance ( 1, /•) et entre <I> et «tp une correspondance ( 1 ,pp+1 ... pa)• 
On en conclut que la surface <t»p a les genres pa = Pg = o, P0= 1, 
car l’irrégularité, le genre géométrique et les plurigenres d’une 
surface sont respectivement supérieurs ou égaux à l’irrégularité, 
au genre géométrique et aux plurigenres d’une involution donnée 
sur cette surface.

D’après ce que nous avons vu, il existe sur F une transformation 
birationnelle T, de période /•, qui engendre Ir. La transforma
tion T/’p engendre une involution d’ordre p, ... pp_{, car on a 
(T/'p)/'i••• p?-i = T'''= 1. Soit une surface qui représente
celle involution. Entre d>p_, et F, on a une correspondance 
(1 ,pt ...pp_i)cl entre 4>p et d>p_( une correspondance (i,pp). 
‘l'p-i est donc de genres pa= Pg—O, Pc = 1. En considérant l’in- 
volution d’ordre p, ... />p_2 engendrée par TPp-'P/’, on trouverait 
une surface <I*p_2 de genres pa— Pg — o, P6 = 1 en correspondance 
(1 ,p, ... /tp_s) avec F, (i,/ip_,), avec En continuant de
même et en opérant de la même manière avec l’involution d’ordre
n .....
- = />p+i ... pa existant sur <vp, on arrivera a construire une
chaîne de surfaces de genres pa = ps— o, P6 = 1

«t*0 == F, «J»l; __ ,<!>/„ v.., *l>a=«l>,

telle que, entre <!>* et <&*_,, par exemple, on ait une correspon
dance (1 ,/»*),/»* étant premier. Si donc nous parvenons à prouver 
que l’on a pk = 3, nous aurons démontré notre théorème 111.

4. Soient d» et F deux surfaces de genres pa= pg— o, Pc — 1 
entre lesquelles il existe une correspondance (1, p), p étant pre
mier. Soit lp l’involution formée par les groupes de p points de F 
(pii correspondent aux points de d>. L’involution \p est cyclique, 
c’est-à-dire engendrée par une transformation birationnelle T de F 
■eri elle-même, de période p(TP — 1).



Nous utiliserons la terminologie suivante :

i° Un système linéaire [C| sera dit invariant pour 1, ou plus 
simplement invariant, lorsque 1 transformera une courbe de |C| 
en une courbe de |C|, distincte ou non de la première.

2° Une courbe G sera dite invariante pour T, ou tout simple
ment invariante, lorsque T transformera un point de C en un 

point de C.

On prouve aisément l’existence de systèmes invariants. Soit, en 
effet. | G, | un système qui ne soit pas invariant. Les translorma- 
tionsT, T2, ..., T/’-1 changent] C, | en des systèmes | C2|, | C2|,

| G^ |. Le système complet

I C | = 1 Cl + Cj -4- • . ■ -t- Cy, |

est invariant pour T, car une courbe G', transformée d’une 
courbe C par T, satisfait à la relation fonctionnelle

Ci' = G2 -H C3 -f- •.. -f- Cp-t- Cl S3 C.

Le système |C|, invariant, 11e peut d’ailleurs pas être composé 
avec l’involution \p. Supposons, en effet, que cela soit possible. 
Rapportons projeclivement les courbes C, supposées de genre d 
et non byperelliptiques, aux hvperplans d’un espace à - —1 
dimensions, SK_|. On obtient une certaine surface 'F, d’ordre 

L (27î — 2), représentative de l’involution et, par suite, de genres 

pa — /?»■= o, P0 = 1. La dimension du système des sections liyper- 
planes de 'F est donc, d’une part, égale à -jj (-— 1); mais, d’autre 

part, elle est égale à it— 1; on aurait donc p = I, ce qui est 
absurde.

Si, au contraire, le système |C| était formé de courbes hyper- 
elliptiques, Userait composé avec une involution rationnelle de 
couples de points et un raisonnement simple prouverait que \p 
est rationnelle, ce qui est absurde également. Donc :

Un système linéaire complet ne peut être composé avec \p.

Dans le paragraphe suivant, nous montrerons l’existence de 
courbes invariantes et en même temps nous construirons un 
modèle projectif de 4».

5. Soit | À[ un système linéaire invariant, complet, simple, sans
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points-bases, de genre r. et, par conséquent, de degré 2tî — 2 et 
de dimension tz — 1.

Considérons une courbe quelconque A, de | A | et soient A2, 
As, ..., Ap les courbes (également de | A |) en lesquelles T, 
T2, ..., T>~' transforment respectivement A,. A la courbe 
Ai + A2 -f- ... + Ap correspond sur la surface <I> une certaine 
courbe T, biralionnellement identique à A, et, par conséquent, de 
genre effectif tz.

Soit M un point commun aux courbes A,, A,-. La transformation 
fait correspondre à ce point un point M' commun aux 

courbes Ap_i+2 et A,. Les points M, M' appartiennent donc à un 
même groupe de \p et, par suite, il ne leur correspond qu’un seul 
point sur <I>. Ce point est situé sur T et correspond à deux points 
de A,, il est donc double pour T. On trouve de la sorte 
(p — I)(1ï — ') points doubles sur la courbe F, correspondant aux 
groupes de \p ayant deux de leurs points sur A,. Le genre virtuel 
de T est donc égal à (/; — 1) (t — 1 ) -+- - = p (t: — 1) + 1. Cette 
courbe r détermine un système linéaire | T| de genre p (tz— i)-f- 1, 
de degré 2p (tz ■— 1) et de dimension p (tz — 1).

Aux courbes de j T | correspondent sur F des courbes inva
riantes C vérifiant la relation fonctionnelle

G = A, h- A2 -1-,.. -r- A/; — p\.

Les courbes C ont le degré 2 p- (tz— 1 ), le genre p3 (71 — 1) + 1, 
et elles forment un système linéaire | C | de dimension p (tz — 1), 
c’est-à-dire incomplet (ce qui vérifie le théorème trouvé à la fin 
du paragraphe précédent).

Le système |F| est simple, car s’il ne l’était pas il en serait de 
même de | C | et, par suite, de J A |, alors qu’on a supposé |A| 
simple.

Le système | T | est dépourvu de points-bases, car autrement | C | 
et, par suite, | A | auraient aussi des points-bases, ce qui est contre 
l’hypothèse.

Rapportons projectivement les courbes T aux hyperplans d’un 
•espace linéaire à p ( - — 1 ) dimensions. Nous obtenons une surface 
d’ordre 2 p (t: — 1), birationnellement identique à ‘P, que nous dési
gnerons encore par d>. A une courbe A correspond, sur <ï>, la sec
tion de cette surface par un liyperplanla touchant en (/>— 1) (tz — 1) 
points.
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6. Soit P un point de coïncidence de l’involulion Ip sur F. Le 
point P est changé en lui-même par T, par conséquent le point P, 
compté p fois, forme un groupe de 1^,. Soit P' le point de dirama- 
tion correspondant sur <I>.

Comment agit la transformation T sur les points infiniment voi
sins de P? Nous allons démontrer que :

Si la transformation T laisse invariants les points infini
ment voisins de P, on a p = 2 et réciproquement ;

Si T échange entre eux les points infiniment voisins de P, 
on a p>3 et réciproquement.

Supposons, en premier lieu, que la transformation T laisse inva
riant chaque point infiniment voisin de P. Considérons une 
courbe A', de | A | passant par P. Les transformations T, T2,

changent A', en des courbes A'2,A'3, ..., A'p de |A| tou
chant A', en P. Nous obtenons ainsi une courbe C particulière, 
que nous indiquerons par C',,

Cj = A j -t- -4-.. Ay„

ayant deux points p-uples infiniment voisins en P.
Soit C" une courbe analogue, construite en partant d’une autre 

courbe de | A | passant par P. Les courbes C'2, C" déterminent un 
système linéaire de courbes C, que nous désignerons par | C21. Les 
courbes C2 ont, en P, un point — uple à tangentes variables, et 

ont donc le genre effectif égal à />2 (u — 1) — - p(p — 1).

Soient Fles com bes T correspondant sur <ï> aux courbes C2, et v 
le degré virtuel du système [r2|. Entre une courbe T2 et la 
courbe C2 correspondante, nous avons une correspondance (1, p) 
et l’involution y', ainsi déterminée sur C2 possède, par hypothèse, 
une coïncidence (nécessairement p-nple, puisque lp est 
cyclique) sur chacune des branches de cette courbe, au point infi
niment voisin de P. Appliquons la formule de Zeulhen à cette cor
respondance, nous obtenons

/>V + p(p — l) = — 1) —/>(/>— 1),

c’est-à-dire
v = 2 p(iz — 1) — 2 (p — 1).

Mais le degré effectif du système | C21 est égal à 2/)2(t: —1) — p2,
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donc le degré eflectif de | F21 est égal à ip (iï — i) — p■ Le degré 
effectif d’un système linéaire étant au plus égal à son degré virtuel, 
on a

— ') — P-

On en déduit p< 2, c’est-à-dire p = 2. Ainsi se trouve démon
trée une partie de l’énoncé précédent.

Supposons maintenant que T ne laisse pas invariants les points 
infiniment voisins de P. Entre ces points, ou, si l’on préfère, entre 
les tangentes à F en P, on a une correspondance (p — 1, p—1) 
possédant deux coïncidences p-uples. T laisse donc invariants 
deux points infiniment voisins de P, c’est-à-dire deux directions 
issues de P. Nous désignerons par dt, d* ces directions inva
riantes.

Considérons une courbe A’, de | A |, louchant la direction d{ 
en P. Les transformations T, T2, ..., T/’-1 changent A’, en des 
courbes A’,, A's, ..., A'p touchant également dt en P. On obtient 
donc la courbe

Cg ^ A, -4- Aj -t-. *. -t- A p,
•

courbe C particulière ayant en P deux points p-uples infiniment 
voisins. On obtiendra une seconde courbe C, soit C*, jouissant de 
la même propriété, en opérant sur d-, comme on a opéré sur d,. 
Les courbes Cl,, C’ déterminent un système linéaire de courbes C, 
soit | C;. |, avant en P un point p - uple à tangentes variables.

Indiquons encore par | T2 | le système des sections byperplanes T 
de <h correspondant aux C2, par v le degré virtuel de ce système. 
Entre une courbe r2 et la C2 correspondante, on a une correspon
dance (t, p), mais l’involulion y'p déterminée ainsi sur C2 ne pos
sède, cette fois, aucune coïncidence. La formule de Zeuthen 
donne, par conséquent,

c’est-à-dire
p^i = — t) —p(p — 1),

v = zp{r. — \) — p(p —1).

Le degré virtuel d’un système linéaire tracé sur une surfacé de 
genres pa = Pg— 0, Po= 1 est toujours pair; par suite, v est pair 
et p est impair (p >2). Ainsi se trouve démontrée la seconde et 
dernière partie de l’énoncé ci-dessus. Cependant, nous montre
rons que la comparaison du degré effectif de|r2| etde son degré
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virtuel v ne conduit pas, comme dans le premier cas, à une limite 
de p. Le degré effectif de | T2 | est en effet égal à 2(t — 1) — p et 
l’on a toujours

v = 2P(t. — 1) — (p — I)>2/>(1T — !)— p.

7. Nous supposerons actuellement p > 2 et nous démontrerons 
que les courbes C passant par P ont généralement, en ce point, 
un point double dont les branches louchent respectivement les 
directions cl,, d>.

Auparavant, nous montrerons qu’en dehors de ses courbes mul
tiples éventuelles, la surface 4* possède au plus des points doubles 
non tacnodaux. Supposons en effet que 4> possède, en dehors de 
ses courbes multiples, un point m - uple. Les sections hyper- 
planes passant par ce point forment un système linéaire de dimen
sion p (tz — 1) — 1, et, par suite, de genre p (tï— 1). Or, le 

genre de ces courbes est égal à p (n—0 + i — -m(m — 1),

par conséquent ^ ni (m — 1) = 1, c’est-à-dire m — 2. Un point

multiple de 4> (en dehors des lignes multiples) est certainement 
double. Ce point double ne peut être tacnodal, c’est-à-dire possé
der dans son domaine du premier ordre une droite double. En effet, 
si cela était possible, les sections hyperplanes de 4> passant par ce 
point auraient le g -nre p (tt — 1 )—1, et la dimension du système 
linéaire qu’elles forment serait aussi p (n—1) — 1, ce qui est 
impossible.

Considérons maintenant les courbes C assujetties à la seule con
dition de passer par P. Elles forment un système linéaire de 
dimension p (- — 1) — 1, que nous désignerons par | Ci |. Soit | T| 
le système formé par les courbes T de 4> correspondant aux C(. 
Les courbes P, [tassent donc par P'.

Indiquons par i l’abaissement du genre produit par la singularité 
que les C| ont en général en P. Entre une courbe F, et la C, cor
respondante, on a une correspondance (1, p) déterminant une 
involution cyclique y), sur C|. Cette y' a certainement des points 
de coïncidence dans le voisinage de P, sans quoi ce point ne 
serait pas une coïncidence de 1^. De plus, ces points de coïnci
dence sont p-uples, puisque y' est cyclique. Indiquons leur 
nombre par S.



Supposons que P' soit simple pour <I> et appliquons la formule 
de Zeuthen à la correspondance existant entre une T, et la C, cor
respondante. On obtient

p.'ip(TZ — !) + (/> — l)8 = 2/>2(lt — i) — at,

d’où 2 = t — o, ce qui est impossible. Par suite, Pr est multiple 
pour <ï>. D’après ce que nous avons vu, il est double. La formule 
de Zeuthen donne actuellement

d’où
t — l) —2] *+-(/>---l)8 = 2£>?(lt — l) —2 t,

(p —1) 8 -h ii = ip.

p étant impair, (p —■ 1) 8 est pair, de sorte que deux cas peuvent, 
a priori, se présenter :

i° 8 = 2, 1 = 1 ;

2° 8 = l, i = l-(p -+- i).

Nous allons faire voir que ce second cas conduit à une absur

dité. Si 0 = 1, i — ^ (p -i-1), les courbes C, ont en P une multi

plicité supérieure à 2, car autrement on aurait p = 1. De plus, il 
y a une de leurs branches qui touche soit d,, soit d-,. Considérons 
un point qui s’approche indéfiniment de P sur une branche d’une 
courbe C, non tangente à dt ou eÇ. Les p — 1 points qui complètent 
Je groupe de 1^, dont le point en question fait partie, s’approchent 
également indéfiniment de P. Ce ne peut d'ailleurs être que sui
des branches difierentes de C(, puisque, en dehors des direc
tions d 1, d2, il n’y a pas de coïncidence infiniment voisine de P. 
Les courbes Ci ont donc en P une multiplicité de la forme 1 + p/>, 
p. étant entier. On a donc

-(/> + >) = /><> /> + '),

c’est-à-dire p = 1. On ne peut donc pas avoir 8 = p.
Si 8 = 2, les courbes C( louchent nécessairement les direc

tions d,, d-2, de sorte que :

Les courbes C passant par P ont généralement en ce point
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un point double dont les branches touchent les directions unies 
issues de P.

8. Nous allons actuellement monlrer qu’en un point de dirama- 
lion, la surface <1> possède un point biplanaire ordinaire et que, de 
plus, on a p = 3 (nous supposons toujours, bien entendu, p > 2).

Nous avons déjà établi que le point de diramation P' est double 
pour <I>. Pour faire voir qu’il n’est pas uniplanaire, il suffit de 
prouver que les courbes P, ont généralement en P' un point double 
à tangentes distinctes. Or, cela est évident, car une courbe Ci 
quelconque a en P un point double à tangentes distinctes d,, c/2 
et, sur chacune de ses branches, un point de coïncidence infini
ment voisin de P. A ces deux points infiniment voisins de P, 
comptés chacun p fois, correspondent sur une courbe T, (corres
pondant à la C, choisie) ‘deux points distincts, situés un sur 
chaque branche de la courbe. Les courbes T, ont donc bien, en 
général, un point double ordinaire en P', et ce point n’est donc 
pas uniplanaire pour <I>.

Considérons les courbes C, assujetties à toucher en P une direc

tion différente de dt, d-,. Soient C2 ces courbes. Elles forment un 
système linéaire | C21 de dimension p (tî — 1) — 2, et ont en P une 
multiplicité au moins égale à 3.

Lorsqu’un point s’approche indéfiniment de P sur l’une des 
branches d’une courbe C2 (non tangente à d, ou d2 le cas 
échéant), les p — 1 autres points du groupe de I,, déterminé par 
ce premier point, s’approchent également indéfiniment de P, mais 
c’est nécessairement sur les branches différentes, puisqu’un point 
infiniment voisin de P n’est généralement pas invariant pour T. 

On en conclut que les courbes C2 ont, en P, un point multiple 
d’indice pp, p. étant un entier.

Désignons par F2 les courbes T, qui correspondent aux 
courbes C2, et par v le degré virtuel du système | T21.

Une courbe C2 est de genre p-{~ — 1) — - pp(p.p — 1), donc la 

formule de Zeuthen, appliquée à la correspondance existant entre 

une F.» et la C2 correspondante, donne

P't =2/>2e* — i)- ïPi'SP — ■ ),



U —

c’est-à-dire
v = 2/>(> — i) — p(p/> — i).

La dimension du système | r2 | est donc égale à

-v = i).

Mais, d’aulre part, la dimension effective de ce système est égale à 

celle de | C21, c’est-à-dire à p (tz — i ) — 2 Celte dimension effec
tive peut être inférieure à la première trouvée, car il se peut que 

les courbes r2 aient des points-bases simples imposés On a 
donc

— 0 — 2.
c’est-à-dire

— l)— — — 1) — 2.

On eu déduit
^ p H- 4

P*

c’est-à-dire p. = 1, p = 3 ou 5.
Les courbes du système | C21 ont donc en P un point p-uple 

à tangentes variables et ce système coïncide avec le système | C21 
rencontré dans la seconde partie du paragraphe 6.

Nous avons vu que le degré effectif de |T2| est égal à p(n — i) — p, 
tandis que son degré virtuel est égal à 2 p (iz — 1)—p+i. Par 
suite, le système |r2| possède un point-base simple assigné. Sa 
dimension effective est donc p(t: — 1) — ^ (p — 1)—1. Mais, 

d’autre part, cette dimension est égale à p (it — 1) — 2, par 
suite

-(/> — 0 + 1 = 2,
ou p = 3.

Considérons une courbe C2. Sur cette courbe, il y a un groupe 
de 1 p infiniment voisin de P et ayant un point sur chaque branche 
de C2. A ce groupe correspond sur la T2 homologue un seul 
point infiniment voisin de P', par suite les T2 ont en P' un point 
de rebroussement. Le point-base simple de |T2| est donc infini
ment voisin de P'.



Nous avons ainsi établi que, en P', d> a un point double non 
uniplanaire et qu’il y a un système linéaire de sections byperplanes 
de <l> ayant en P' un point de rebroussement. Par suite :

En un point de diramation, <ï>' possède un point double 
biplanaire ordinaire, et Von a p = 3 {si p •> 2).

9. Reprenons le cas p = 2. Nous avons établi que, dans ce cas, 
T laisse invariants les points infiniment voisins de P.

Considérons les courbes C passant par P et désignons-les 
par C,. En adoptant les mêmes notations que tantôt (§ 7) et en 
appliquant la formule de Zeuthen comme on l’a fait en cet endroit, 
on trouve que <b a un point double en P' et que S = 2, i= 1. Les 
courbes C| ont donc en P un point double à tangentes variables. 
On voit qu’actuellement les systèmes | Ci | et | C2 | coïncident.

A une courbe C, correspond sur <I> une courbe T,, ayant en P 
un point double ordinaire, car aux deux points infiniment voisins 
dé P sur cette C| correspondent des points distincts sur 4>, situés 
un sur chaque branche de la T,. De plus, la même particularité se 
présentera en général pour toutes les courbes C,. On en conclut 
que :

Si p= 2, la surface <I> possède un point double conique en 
un point de diramation.

10. Nous allonscalculerle nombrexdepoints de diramation situés 
sur (I*. Remarquons d’abord qu’un pointdouble conique abaisse la 
classe de de deux unités, un point double biplanaire ordinaire 
de trois unités. Nous pourrons donc dire que si entre les sur
faces ‘b, F nous avons une correspondance (1, p), en un point de 
diramation, la surface <ï> possède une singularité abaissant sa classe 
de p unités.

Calculons l’invariant de Zeuthen-Segre 1 de et de F. Nous 
savons que cet invariant est donné par

I = I2pa+ 9— Pw>

donc qu’actuellement il est égal à 8.
' Considérons un faisceau de courbes F et soit m la classe effective
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de <J>. On a, sur cette surface, d’après la formule de M. Segre,

1 = 8 = — 2/>(ir — i) — 4 /> (~ — >) — 4-

Considérons le faisceau de courbes C correspondant sur F, 
on a

1 = 8= pm -4- x — zp3(r, — i) — 4 P'('K — 0 — 4-

L’élimination de /«entre ces deux formules donne 

12(P — ') = *{p' — Oi
d’où

12
X = --------------•p + l

Si p — 2, on a x — 4 ; si p = 3, on trouve x = 3. Ainsi se 
trouvent démontrés les théorèmes IV et V énoncés au début de 
ce travail, car par l’existence sur <I> d’un système linéaire simple 
de courbe de genre quatre, dépourvu de points-bases, on pourra 
transformer <1> en une surface d’ordre six, de S3 possédant quatre 
points doubles si p — 2, trois points doubles («planaires si p = 3.

(Extrait du Bulletin de la Société mathématique de France, 
t. XLI; 1913, p. i“8-i(,4 )
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