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COMMUNICATIONS DES MEMBRILS

GEOVMTITRIR ALGEBRTQUIS

Sur une surface possédant une seule courbe
canonique de genre cinq
par Lurerexs GODEATX,
Membre de PAacadémic.

(Troisiéme note).

Dans les deux premicres notes, nous avons cherchdé 4 construire,
dans un espace linéaire a cing dimensions, une surface d’ordre 16
contenant unce courbe canonique de genre cing, dont les scctions
hyperplanes sont les courbes bicanoniques. Comme on a pu le
voir, les calculs sont tres longs et nous n’avons obtenu les équa-
tions de la surface que comme section par deux hyperplans d'une
variété 4 quatre dimensions d'un espace S, (7). Dans  cette
nouvelle note, nous abandonnons la condition quc les sections
hyperplanes de la surface soient ses courbes bicanoniques,
Précisément, nous construisons une surface du seizicme ordre
possédant une seule courbe canonique de genre cing, appartenant
4 un espace lindaire a cing dimensions, mais dont les scctions
hyperplanes tout en ayant le méme genre et la méme dimension
quc le systéeme Dbicanonique, ne forment pas ce systeme. La
courbe canonique appartient a4 un faisceau de sections hyper-
planes et se compose de denx branches infiniment voisines d'une
bigquadratique gauche,

() T.es deux premilres notes sont parucs dans le Bulletin de ' Académie,
1966, pp. 926-934 ; 1967, pp. 17-20.
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Lucien Godeaux. — Sur une surface

1. Nous avons constdéré dans S; une surface F, intersection
de quatre hvperguadriques, transformdée en sol par 'homo-
graphie 1 de période quatre

. N 7 o W r r
B T S SO - T ¢ S S s
Yo M —Vy - Ma 12 - 12y — 17y

La surface T est définic comme mtersection de quatre hyper-
quadriques dont les ¢quations figurent au n® 4 de la preomiere
note. Remarquons que les deux premiéres équations peuvent
8tre résolues par rapport a z4z, ¢t zyz,. L’élimination de 2.z,
entre les deux dernieres donne

C12(Conz - €127 - CupZB) crplCoo?a - Cudt + Cpe23) = O

en fonction de vy, vy, v, 5. On peut d’ailleurs choisir le point

unitaire du plan des 2 pour que cette oxpression se rédulse @

Zg + 27 -+ 3. On en déduit ensuite z;z, en fonction des v,
Posons, en changeant la valeur des coethoetents,

p 2 . | 2 . 2 . - 2
B = AV b @y VeVe b AV T dauVs |- daaVeVa T @auldiy,
! 2 ! : ’ R .’ 2 4 . 1 2
Qp - Aap Vg T Ao NMoMy T AN Cb Gap¥e — dugVaVa o gy Vi,
P == DyuiaVe + Do Ve G boaVeVa = Oad Ve,
T f f f f
of = DeaVo Ve | Bre iy R Dy Vo b DV

les équations des quatre hvpersurfaces s'éerivent

o
R

S E N B S (1)
2 2 L2
Zg 23 +— a5 o= ol
Nous désigncrons par I, l'involution du quatriéme ordre on-
gendrée par H sur la surface 17, Cette involution est privée de
points unis.

2. L’homographic FH? a pour axes le plan (2) et Uespace ().
FElle engendre sur I' une involution I,, d'ordre deux, privée de
points unis.

Pour avorr I'é¢quation d’une image de cette involution, 11 suifit
de projeter F du plan (z) sur Uespace (v), c’est-a-dire d’élimincer les



possédant une seule courbe canonique de genre cing

celte équation représente unce surface FY ’ordre huit, passant
doublement par les trois biquadratiques

By
s
e
24
1
|
—
—

D iy =i 0, g gy e 0
ot triplement par les huit points
oy T Qe - 0.
T.es adjointes sont les surfaces du quatriéme ordre
Ao@1@e -+ My Agpg, - 0.

Les courbes canoniques de F' correspondent done aux courbes
canoniques de 17 découpées par les hyvperplans

ApZy b Az b Agzy =0

formant le svsteme de dimension minimum compris dans le
svstéme canontque de I et composd avee I,

3. A Thomographie I correspond 'homographie H' d’éqguan-

tions
o ! N .
My My NMaoo Vs
My M - ¥a - V3

qui transforme I en soil. Elle délermine sur cette surface une
mmvolution T, d'ordre deux qui corvespond a Uinvolution 1, de T-.
Les axes e H' sont les droites g oo vy == 0, ¥, == a4y == 0.
La surface F' rencontre chacune de ces droites en quatre points
doubles pour la surface.
Considérons les points donndés par

;1)2 == "}-'3 e {P 1 = (J
sur 17, 11 leur correspond sur I les points donnés par
Zo%1 - 0, 2%, — 2xe 0, 242+ 2 =0
071 7 My AgRy T @, Sndy Y, &y 1 2 .

On voit que ces points se répartissent en deux groupes de
quatre points appartenant a 1;. Cela explique que les points
considérés sur les axcs de H', doubles pour F, ne sont pas des
points unis de Pinvolution ;. Celle-ci est donc, comme 1,, privée
de points ums.
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Lucien Godeaux. —— Sur une surface

4. Pour obtenir une image de l'involution cngendrée sur ¥’
par H’, rapportons projectivement aux hvperplans d'un espace
S; les quadriques

5 i 1
2 . : 2 2 , [ 2 c
Ago¥o + AnVeV1 7 AuT - Awdy + Apadeva b Agys =0 (2)

en posant

Yoo KXo _ Fix_ Kpe  Feg _ Xaus 3
I . Y R UR VR ()
Yo Yol M My MalVy My

Observons que les polynomes o,, o, deviennent des expressions
Iindatres respectivement A, A, des coordonndées x ct que les
polynomes 2, oo’ deviennent des polvnomes du second degré
B, B

Des ¢quations (3) on déduit

2 ) _ 2 v _
X — ZopXpy == 0, Yoy — Xygp¥gg = 0,

qui représentent deux cdnes du second ordre @, @, le premicr
avant pour sommet le plan o,(x,, = x4 = x;, - U} ¢t le second
le plan ox{x,, = %,, = x5 = 0). Le premicr rencontre le plan o,
suivant une conique I, et le second le plan o, suivant une conique
Iy Le surface F7 image de Uinvolution T, de 197 ¢t T, de E appar-
tient anx deux cones @, d,, c’est-a-dire a In varidtd V3 lien des
droites s'appuvant sur les comiques [, [,
A Téguation de IF° correspond l'équation

AZAZ - B(A? - A% = ALALR

4
3

Celle-ci représente une variété Vi qui coupe la variéré V
suivant la surface 177, qui est done du seizieme ordre,

Ohservons que les hyperquadriques I3 = 0, I3’ = 0 conticn-
nent les plans o, 0., De plus, d’apres la théorie des involutions,
I'hyperquadrique B = 0 touche la variété Vi suivant une surface
du quatricme ordre.

La courbe canonique C de I correspond o la section de F
par I'hvperplan 2z, = 0. Cette courbe canonigue C de I appartient
aux hvpersurfaces

i - P - S22 2 5
Z(_] FASELS (), (‘?l - ] l""tJ“J — 0) Zl“{“}! ) o "Cl _I ’22 T “P (ia}

Par conséquent, la courbe C' appartient i 'espace a trois di-
mensions commun aux hyperplans A, = 0, A, == 0. Cel espace
est d’ailleurs double pour la variété Vi.
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possédant une seule courbe canonique de gewnve cing

5. Les courbes C, C” correspondent toutes deux a la courbe
canonique €7 de Y donnée par A, = A, = 0.

Désignons par I' la courbe commune aux hyperquadriques
o = gy, = 0 dans Tespace (). Dans 5;, le plan passant par un
point y de I' et par la droite z, = 0 du plan (z), contient quatre
points de C, & savolr

Yo M M N3 2y 2
Mo Y — Ve - ¥a 1z — 12y
Yo M Mo Ya — 2 — Zp
Yo M1 v Ve - V3 12, iz,

Ces quatre points forment un groupe de I, et le premier et le
troisicme, le second et le quatricme, deux groupes de I,. Observons
que la courbe C, de genre 17, est en général irréductible, donc il
doit en étre de méme de la courbe C'. Aux quatre groupes précé-
dents correspondent deux points infiniment voisins de I'. Il en
résulte que la courbe C/, d’ordre huit ¢t de genre 9, est formée de
deux branches infiniment voisines de I. Elle passe par les huit
pomnts triples de 1+,

Observons que la courbe C appartient a 'hvpersurface

PPt -+ p3) = P10a%,

équation qui représente dans 'espace {y) une surfacc passant par
C.

6. L.a courbe C’' doit étre irréductible comme C et C'.

Appelons I la courbe biquadratique section de la variété
V3 par lespace a trois dimensions A, == A, = 0. Cette courbe
cotrrespond a I

La courbe C” est formée de deux branches infiniment voisines
de I'" ; elle passc par les quatre points de F” qui correspondent
aux points triples de IF'. Cette courbe C” est d’ordre huit et de
genre cing, clle est sttuée sur la surface

B(AZ + A2) = A,A,B".

On pourrait d’ailleurs déduire directement la surface ¥’ de
la surface F. Interprétée dans Uespace S¢, 'équation (2) représente

ScIENCESs. — 1967, ) - 91T — 57



Lucten Godeaux. — Suv une suvface, efc.

un des quatre systemes appartenant a linvolution I,, compris
dans le systéme bicanonique de ¥. Comme cette équation ne
peut contenir le terme z3, le systéme des sections hyperplanes de
F" n’est pas le systeéme bicanonigue de cette surface.

6. Le systéme canonique de I comprend quatre systémes
appartenant a I'involution I,. Un de ces systémes comprend la
courbe isolée C. Désignons par C; les courbes découpées par les
hyperplans z; 4 Az, = 0, par C, les courbes découpdes par v, +
Ay, = 0, par Cg les courbes découpées par vy, + Ay, = 0. Les
systemes | C, |, | Cy |, | Cs | sont des faisceaux. On peut attacher
a ces courbes respectivement les nombres - 2,1, - - 1, le nombre 7
étant attaché a C.

Dans le systeme bicanonique de I il existe quatre systémes
lin€aires appartenant a l'involution 1. L.e premier comprend les
courbes C - C;, 2C,, 2C; c'est le systéme correspondant au
systeme des scctions hyperplanes de F'Y. Le second comprend les
courbes 2C, 2C,, C, 4+ C,;; il correspond au systéme bicanonique
de I". Le trosieme comprend les courbes C + C,, C, + C, et
le quatrieme, les courbes C -+ C,, C, + C..

Les hyperplans de 8, passant par A; = A, == 0, coupent encore
la surface 1" suivant des courbes homologues des courbes C,.

Liége, le 16 aolit 1967.
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