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COMMUNICATION D’UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Variétés algébriques généralisant la surface d’Enriques

par Lucieny GODLEAUX
Membre de I'Académie

Reésume, — Construction de wvariétés algébrigues privées de variété
canonique mais possedant une variété bicanonique d’ordre zéro, obtenues
en généralisant une censtruction de Ia surface d’Enriques.

On sait qu’un modéle projectif de la surface d’Enriques {(p, =
P, =0, P, = 1) est la surface du dixiéme ordre qui représente sur
Phyperquadrique de Klein de Ss, la congruence lieu des droites qui
appartiennent a un faisceau de quadriqucs d’un systéme linéaire
triplement infini de quadriques, dépourvu de points-base. Si | Q|
est ce systéeme de quadriques, sa jacobienne est aussi le lieu des couples
de points conjugués par rapport a toutes les quadrigues du systéme.
Ces couples de points forment vne involution dont 'tmage est la
surface d’Entiques dont il vient d’étre question (*).

On peut considérer, dans un espace linéaire a » - 1 dimensions,
un systéme linéaire d’hyperquadriques de dimension n - 1, privé

(1) Voir notre note Recherches sur les surfaces algébrigues de genres zéro er de bi-
genre un (BULLETIN DE L'ACADEMIE ROY. DE BELGIQUE, [927, pp. 114-133). Au suject
des surfaces de genres zéro et de bigenre un, consulter: ENRIQUES, Sopra fe superficie
i bigenre wno {MEMORIE DELLA SOCIETA ITALIANA DELLE Scienze, detta dei XL, 1906,
pp. 327-352); Faxo, Superficie algebriche di genere zero e bigenere wno (RENDICONTL
DEL CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO, 1° sem. 1910, pp. 98-118); BURNIAT, Recherches

sur les surfaces de bigenre un (MEMOIRES DE LA SOCIETE ROY. DES SCIENCES DE LIEGE,
1936, pp. 1-104).
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1.. Godeaux

de points-base, et ’ensemble des couples de points conjugués par
rapport a toutes les hvperquadriques du systeme. Ces couples de
points appartiennent 4 la jacobienne du systéme linéaire d’hyper-
guadriques. Ils forment unc involution privée de points unis et la
variété image de cette involution généralise la surface d’Enriques.
En utilisant le théoréme que nous avons établi récemment (1), a
savoir qu’une involution cyclique d’ordre p privée de points unis,
appartenant a une variété algébrique a » dimensions complétement
réguliére, jouit de la propriété suivante : Le systéme canonique
de la variété contient p systémes linéaires partiels appartenant &
I'involution dont I"un correspond au systéme canonique de la va-
riété image de l'involution. Ce systéme est celui de dimension maxi-
mum si # est impair, celui de dimension minimum si # est pair. Nous
établissons précisément le théoréme survant :

La variété jacobienne d’un systéme linéaire | Q| d'hyperquadriques,
dépourvu de points-base et de dimension n + 1 dans un espace linéaire
a n + 1 diniensions, contient une invelution du second ordre formée
par les couples de points conjugués par rapport a toutes les hyper-
quadrigues du systéeme | Q |. Cette involution est privée de points urnis
et a pour image une variété a n dimensions sur laquelle :

Si n est pair, tout systéme linéaire de variétés a n — 1 dimensions
est distinct de son adjoint mais coincide avec son biadjoint (Py = 0,
P, =1).

Si n est impair, tout systeme linéaire de variétés a n — | dimensions
est son propre adjoint (P, = P, = 1).

On peut obtenir un modele projectif de ces variétés images dans
la variété de Grassmann qui représente les droites de 'espace a
n -+ 1 dimensions.

Nous commencerons par démontrer le théoréme dans le cas v = 2
en utilisant la méthode employée dans le cas ol »# est quelconque.

1. Soit | Q] un systéme linéaire de quadrigues de dimension
trois, privé de points-base. La jacobienne F de ce systéme est le lieu
des couples de points conjugués par rapport a toutes les quadriques
du systéme | Q. Ces couples de points forment une involution [

(*y Involutions cycligues privées de points unis appartenant 4 une variété algéhrigue
compléternient réguliére (BULLETIN DE L"ACADEMIE ROY. DF Brr.aiQur, 1968, pp. 633-661)
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privée de points unis puisque | Q| est privé de points-base. Nous
désignerons par T la transformation birationnelle de F en soi géné-
ratrice de I'involution 1. La surface F est du quatriéme ordre et a
les genres p, == P, = 1 et tout systéme linéaire de courbes tracé
sur F est son propre adjoint.

On peut construire sur F un systéme linéaire | C | transformé en
lui-méme par T et contenant deux systémes linéaires partiels | C, |,
| C, | appartenant a I'involution I. Soient r,, #, les dimensions de
ces systémes,

Aux systémes | C, |, | C, | correspondent sur une surface ® image
de I'involution I, des systémes linéaires complets que nous désigne-
rons par | I'y |, | Iz |.

La série canonique d’une courbe C,; contient deux séries linéaires
appartenant 4 I'involution 1 et celle dont la dimension est la plus
grande est la transformée de la série canonique de la courbe [,
homologue. D’une maniere précise, si n désigne le genre des courbes
[, et par suite si le genre des courbes C, et C est 2r — 1, la premiére
séric a la dimension 7w — 1 et la seconde la dimension 7 — 2.

Deux cas peuvent se présenter :

1° La séric canonique d’une courbe I'; est découpée par les autres
courbes du systeme | I, | et la seconde est découpée par les courbes
du systéme | I, ].

2° La série canonique d’'une courbe [; est découpee par les
courbes [,.

Dans le premier cas, la dimension du systéme | I'; | est n et celle
dusystéme | I', | est 1 — 2. Mais les courbes C, ayant le genre 27 — 1,
les courbes I', ont le genre n et la série découpée sur une courbe [ ;
par les courbes I, a la dimension 7, c¢ qui est absurde. Le premier
cas ne peut se présenter,

Dans le second cas, les courbes I'; découpent sur I'une d’entre
elles une série paracanonique, de dimension # — 2 et |{; | a la
dimension m — 1. Il en est de méme de | I, | et on a

Y| = (o], 172 = [T LT = [ = (]

La surface @ est dépourvue de courbe canonique mais possede
une courbe bicanonique d’ordre zéro.
Il est facile de voir que l'on a

pg=P3="'=P2f+1="'=0,P2=P4='”=P2i="'=1-
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Pour déterminer 'ordre du modeéle projectif de la surface @ situé
sur I’hyperquadrique de Klein, observons que si 7 est le genre des
sections hyperplanes G de la surface, comme le systéme | 2G| est
son propre adjoint, la surface a l'ordre 27 — 2. D’autre part, les
courbes G découpant sur I'unc d’entre ¢lles une série paracanenique,
| G| ala dimension 7 — 1 = 5, d’o1 2n — 2 = 10 et la surface @
a lordre 10.

2. Considérons dans un espace linéaire S, ; a » -- 1 dimensions
un systéme linéaire | Q] d’hyperquadriques de dimension »# 4 1
et privé de points-base. L’hypersurface jacobienne V de | Q| est
d’ordre # -~ 2 et ses systémes canonique et pluricanonique sont
d’ordre zéro. Sur V, tout systéme linéaire de variétés a n» — 1 dimen-
sion est son propre adjoint.

La variété V est le licu des couples de points conjugués par rapport
a toutes les hyperquadriques du systéme | Q | et ces couples de points
forment une involution I privée de points unis, car un tel point serait
un point-base de | Q|. Nous désignerons par T la transformation
birationnelle de V en soi génératrice de Pinvolution I et par Q la
variété a n dimensions image de cette involution.

Il est toujours possible de construire sur V un systéme linéaire
| F| de vaniétés 2 # — 1 dimensions transformé en lui-méme par T
et contenant deux systéemes | F, |, | F, | appartenant a 'involution L.
Le systeme | F | est son propre adjoint et sur une de ses variétés,
les autres variétés du systeme découpent le systéme canonique com-
plet.

Aux systemes | F, |, | F5| correspondent sur 2 deux systémes
linéaires complets | @, |, | @, | de variétés 3 » — 1 dimensions, Nous
désignerons par r,, r, les dimensions respectives de ces systémes.

Sur une variété F, de | F, |, il existe deux systémes linéaires appai-
tenant a I'involution I, I'un | F,, F, | est découpé par les variétés
F,, lautre | ¥,, F,| est découpé par les variétés F,. Tous deux
appartiennent au systéme canonique de F,.

De méme, sur une variété F, de | F,| il existe deux systémes
linéaires | F,, F, | et | F,, F, | appartenant 3 Uinvolution 1, découpés
par les variétés F, et F,

Sur la variété @, homologue de F, on a deux systémes linéaires
complets | @, &, |, | @,, ®;| dont 'un est le systétme canonique
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de @, et sur la variété @&, homelogue de F,, deux sysiémes linéaires
complets | @,, @, | et | @,, &, | dont I'un est le systéme canonique
de &,.

3. Supposons que le systdéme canonique de @, soit | P,, @, |.
Alors, le systéme | @, | est son propre adjoint et il en est de méme
de | @, |.

Si n — 1 est pair, lc systéme | &,, @, | a la dimension r, -- | et
le systéme | &, ¢, | la dimension r,. On a donc r, = r,. Le systéme
| &,, @, | de @, a la dimension r, — 1 = r, — 1 et le systéme

| &,, @, | la dimension r,.

Si n est impair, la variété Q posséde unc variété canonique d’ordre
zéro.

Si n — | est impair, le systéme | &, @, | a la dimension r; — 2
= r,. En intervertissant les roles de | &, | ¢t | @, |, on obtiendrait
de méme r, — 2 =r,, d’oit absurdité.

Supposons maintenant que le systéme canonique de la variété @
soit | @,, &, |.

Sin — 1 est pair, le systéme canonique de @, ayant la dimension r,,

le systéeme |®,, @,| doit avoir la dimension r, =1 =#, — 1.
En intervertissant les rdles de | &, |, | @, |, on obtiendrait de
méme r, + 1 — r, — I, car le systéme canonique de &, doit étre

| &,, &, |, d’ou absurdité.

Si n — 1 est impair, la dimension de | &,, &, | doit dépasser d'une
unité celle de | &,, @, ] et on a r, = r,.

Si n est pair, deux variétés @,, &, se rencontrent suivant une
variété canonique pour chacune d’elles.

4. Dans le cas oll # est pair, on a donc
|| = |Psl, | P3| = |P4]
et par suite
|P1] = P2 = |P4].

Sur 2, tout systéme linéaire de variétés a » — 1 dimensions coin-
cide avec son biadjoint mais est distinct de son adjoint. La variété
est dépourvue de variété canonique mais posséde une variété bi-
canonique d’ordre zéro. On a

P,:P3:...-_—_P2i+1 - ...:0, P2:.P4:..._—Pzr::..-: ]..
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5. Un modéle projectif de la variété {2 est constitué par le systéme %
des droites joignant les points P, P’ conjugués par rapport aux hyper-
quadriques de | Q|. Les hyperplans polaires de P par rapport aux
hyperquadriques Q passent par P’ et ceux de P’ passent par P. 1l
y a oo™ ! de ces hyperplans qui sont confondus et par conséquent
il y a oo™~ ! hyperquadriques de | Q| qui conticnnent la droite PP’.
Le systéme 2 ¢st donc le lieu des droites de §,, ; qui appartiennent
a oo~ hyperquadriques de | Q.

On peut représenter le systéme 2 sur la variété de Grassmann W,
a 2n dimensions et d’ordre (2m)! @ (7 =- 1) (n!)?, appartenant a un
espace S, a4 p —= n(n + 3} : 2 dimensions. On sait que la variété W
appartient a lintersection de n{n — 1) : 2 hyperguadriques (') k-
néairement indépendantes.

Représentons par

Sfo(1:2) = 0,£1(3,2) = 0, f, 41 (3,2) = 0 (1)
les polarités par rapport a » -+ 2 hyperquadriques linéairement

indépendantes de | Q |.

Si une droite de S,,, appartient & 00”1 hyperquadriques de
| Q|, ces hyperquadriques déterminent sur la droite oo! couples
de points formant une involution.

Les couples de points déterminés sur une droite par les hyper-
quadriques de | Q| sont donnes par

Sv.y) + Ay,2) + 22 f(z,2) = 0.
La condition cherchée s’écrit donc
[ So) [isy) o Sara(3oy) |
EJ'ro(f"sz) fi(y.2) "'fn+1(ysz)! = 0.
fo(z2) filz.z) - fusi(z.2)

Un déterminant a neuf ¢léments tirée de cette matrice, développé,
donne une équation du troisieme degré par rapport aux coordonnées
pluckériennes des droites de S,,,. La variété Q qui représente X
sur la varié¢té¢ W appartient donc a #(n + 1) (v + 2) : 6 hypersurfaces
cubiques.

(') BERTNI, Geometria Profettiva degll Iperspazi (Pisa, Spoeri 1807), voir p. 37.
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6. Désignons par ¥, les sections hyperplanes de la variété Q
de W. A ces sections correspondent sur V des varietés G, apparte-
nant a un systeme linéaire complet | G| qui contient un second
systeme partiel | G, | appartenant a I'involution 1. Aux variétés G,
correspondent sur Q des variétés ¥,.

Une variété G, est le lieu des couples de points de 'involution 1
situés sur des droites appartenant & un complexe linéaire de S, .

Sur une varieté ¥,, le systéme canonigue est découpé par les
variétés ¥, si # est impair ou par les varietés ¥, si n est pair. Par
conséquent, le genre géométrique p, d’unc variété ¥, est

P, = (1 + 1) {(n - 2) : 2 si nest pair,
p, — n(a — 3) : 2 si nest impair.

7. L’ordre de la variété Q a » dimensions appartenant a la variété
de Grassmann W a 2a dimensions cst égal au nombre de points
d’intersection de £ avec un espace linéaire & p — n dimensions,
intersection de »n hyperplans de S, lineairement indépendants. Le
double de cet ordre est le degré du systeme | G, | ou du systéme
| G, |

Dans le but de déterminer ces degrés, nous définirons la transfor-
mation T de V en soi.

Considérons les » ' 1 premiéres polarités (1) définissant V. On
peut réscudre ces équations par rapport a Yy, Vi, ..., Y.+ ¢ ces
guantités sont proportionnelles aux déterminants de la matrice

| o o, o | @
|l 6yve Sy OVur1 |

(i = 0,1,---,n)
le déterminant correspondant a ); étant celui obtenu en supprimant
les dérivées par rapport a ;.

On obtient ainsi une transformation birationnelle qui donne sur V
la transformation T et que nous continuerons a désigner par T ().

(!} Nous avons étudié autrefois la correspondance birationnelle entre deux espaces
projectifs a r dimensions dans laguelle deux points homologues sont conjugucés dans
r réciprocités, Tci, les réciprocités sont des polarités, mais les propriétés que nous utili-
sons restent valables. Voir notre note Swur une corresponrdance crémonienne entre detx
espaces ¢ N dimensions (RENpICONTI DEL 1STITUTG LOMBARTO DI SCIENZE E LETTERE,
1910, pp. 116-119).
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Aux hyperplans de 5, , correspondent des variétés d’ordre # - |
passant par la variété M, ., d’ordre (n — 1) (# - 2) : 2 dont les
€quations s’obtiennent cn annulant la matrice (2).

Il est tacile de voir qu’a un point de M, | correspondent les points
d’une droite s'appuyant en # 4+ 1 points sur M, _ . Le lieu de ces
droites est une variété M, a n dimensions, d’ordre n(n -+ 2) passant
n — 1 fois par la variété M, _ . Par un point de cette variété pas-
sent n -i- | droites de M, s’appuyant encore ¢n # points sur M, _ .

A la variétée V, d’ordre n + 2, correspond une variété d’ordre
(n +— 1) (n -+ 2) contenant la variété M, et complétée par la variét¢ V
elle-méme.

A une droite, T fait correspondre une courbe d’ordre #n - 1
s’appuyant en a{x = 2) pomnts sur la variété M, _,. Si cette droite
appartient au complexe X, la courbe correspondante rencontre cette
droite en deux points formant un groupe de ['involution I,

8. A un hyperplan de S, correspond dans S,,, un complexe li-
néaire de droites, c’est-a-dire un systéme-nul dont nous écrirons
I'équation sous la forme

o(y,2) = 0.

Considérons I’hypersurface d’ordre # + 2 d’équation

o do . 0y

Sy dy oy,

Yo OVY; Yr+1 —0 (3)
ofe ofi .. i

Oyo 0y, OVnt1

La transformation T lui fait correspondre, en dehors delavariété M,
une hypersurface R d’ordre » -~ 2, passant par M, _,.

L hypersurface (3} coupe V suivant une variété G, et I’hyper-
surface R suivant une variété G,.

A n hyperplans indépendants de S, correspondent dans S,
n hypersurfaces analogues a (3) et par suite » hypersurfaces R,

R,, ..., R, d’ordre n - 2. Ces derniéres découpent sur V » courbes
G,. Le degré de | G, | sera done €gal au nombre de points communs
aux hypersurfaces R,, R,, ..., R, et V.

Pour évaluer ce nombre, nous utiliserons le principe de la conser-
vation du nombre en supposant quc les » + | hypersurfaces ¢n
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question sc¢ réduisent toutes a un hyperplan augmenté d’une hyper-
surface d’ordre # passant par M,_ ..

Supposons que les # 4 1 surfaces soient formées de n 4 1 —vr
hyperplans et de # - | — r hypersurfaces d’ordre » passant par M _,.
L’intersection de ces hypersurfaces est la transformée par T d’un espace
linéaire 4 n -+ 1 — r dimensions. Nous avons établi que cette variété,

, n - 1 , e n =1
en dehors de M, _, a l'ordre ( , ) D’autre part, il eXlStC( , )
combinaisons de #n 4+ 1 hyperplans r a r. On en conclut que le degré
de | G, | est

n+1

2.7

r=0

L’ordre de la variété Q est la moitié de ce nombre, donc cet ordre

est :
2v 4+ 1Y),
- .

r=0

Si » est pair et €gal a 2v,

si n est impair et €gal & 2v 4 1,

l2v+22+ 2y 4 2)\*
2\ v+ 1 r )

r=

Pour # == 2, on retrouve le modéle projectif de la surface d’Enrigues,
d’ordre 10, dans S,.

Pour # — 3, on obtient une variété a trois dimensions £ d’ordre 35,
située sur la variété de Grassmann W d’ordre cing, dans un espace Sg.
Les sections hyperplanes de cette variété sont des surfaces dont le
systéme canonique coincide avec le systéme des sections hyperplanes.
Ces surfaces ont le genre géométrique p, — 9 et le genre linéaire 36.

Pour n —=4, on obtient une variété € a quatre dimensions
d’ordre 126 dans un espace S,, tracée sur la variété de Grassmann
d’ordre 14. Cette variété est dépourvue de vari¢té canonique mais
les hyperquadriques découpent sur elle le systéme bicanonique.

Liége, le 19 novembre 1968.
Erratum : page 636, troisitme ligne en bas, lire ...... la dimension de |[@, est

— 1409 —



	Information
	Informations sur Lucien Godeaux

	Pagination
	1401
	1402
	1403
	1404
	1405
	1406
	1407
	1408
	1409

	Plan
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8


