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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur une surface représentée par une matrice
de formes linéaires,

par Luciexn GODLEATX,

Membre de 1'Académie.

Résumé. — FEtude de la surface de Vespace 4 quatre dimensions
représentée par 'égalité & zéro d'une matrice a quatre lignes et cing
colonnes de formes linéatres.

La surface dont nous allons nous occuper se rencontre lorsque
'on étudie la correspondance birationnelle entre deux espaces a
quatre dimensions oll deux points homologues sont conjugués par
rapport &4 quatre réciprocités entre ces espaces. La surface que
nous ¢tudions est précisément la surface fondamentale de la cor-
respondance dans chacun des espaces. Elle est du dixieme ordre,
ses sections hyperplanes ont le genre onze et ses genres sont p, =
b, =4, P =6, P,==10, Nous montrons qu’elle conticnt
plusieurs systémes linéaires de courbes ayant les mémes carac-
teéres que le systéme linéaire des scections hyperplanes.

1. Représentons par ¢, une forme linéaire en x,, x;, ¥g, X3, X4

et considérons les ¢quations
| Pux Pex Pax Par Pok i =0, (1)
(k= 1,2, 3,4),

ol le premier membre représente une matrice a quatre lignes ct
cinq colonnes.
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Les équations (1) représentent dans l'espace & quatre dimen-
sions 5, une surface F d’ordre dix. 51 nous désignons par 4, le
déterminant tir¢ de la matrice (1) en suprimant Ia 4me colonne,
les équations 4, = 0, 4; = 0 représentent deux hypersurfarces
du guatrieme ordre passant par la surface I¥ et dont linterscc-
tion est complétée par une surface IF; du sixiéme ordre représentée
par les équations

Y@ Pen  Yar I -- 0, @)
(k= 1,2,3,4).
Les surfaces F et F; se rencontrent suivant une courbe D d’ordre
vingt.

2. Coupons la surface ¥ par un byperplan, par exemple par
hyperplan x, = 0. Les équations (1) représentent une courbe C
d'ordre dix et de genre onze et les sections hyperplanes de la
surface F sont des courbes C de genre onze.

Les ¢quations (2) représcentent une courbe C, d'ordre six et de
genre trois rencontrant C en vingt pomts. La surface F,; a des
sections hyperplanes C; de genre trois.

I.a série canonigue de la courbe C est découpdée par les surfaces
du quatrieme ordre passant par la courbe C;. On vérifie d’aillcurs
que ces surfaces rencontrent C en vingt points ct sont en nombre
col?,

Les quadrniques découpent sur la courbe C une série d’ordre
vingt et de dimension neuf qui est donc une série paracanonique
de fa courbe C.

Les surfaces du quatriéme ordre passant par la courbe C
découpent sur la courbe C; la série canonique, d’ordre quatre et
de dirnension deux.

3. Retournons a la surface F. Ic systéme [C'} adjoint au sysréme
|C| des sections hyperplanes de T oest découpé par les hypersur-
faces du quatriéme ordre passant par la surface F;. On a dong,
sur I+,

4C =D + ¢ (3)

et par conséquent, sil’on désigne par K les courbes canoniques de

¥, ona
3C

I

D + K. (4)

— H20 —



Sur une suyface représentée par une malvice de formes lindairves

Les courbes canoniques de FF osont donc découpees sur cette
surface par les hypersurfaces cubiques passant par I+, c'est-a-dire
par les hypersurfaces

AI )l‘_’ A:s )\4
oo o @ e

1 Pes Paz Pa

Tix  Paz Pes P

Le systéme canontque Kl a done la diniension trois et on a
by = .

Observons que Vadjoint |C7] & |C| a la dimension 14 et découpe
str une courbe C la série canonique complete. La surtace F oest
donc réguliere et ona p, = p, = 4.

Eliminons les x entre les équations

Vien = Va@ie 1 VYaPas 1 VaPis 0 U,

Nous obtenons une équation du cinquiéme degré en y repré-
sentant dans S, unc surface 77 du cinquieme ordre birationnelle-
ment identique 4 . Aux courbes canoniques K correspondent
les sections planes de 1I°7 et par conséquent le systéme canonique
| K| de F a le degré cing et le genre six. On a donc p' == 6.

La rclation (4) nous donne alors, en coupant par K et en obser-
vant que les courbes KK sont d'ordre dix, le nombre des points
d’appui, 25, d'une courbe K sur la courbe D,

La surface F a les genves b, -+ p, = 4, pV 6,

4. Le systéme

C| des sections hyperplancs de ¥ a le degré dix
et le genre onze. Les hyperquadriques de S, découpent sur une
courbe C une série d’ordre 20 qui coincide avece la série découpée
par les quadriques de 'hyperplan contenant la courbe, ¢est-a-
dire une série paracanonigue de C. Il en résulte que le systeme
|2C| n’est pas 'adjoint au systeme [C|.

Il en résulte encore que, la surface F étant dépourvue de points
singuliers, les courbes canoniques K ne peuvent appartenir a des
hyperplans,
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9. Les hypersurfaces cubiques

! Pui Yo Paro i P Pz $o

|

I @re Pee P = 00 912 %ur Hae =0 ()
| 15 Pos P33 Y14 %e2a Paz

ont en commun la surtace I et une surface du troisiéme ordre V3
représentée par les éguations

P12 Yoz Pae

S5i Pon coupe par un hyperplan, on obtient une courbe C; et
une cubique gauche s’appuyant en huit points sur C;. La surface
VE coupe donc la surface ¥, suivant une courbe D, du huitieme
ordre. Les hyperquadriques passant par la surface V§ découpent
sur I}, en dchors de la courbe 1D, les adjointes €] aux courbes
C,. Ces adjointes sont des courbes du quatrieme ordre.

Observons qu'une hyperquadrique passant par la surface V3
coupe chacune des hypersurfaces (5) swivant un plan et que ces
deux plans se coupent ¢n un point qui appartient a la courbe C;
découpdée par Phyperquadrique. Il en résulte que les courbes Cj
forment un réscan homaloidal ¢t sont rationnelles.

Rapportons projectivemnent les courbes €7 aux droites d’un
plan o. Aux courbes C, correspondent dans ce plan des quartiques
passant par dix points Ay, Ay, ..., Ay, puisque F) est d’ordre six.

Les hypersurfaces du quatricme ordre passant par I découpent
sur F; les adjointes aux courbes C,, c’est-a-dire le systéme | C{ L.
II en résulte qu'a la courbe D correspond sur o une courbe du
quinzicme ordre passant quatre fois par chacun des dix points A,
La courbe D a donc le genre 51.

De la relation {4, on déduit que la courbe D) appartient 4 un

svstéme Hnéaire | 1) de degré trente-cing.

6. Le systéme bicanonique | 2K | a le degré 20, le genre 16 et
est régulier. Ce svstéeme a donc la dimension 9 et le bigenre de ¥

E?SZL- P2 - 1.0
Ies courbes 2K découpent, sur unc courbe C, une série d’ordre
20 qui ne peut étre la série canonique, car alors la courbe 2K - C
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Suy e surface représentde pay une matvice de formes lindarres

seralt une courbe canoniqie. La série considérde sur € est done
paracanontque ct a la dimension 9. On en conclut qu'iln’y a pas de
courbe bicanonique 2K contenant unce courbe € comme partie.
On peut ¢erire

AT =T 0

De cette relation, on déduit que les courbes C, rencontrent les
courbes C et K en 30 et 10 points ct que le systéme | Cy ! oa le
degré 10, le genre 11 et la dimension quatre.

Le systeme | Co | peut-il coinelder avee [C |, c'est-d-dire peut-

onavoir | 20 | = | 4K | ? Dans co cas, il existerait dans le systéme
| 2C | une courbe formée de deux courbes € distinctes qui devrait

coincider avec une courbe 4K, Or, unc courbe K ne peut apparte-
nir & un hyperplan et la courbe AKX devrait dégénérer en quatre
K

»

courbes K, telles que 2K = 2I,, C 21, ot les degrds de
1 C | devraient ¢tre multiples de quatre, ce qut est absurde.

Le systeme | G, | est done distinet du systéme| C | et les courbes
2K découpent sur une courbe €, une série paracanonique.

7. Les courbes du systeme | 2C | ne peuvent déeouper sur une
courbe K la série canonmigue, car alors les courbes € seraiont des
corirbes canoniques. I en résulte que cette série est paracanoni-
que ct a la dimension 9. Comme | 2C | a la dimmension 14, 11 existe
oot courbes K, telles que

' H 3

20 = K o KK,

On déduit de cette rclation que le systéme | Ky | a le degré 10,
le genre 11, Ia dimension 4 ot que les courbes K rencontrent les
courbes C el K en 10 points.

Les courbes 2C découpent sur unc courbe IK, la série canonique,
car si ¢’'était unc série paracanonique, i existerait oo? courbes
canoniques K. L’adjoint | Ki | & | K, | est done le systéme | 2C |
ce qui résulte d’ailleurs de ta relation fonctionnelle précédente.

De la relation (4), en remplacant 20 par K - Ky, on déduit
D=C 4+ K,

Le systéme ‘ D | a hat ausst la dimension 9.
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Le systéme | C; | est analogue au systeme | C | et il existe une
courbe D, telle que
3C, = 1y i K.

Elle donne heu 4 la relatiin

sur lasurface Ivexistent donc des systemes Indaires ayant méme
degré, méme genre et méme dimension que le systéme des sec-
tions hyperplanes | C |, On pourrait d’ailleurs définir une autre

systeme | K, | tel que

20, = K + K.,.

En rapportant projectivement les courbes €y aux hyperplans
d'un espacce 4 quatre dimensions, on obtiendrait une surface
analogue a I,

Liége, le 23 avril 1965,
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