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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

CGTIOMETIE ALGEBRIQUI

Construction d’une surface algébrique
a sections hyperplanes bicanoniques
possédant une seule courbe canonique

par Luciexny GODEALX,
Membie de MAcaddmic,

Résimé. — Construction d'une surface possédant une seule courbe
canonique ot contenant une wmvolation du second ordre, privée de
points unis, dont I'image est une surtace non rationnelle de genres
Po = P, = 0. Les sections hyperplanes de cette surface forment son
systeme bicanonique,

Dans un travail récent (1), nous avons ¢tudié les surfaces non
rationnelles de genres p, = p, = 0 dont le systeme bicanonique
cst irréductible, Précisément, nous avons montré qu'unc telle
surtace @, de bigenre P, = & > 2, contient une courbe isolée I'
de genre = ot de degré virtuel # 1, son systéme bicanonique
étant | 277 Lien que o courbe I7 ne soit pas une courbe cano-
nique. L'adjoint | IV | & 17 est distinet dn systéme .l or ;|. Nous
avons démontré de plus que @ ost 'image d'nne invelution privée
de points unis, du sccond ordre, appartenant 4 une surface I°
possédant une scule courbe canonique dont 'image sur @ est
la courbe [

Dans cette note, nous cxposons une nouvelle démonstration
de cette derniere propriété dans Uhypothese ot Von a # = 5 ot

(M) Iecherches sur lew surfaces won raliounelles de genves géomdliique ot arithing-
fgue nwls (JOURNAL DE MATHIMATIQUES PURES BT aPPriguies, 1965, pp. 25 -11).
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L. Godeaux. - Construclion dwne surface alodhiique ele,

ou le systeme Dicanonigue de @ eat simapie. Cette noavelle
démonstration a avantage de donner une construction de la
surface IF.

Nous constdérons, dans un espace lndaire S,, 4, a 27+ 1 di-
mensions, deux espaces lindaires oy, o, & 71 dimensions noe se
rencontrant pas. Dans ¢, nous considdrons unce transformde
birationnelle @, de @ dont les sections hyperplanes sont les
courbes 277 ¢l Jdang o, une transformdée birationnelle @, de @
dont les scctions hyvperplancs sont les courbes 70 Les surfaces
@, et @, sont lides par une transformation birationnele et la
surface T est intersection partielle de 1o variété des droites
joignant les points homologues de @y, @, ot d'une hyperquadrigue
de Suqos.

1. Soit @ unc surlace de genres p, = p, o= Op0 0 Py

T3

, dont le svstome bicanonique soit irrdductible ot simple,
Nous avons ddémoniré que la surface @ contient une courbe

isolée 1" de genre 7 et de degré virtuel = 1, dont le double

cst une courbe bicanonique sans quelle-mdéme soit une courhe

canonigue. Les systémes
1) 20, | = |1

sont distincts, le promicr ¢tant le syvstéme bicanonique par
hypothése frrdduetible o simple. Ces systémes ont tous deux
le genre 3o 2, le degré Al 1) et la dimension = - 1. On a

217, 2I,,
¢ est-A-dire
21 nr.

Considdérons 'auntre part dans un espace lndaire 3,, ., &
2 1 dimensions, denx espaces Iindaires oy, vy & o 1 dimen-
sions, ne se rencontrant pas.

Rapportons projectivement les courbes Ty de® aux hyperplans
de o, ; nous obtenons une surface @) dordre Ax A birationnel-
lement identique 4@ et nous désignerons par 1, ¢t I3 les courbes
qui correspondent aux courbes [ ]_’3 de @ ot par I la courbe
d'ordre 27 2 et de genre «oquil correspond & S
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L. Godeaux. — Construction d'une surface algébrique

D’autre part, rapportons projectivement aux hyperplans de o,
les courbes Ty de @, Soit @, la surface obtenue. Nous désignerons
par T, et I'} les courbes qui correspondent aux courbes Iy, I', de
@ et par Iy la courbe d’ordre 27 - 2 qui correspond ala courbe I

Les surfaces @ et @, sont birationnellement identiques, nous
désignerons par T Ia transformation liant ces deux surfaces
Nous allons considérer la variété liecu des droites joignant les
points homologues de ces deux surfaces.

2. Considérons en premier licu la surface licu des droites
s‘appuyant en des points homologues sur une courbe I', de @,
ct sur la courbe £y de @, que T lui fait correspondre.

Un hyperplan passant par la courbe I'y rencontre la courbe Iy
en 4{m --1) points ct cet hyperplan contient donc 4(w - 1)
droites de la surface considérée. De plus, il contient 1a courbe Iy
certainement simple pour la surface. Celle-ci est donc d’ordre
S(m — 1). Nous la désignerons par V57 1 Observons qu’elle
est située dans un hyperplan passant par o,.

De méme, la surface réglée V8= licu des droites sappuvant
en des points homologues sur une courbe I'y de @, et sur la
courbe I’} de @, que T lui fait correspondre est d'ordre 8(z ~ 1) ;
elle cst située dans un hyperplan passant par o,.

Désignons par Vy le licu des droites s’appuvant en des points
homologues sur les surfaces @, ct @,.

Un hyperplan passant par o, coupe l'espace o, suivant un
espace & = - 2 dimensions qui conticnt une courbe I',. Cet
hyperplan contient donc la surface V87 1 relative 2 cette
courbe T',. Comme la variété V, passe simplement par la surface
D, elle est d’ordre 12(w — 1). Nous la désignerons par VH#-1,

3. Les droites d'appuvant en des points homologues sur les
courbes I et Iy forment une réglée V, d'ordre 4(7 -~ 1), comme
on le voit par un ralsonnernent analogue aux précédents,

Comme on a
2 =1, , 20 = Iy,
on a

2V, m VET (1)
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possédant wne seule courbe canonigue

Par contre, les surfaces V71 découpent sur la régléde V),
des groupes de 2( I} droites formant des groupes canoniques

de la réglée V,.

"20%] de @y, I fait corres-
de &, Considérons

4. Aux courbes du systeéme |20

pondre les courbes du systéme (277, — 217
une courbe (217,) de 217, découpée sur@, par une hyperquadrique
o = 0 de o, ¢t supposons qu’il soil possible de la choisir de telle
sorte que la courbe (277) qui Tui correspond sur @, soit découpée
sur cetle surface par une hyperquadrique o - (0 de o,

Dans Tespace S, 4, Vhyperquadrique (3 d’équation

4l = O

-0

contient les droites joignant les points homologues des deux
courbes envisagdes, Ces droltes engendrent une surface d'ordre
16(w 1) tracée sur la variété V™ 1

I’ hyperquadrique Q coupe la variété V27U suivant une
surface comprenant la surtace d'ordre 16(= - 1) dont il vient
d'étre question, complétée par une surface I+ dordee 8(x - - 1).

les droiles de VE¥™ U coupent la surlace 17 en des couples
de points formant une imvolution I du sccond ordre avant comme
images les surfaces @, el @, ¢l par suite la surface &,

Désignons par [ T'homographie biaxiale harmonique  de
Ser  avant pour axes ponctuels o ct o, Cette homographie
engendre sur IY PVinvolution 1. Par conséquent si involution [
possede des points unis, ils apparticnnent nécessairement soit
A o, s0it 4 o,.

Soit P un point uni de I appartenant & espace o, 8’1 cn
existe, Clest un point de diramation pour la correspondance (1,2)
existant entre @, ot F. Mais alors, Ie point P’ que T {ait cor-
respondre a P sur @, est un point de diramation pour la cor-
respondance (1,2) entre @, ¢t 17 IXt c’est par snite un point uni
de l'invohition I. Mais alors, au point de diramation P de &,
correspondraient deux points unis de I, ce qui est absurde puisque
I est du sccond ordre. On en conclut gue Pinvolution I est
dépourvuc de points unis.
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L. Godeairx. - Conslriction d’une surface algéhvigue

Cela étant, entre le genre arithmdétique p, de F et celut p), = 0
@, on a la relation

75'2{ ’lf 1- - 2(7‘):4 { 1);

d’ott p, = 1. La surface I a le genre arithmdétique un.

5. Pour voir dans quelles conditions les raisonnemoents précé-
dents sont applicabdes, 1l faut montrer que le systeme de dimen-
sion minimum soutenant les courbes formées de deux conrhes I
sur @, contient des courbes situdes sur une hyperquadrique de
oe. Cela a évidemment liew s1 la surface @, appartient a une
hyperquadrique de g, Ecartons ce cas ot le raisonnement
préccdent est valable.

les courbes I, découpent sur une courbe (273) irréductible
du systeme (217 des groupes g de (= 1) points formant une
«érie lindaire de dunension = - 1. 1’apres un théoreme classique
de Castelnuovo, la série lindaire de dimension minimum contenan
tous les groupes ferinés de deux groupes g a une dimension an
moing égalc a 37 - 4. D01t (& un groupe de cette séric gu ne
w01t pas compos¢ de denx gronpes g.o Il appartient & unce série
Inéaire simplement mlmie contenant deux groupes formds de
deux groupes g, 1an par deux groupes g, £,, Lautre par deux
STOUPECS £, Lo

lLes groupes go,¢0 sont ddécoupds sur (207) parv denx couvbes I
et de méme, les groupes g, ¢p par deux autres courbes [y, Ces
deux couples de courbes 7 ddéterminent un faiscean lindaire
cde |27 et les courbes de ce faisccau découpent sur (217) préci-
sément la séne & laquelle appartient le groupe (. Ccelui-ci se
trouve donc sur une courbe du systeme de dimension minimum
contenant tous les couples de courbes I Ce systéme a donc
dgalement comme dimension mininmiun 37 — 4. Nous le désigne-
rons par Al

Cela étant, considérons le systéme tétracanonique 27175 de

&, dont la dimension est P, ] O( — 1) ct lo systéme de
: . 1 . :
dimension {7 1) (7 - 2) découpd par les hyperquadriques
e

de g, e dernicer de ces svsidnies of le svstéme | A ont en
cominun un systéme de dimension

¥ o D — 2)
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possédant wune seule courbe canoniquc
Pour = L= H, ona v = 0, done pour 7 = 5, 1l existe des hyper-
quadriques de o, découpant sur@ des courbes de | A .

Ainsi pour 7 7 D, la surface IY existe certainement.

6. Une surface Vi7" coupe 'hyperquadrique O suivant
B(w -- 1) droites s'appuyant sur les courbes (217,), (2773) ¢t par
conséquent la surface I suivant une courbe O, d’ordre 8(m — 1).
La courbe €, se trouve, comme la surlace V™ duans un
hyperplan passant par o,.

De méme, une surface V8™ coupe I' suivant une courbe

C, d’ordre S(m - 1) située dans un hyperplan passant par o).

T.es courbes C,, C, forment des svstemes linéaires de scetions
hyperplancs de 1Y, de degré 8(s 1}, de genre 6(z - 1) -+ 1
et de dimenston o - 1.

La surface V, coupe Q suivant 4(w - 1) droites g'appuyant
sur les courbes (210) et (217) ct 1la surface TV suivant unc courbe €,
d'ordre 4(mw - 1}, A cause de la relation fonctionnelle (1), il
existe un hyperplan touchant I surface 1+ 1e long de la courbe €

ILa courbe C; est de genre 27 - 1. Idlle est situde dans un
espace lindaire a4 27 - 2 dimensions, cst dordre 4(ar 1) et par
conséquent est une courbe projectivement canonique. D'ailleurs
les courbes C, découpent sur C) des groupes canoniques. {1 en est
de méme des courbes C,, et par conséquent les systemes (C,y| i_(-2‘
coincident en un seul systéme qui est celut des sections hyper-
planes de 17 et est Vadjoint & la courbe C,.

On a d’autre part C; - 2C et le systéme canonique | C, -+ G
se réduit a la scule courbe €. La surface I possede donc une
seule courbe canonique et son systéme bicanonique coincide

avee celul des sections hyperplanes.
L’Aquila, septembre 1966,
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