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Résumé
On démontre que si une surface algébrique contient une involution cyclique d'ordre p privée de points unis dont I'image
est une surface de genres pa = pg = 0, P2 > 2, p est une puissance de deux.

Citer ce document / Cite this document :

Godeaux Lucien. Sur les surfaces algébriques de genres zéro et de bigenre supérieur a deux. In: Bulletin de la Classe
des sciences, tome 53, 1967. pp. 547-551;

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1967.62908;

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141 1967 _num_53_1 62908;

Fichier pdf généré le 22/02/2024

@ @ creative
commons


https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1967_num_53_1_62908
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1967.62908
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1967_num_53_1_62908

COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GLROMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces algébriques de genres zéro et de bigenre
supérieur a deux

par Luctey GODEAUX,
Membre de UAcadémie,

Résumé. - — On démontre que si une surface algébrique contient
une involution cyclique d’ordre p privée de points unis dont U'image
est une surface de genres p, — p, -0, Py = 2 p est une puissance
de deux.

Dans nos recherches sur la construction des surfaces algébriques
I de genres p, o: P, = 0, Py - 2, nous avons établi les théo-
rémes suilvants :

I. La surface I' peut étre U'image 'une involution cvelique
Jd’ordre p, + 1, dépourvue de points unis, appartenant 4 une
surface algdbrique régulicre de genres p, = p,.

II. La surface I' posséde une courbe isolée I', non canonique.
Le systéme bicanonique est le systeme [ 277 |, distinet du systéme
adjoint | [} & I

Une surface obtenue par le premier moede de construction
doit donc contenir une courbe isolée {. Nous allons montrer
que la chose cst impossible si 'ordre de l'involution n’est pas
unc puissance de deux. Précisément, nous c¢tablissons le théo-

réme suivant :

Umne surface de genves p, — Py, == 0, Py = 2 ne peut élve U'image
d'une nvolulion cvcligue privée de pownts unis apparienant a4
une surface algébrigue que st Uovdre de Uinvolution est une puissance
de deux.
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Dans unc note récente (1), nous avons déja ¢tabli ce théoreme
lorsque l'ordre de l'involution est p = 7 ct indigué que notre
démonstration peut s’étendre aux cas ol p est impair. La
démonstration que nous donnons icl est beaucoup plus stimple.

Pour la construction des surfaces par le procédd n° 1, nous
renvoyons a une note antérieure (%).

Rappelons que la construction n® 1 donne, pour p = 5, la
surface la plus générale de gemwes p, = p, — 0, Py =2 (8).

1. Considérons une surface algébrique I+, de genres p,, = p, =0,
P, = pW = 2, a4 courbes bicanoniques irréductibles. Cette
surface peut étre U'image d'une involution cyclique I, d'ordre p,
privée de points unis, appartenant & une surface réguliére F,
de genres p, = p, = H — 1.

5i nous prenons comme modele projectif de F unc surface
de lespace S, 5, & 2 dimensions, dont les sections hyper-
planes sont les courbes canoniques, I'involution 1 est engendrée
par unc homographie cyclique T mavant pour points unis que
les 4 -1 sommets de Ia figure de référence. Les ¢quations de
cette homographic peuvent s'éerire

pxh = etx,, (£=1,2, ...,/ 1)

olt ¢ est une racine primitive d’ordre p de 'unité.

11 existe, sur la surface F, $ -1 courbes canoniques apparte-
nant a involution I. Ce sont les sections de 1 par les faces de
Ia figure de référence, cest-a-dire par les hyperplans x; = 0,

x, = 0, ..., %,; = 0. Nous les désignerons par K,;, K,, ..., K,_,
¢t les courbes qui leur correspondent sur 17 seront dénotées

(" Observaiton suy les surfaces nowm rvafionnelles de gewves zévo {Bulletin de
Pacaddmie royv. de Belgigque, sdance du 6 mal 18967).

(%) Suer les swrfaces algdbviques de gewves wuls ¢ couvbes bicanonigues trréducti-
Ales (Rendiconti del Cireolo Matematico di Palerowo, 1958, pp. 1-14].

Four la construction n® 2, voir nos Rechevches suv les surfaces son valiounelles
de genres avithmélique ef géomdtrique wuls (Journal de Mathématiques pures ct
appliquées, 1965, pp. 25-31).

(% Sur les swurfuces de genres géométrique et avithmétique wuls possédant un
faiscean de cowrbes bicanowigues {rréductibles (DBulletin de PAcaddmie roy. de
Belgique, 19538, pp. 738-743, 9Y42-944).
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par K,, K,, ..., K, ;. A ces courbes sont attachdés les nombres

. _
e, €2 .., €P7L

Nous distingucrons deux cas suivant que p est pair ou impair.

2. Supposons en premier licu poimpair ¢t posons p - 2p + 1,

Nous avons (¢tabli, dans notre note citée plus haut, que le
genre lindaire de la surface Foest piV = v et que les hyperqua-
cdriques de 8, , découpent sur la surface Tt le systéme bicano-
nique complet. La surface ¥ n’appartient done 4 aucunce hyper-
quadrique. De plus, le genre indaire de Fest oY pe 1) 1
et elle a Vordre pv ).

Sur la surface I7, l¢ systéme bicanonique | H ¢ contient les
courbes

K, | Ky Ky b Koo, Ky = Ko,

Le systéme | Ky | adjoint & la courbe K, contient des courbes
formdes de deux courbes I, mats une de ces courbes ne pewut
Ctre K| puisque e systéme Ny K, | n'existe pas. 11 contient
les courbes K, + Ky, 2K, ... Le systeme | Kg |, adjoint a
K,, contient la courbe 2K,. On a

| H | Ky Ky | = | Ko 4+ 2K, |,
| EHL7 02Ky - 2K, == [ 2H | HY - H | = TH |,
ce qui montre bien que H est le systéme bicanonmique de IF,
La surface I contient p sevstemes lindaires de degrdé 4(v 1},
de genre 3(v - 1) 2= 1 ot de dimension ¢ - 1. Ce sont le systéme

bicanonique ©H | ot les systemes |[K; 5 T Koi, ., | Ky, L Le
systéme | K] | ne peut contenir une cowrbe dont K; fait partie.
A ces systemes correspondent sur 15 des systémes lindaires
T Jr 1o/
|1, | Ky | | K;

faisant partic du systeme bicanonique.

y v

Kg | appartenant a Uinvolution ct

Le systéme | I | est découpé par les hyperquadriques
MXiXgy 1 AgpXpy £ o - A, g o 0,

c’est-a-dire par des hyperquadriques passant par les sommets
de la figure de référence. Le systéme Kyt est découpé par

les cdnes du sccond ordre de sommet O (1, O, ..., 0). Les systéemes
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K; Kil. ..., | K | sont également découpés par des codnes
2 | 3 |+ ] Pl

agunadratiques ayant pour sommets les sommets de la figure de
référence.

3. D’apreés le second théoreme, la surface I¥ doit contenir
une courbe I" de genre v et de degré virtuel v — 1, isolée, telie
que | 27| soit le systéme bicanonique de F, sans que I soit
une courbe canonique. Le systéme | I | adjoint a I" est distinct
de | 2I"|. Ces deux systémes ont le genre 3(v -- 1) + 1, le degré
4(v — 1) ct la dimension » - - 1.

Nous devons avoir

et la courbe I’ rencontre chacunc des courbes K,, Ky, en v — 1
points.

A la courbe I" correspond sur If une courbe I d’ordre p(v -- 1),
de genre (v — 1) -3 1, qui ne peut étre une scction hyperplane.

Mais la courbe 27 appartient au systéme | H | et il existe donc
unc¢ hyperquadrique touchant ¥ le long de la courbe I'. Cette
hyperquadrique appartient au systeme découpant TtI I sur E.

Au systéme | IV | correspond sur T un systéeme | I | décou-
pant sur I’ la séric canonique. Observons que les courbes H
découpent sur I’ une série paracanonique, par conséquent le
R

b

systéme | 17 | doit coincider avec un des systémes ‘ﬁ{

il

Supposons que | {7 | et | Kf | coincident. 11 en résulte que les
systémes | I | et | K| | coincident sur F. Mais alors, les courbes
I et K, coincident. Comme 2I" ¢t K, + K,, appartienncnt au
méme systéme linéaire, K, et I{,, doivent coincider, ce qui est
absurde. Il en résulte que si p cst impair, la surface T ne peut
exister.

4. Supposons maintenant $ pair ct posons tout d'abord
p = 2ag, ¢ étant un nombre 1IMpair supéricur i cing.

Soit T la transformation birationnelle de la surface T cn sol
génératrice de linvolution I. La transformation 1¢ cngendre
sur ¥ une involution d’ordre 2¢ privée de points unis. Soit FY
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une surface image de cette involution. Entre le genre arithmé-
tique p, =22 ¢ — 1 de I ¢t celni p, de IV on a la relation
y ;
Pa ot 1 = ga(pa - 1):

EREY ! K
d'ou p,=4¢qg 1.

A linvolution T correspond sur Y une involution cvclique
d’ordre g privée de points unis, dont Vimagce doit étre une surface
de genrcs p, = p, =0, P, = 2. Nous avons vu que ccla était
impossible. On en déduit que p doit ¢tre une puissance de deux.

. Posons pH = 2¢ et, pour simplificr Véeriture, p = 2y,

LLa surface F contient 2v - - 1 courbes isolées Ky, K, ..., K.
de genre v 1 et de degré virtucl » — 2, lindairement indépen-
dantes.

Le systéme bicanonique | H | contient les courbes

Ky b Keoq, Ko + Kave, oo, Ko -+ Koy, 2K,
D’autre part, on a
(K [ = | Ky + Ko =Ko+ Koy | o= [ Ky -1 Koy
On en déduit

2K, — K, + K, ;- Koy I Koy = 21T = 4K,

On doit donc prendre I' = K, I - - K|,
Observons d’ailleurs que l'opération T? engendre sur IF une

involution d’ordrc v = 2¢ privée de points unis. La surface F’
image de cette invelution a le genre arithmétique p°, = 1 ct

;

est réguliere. A l'involution I correspond sur I une involution
du second ordre privée de points unis. Cette surface posscde
une courbe canonique isolée et U'involution du second ordre est
représentée par la surface F. A la courbe canonique de 197 cor-
respond sur I la courbe I Ainst se trouve ¢tablie la liaison
cntre les constructions I ot 11 pour p == 22

Li¢ge, le 9 mai 1967.
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