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COMMUNICATION D'UN MEMBRE

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Suite de Laplace
doublement inscrite dans une suite de Laplace

par Lucien GODEAUX,

Membre de l'Académie.

Résumé. — Partant d'une suite de Laplace, on construit une seconde
suite de Laplace dans laquelle la première est doublement inscrite.

En étudiant les couples de surfaces ayant mêmes quadriques
de Lie (, nous avons établi une propriété des directrices de
Wilzynski communes à ces deux surfaces : Les foyers de ces
directrices déterminent deux suites de Laplace dont l'une est
doublement inscrite dans l'autre. La seconde de ces directrices

décrit du reste une congruence de Goursat. Inversement, nous
avons démontré que si les foyers d'une droite décrivant une
congruence de Goursat déterminent une suite de Laplace double¬
ment inscrite dans une suite de Laplace, il existe deux surfaces
ayant mêmes quadriques de Lie dont les secondes directrices de
Wilczynski sont les droites de cette congruence (2).

Dans cette note, nous considérons une suite de Laplace L,

...,uv..,ui, u, v,yi, ...

(*) Sur les surfaces ayant mêmes quadriques de Lie (Bulletin de l'Académie
royale de Belgique, 1928, pp. 158-186, 345-348).

(2) Sur les congruences de M. Goursat et les surfaces ayant mêmes quadriques
de Lie (Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 1928, pp. 455-466).

On peut également consulter notre mémoire : La géométrie différentielle des

surfaces considérées dans l'espace réglé (Mémoires in-8° de l'Académie royale
de Belgique, 1964, pp. 1-84).
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Lucien Godeaux. — Suite de Laplace etc..

illimitée dans les deux sens située dans un espace projectif à

r > 2 dimensions et nous supposons que les réseaux (Un), (Vw)

sont conjugués à la congruence (UnVw). Les foyers de la droite
UnV" appartiennent à une seconde suite de Laplace M à laquelle
la première suite est doublement inscrite en ce sens que toute
droite joignant deux points consécutifs de la suite M contient
deux points de la suite L. Entre deux points appartenant à une
de ces droites se trouvent, en dehors de la droite, 2n points de

la première suite. Le cas que nous avons traité autrefois corres¬
pondait àw = 1 et la droite UV engendrait une congruence de
Goursat.

1. Soit dans un espace projectif Sr à r > 2 dimensions, deux
points U, V dépendant de deux variables u, v transformés de
Laplace l'un de l'autre, les caractéristiques étant les lignes u, v.
Nous écrirons

UM + 26V = 0, V, + 2aU = 0,

a et b étant des fonctions de u, v non identiquement nulles.
Les points U, V déterminent une suite de Laplace L,

...,u\u, V, V1, ..., V-, ... (L)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens

des u et que nous supposerons illimitée dans les deux sens.

Posons

hn = - (log bhxhz ... hn-àuv + K-i, K = 4aô,

kn — Q-0§> &k-[kz ••• "I hn—l> k0 — 4ä0,

et ensuite

Hn = bhxh2 ... hn> Kn = ak±k2 ... kn

Nous avons

Un = Uri _ Uw_1(log H-*)., US = hnUn~\

Yn = yn-1 _ V»-l(log K V v: = knV«-\

2. Ces points rappelés, supposons que les réseaux (Uw), (VM)

soient conjugués à la congruence (UMVn). Il doit donc exister,
sur la droite UWVW deux points P, Q transformés de Laplace l'un
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de l'autre. Pour fixer les idées, nous supposerons que le point Q

est le transformé de Laplace de P dans le sens des u.
Les tangentes aux courbes u aux différents points de la droite

U «V rencontrent la droite Un_1Vn+1. Si donc il existe sur UnVn

un point P en lequel la tangente à la courbe u coïncide avec cette
droite, les droites UnVTO et UM_1VW+1 doivent se rencontrer, c'est

à-dire que les points Un_1, Un, Vn, Vn+1 sont dans un même plan.
De même, pour que le point Q existe, il faut que les droites

UnVn et Un+1Vn_1 se rencontrent, c'est-à-dire que les points
Ijn+iUwynyn-i soient dans un même plan.

Il doit donc exister deux relations

Uw+1 = AUn + B'VW + CVn-\ (1)

VM+i = A'UW + BVW + C'UB-1, (2)

la seconde devant se déduire de la première en dérivant totale¬
ment celle-ci par rapport à u et la première de la seconde en la
dérivant par rapport à v.

3. En dérivant totalement l'équation (1) par rapport à u, on
obtient

_ B/V«+1 _ (An _ hn+i)jjn + [B'(log B'Kn)u + C]V» + AÄnUn_1

+ [CM + C (log K-iJV-i

Le terme en V«-1 doit disparaître, donc on a

CKn_1 =

i[j(v) étant une fonction de la variable v seule. On peut choisir la
variable v de manière à avoir 2ifj{v) = 1, d'où

c 1
2K— 1

En identifiant l'équation précédente à l'équation (2), on a

T2, _ Am - hn+1 _ B' (log B'K"). + C __ Ahn /Q
A' B C' '

En dérivant totalement l'équation (2) par rapport à y et en
choisissant convenablement la variable u, on obtient de même,
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doublement inscrite dans une suite de Laplace

= A' (log A'H"), + C' _ Bv - kn+1 Bkn
A B' C '

Des relations (3) et (4), on déduit

B'C' + A hn = 0, B' = - 2AHW

A'C + &kn = 0, A' = - 2BK>.

L'équation (1) peut donc s'écrire

2AKn_1(Uw - 2HnVw) + V«-1 - 2K»-1U»+1 = 0 (5)

et l'équation (2),

2BHn_1(Vw - 2K»U») + U«-1 - 2Hn_1Vn+1 = 0. (6)

Le point P étant l'intersection des droites UMVn et Un+1V"-1,
on posera

P = JJn - 2HwVn, P = - 2AKW~1P = V«-1 - 2Kn-1Uw+1.

On aura de même

Q = V - 2KnUn, Q = - 2BHn"1Q = U-1 - 2H"-1Vn+1.

Des équations (3) et (4) , on déduit certaines relations auxquelles
doivent satisfaire A et B. Nous ne nous en occuperons pas pour le
moment.

4. Les points P et Q sont transformés de Laplace l'un de l'autre.
Nous désignerons par P1, P2, ... les transformés successifs de
Laplace de P dans le sens des v et par Q1, Q2, ... ceux de Q dans
le sens des u. Nous avons ainsi une suite de Laplace M,

..., Pw, ..., P1, P, Q, Q1, ..., Q», ... (M)

où chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u.
Le réseau (Un) étant conjugué à la congruence (PQ), la suite L

est inscrite dans la suite M. Le point P1 appartient à la droite
Vw~iUw+i, le point P2 à la droite Vn_2Un+2, le point Pz' à la
droite Vn_iU n+i. Le point Q appartient à la droite Un-1Vn+1,
le point Q1 à la droite Uw-2Vn+2, ..., le point Qi à la droite
yn+i+l_
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Le réseau (Vn) étant également conjugué à la congruence (PQ),
la suite L est une seconde fois inscrite dans la suite M. Le point Q1

appartient à la droite Un_1Vn+1, le point Q2 à la droite Un~2Vn+a,

le point Q* à la droite U Le point P appartient à la
droite VM-1Un+1, le point P1 à la droite V«-2Un+2, le point Pi
à la droite V«-i-iUn+i+1.

Donc, la suite L est doublement inscrite dans la suite M.

5. Les réseaux (Un), (Vn) étant conjugués à la congruence (PQ),
les transformés de Laplace de Un, Vw dans le sens des u, c'est-à
dire les points Un+1, Vw+1, appartiennent à la droite QQ1, donc
le transformé de Laplace de P dans le sens des u appartient à la
droite Un-1Vn+1. On a

PM = hn{U"-1 - H»-1V"+1) - 2HW (log H"Kn)MV",

c'est-à-dire

PM = hnQ, (H-K»)„ = 0.

De même, le transformé de Laplace de Q dans le sens des v

appartient à la droite V«-iUn+1 et on a

Q„ = kj> - 2K (log. H"K»).U»

d'où

Q. = äJp, (H»,V»), = 0.

Il en résulte que HWKW est une constante que nous désignerons
par 6.

Le transformé de Laplace de P dans le sens des u coïncide
avec Q et celui de Q dans le sens des v avec P. On a

P(t P (log K"-1) = V» - 2KW-1AW+1UW = V" - 2KnXJn = Q,

Qv - Q (log H"-1), = Un ~ 2Hra-n+1Vw = V* - 2H"VW = P,

donc

n+l ~ fe"n> n+l

6. Le transformé de Laplace de P dans le sens des v appartient
à la droite V«-iUw+2, donc

P1 = P, — P (log H"), - U"+x - 2H»AbV«-1
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et comme kn — hn+1,

pi _ un+1 — 2Hm+1Vw~1.

Le transformé de Laplace de P dans le sens des v appartient à
la droite VW~2U w+2, donc on a

P, = Än-i(Vn-2 - 2K»-aU»+2) - 2KW~1 (logK"-1H»+1)l>UB+1

et comme Kw-1Hn+1 = HnKw est une constante,

pi y -2 _ 2Un+2

On voit que l'on a
Pi = hn+1P.

D'autre part, on a

Pl = pi (log Kw"2)m = Vw+1 - 2K"-*An+1U«+1.

Observons que l'on a

n+ 2 = n+l)w» "h fon+l>

kn W)u -j (log kn)uv "t" fen—l>

d'où par addition

n+2 H hn+l)uv n)uv H n+ 1 ~!" n— 1*

Puisque Ab+1 = kn) on a hn+2 = kn-t et

Pl - P* (log K-2)m = P.

7. Des relations précédentes, on déduit que P doit satisfaire
à l'équation de Laplace

~Puv - Pu (log HnK - hn? = 0. (7)

On a de même

Puv - Pv (log K"-1),, - ÄB_xP = 0. (8)

Les équations (7) et (8) doivent être équivalentes sous la condi¬
tion

2AKn-1P + P = 0.

Avant de vérifier ce point, nous examinerons les conditions
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auxquelles doivent satisfaire les quantités A et B en vertu des
équations (3) et (4) en tenant compte des conditions obtenues
ultérieurement.

En égalant les second et troisième rapports de la relation (3),
on obtient

(1 - 40)Am = hn+1 —kn = 0.

1 — 40 ne peut être nul, car autrement les points P et Q coïnci¬
deraient. On a donc Au = 0. Les deux premiers rapports de (3)
donnent

4AB0 = hn+l.

On trouve de même B„ = 0 et

4AB0 = knl+.

On a donc les conditions

Au =. 0, B„ = 0, 4AB0 = hn+1 = kn+1 = hn = kn. (9)

Les réseaux (Uw), (Vn) sont à invariants égaux.
On a en outre

(log B.n)uv = 0, (log Kn)uv = 0.

En posant P = — 2AKM_1P, l'équation (8) devient

P« ~f~ Pm (l°g AKW-1)V

+ [(log Kw_1)M(log AK-i), + (log - UP = 0,

le coefficient du terme en P étant identiquement nul.
De la dernière des équations (9), on déduit

(log A)„ = (log Kn)v.

Le coefficient de PM est donc

(log AK-i), - (log K»)„ = - (log H"),.

Le coefficient de P s'écrit

(log K"-1) (log Kn)v - hn+1

et on doit donc avoir

(log Kw)„ = 0.
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8. Les points Q et Q satisfont aux équations de Laplace

Quv - Q* (log K»)tt - knQ = 0,

Quv - Qu (log H«-1), ViQ = 0.

Ces équations doivent être identiques moyennant

Q + 2BHm_1Q = 0.
et

(log Hw)m = 0.

Nous avons obtenu plus haut les conditions

(HWK*)M = 0, (H»K«) = 0,

donc nous avons

h; = o, k; = o, h* = o, k = o

et les quantités Hw, Kn sont des constantes.

Liège, le 8 avril 1966.
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