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COMMUNICATION 1YUN MEMBRE

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIEILLE

Suite de lLaplace
doublement inscrite dans une suite de Laplace

par Lrciex GODEAUX,

Membre de "Académie,

Résumé. -— Partant d'une suite de Laplace, on construit une seconde
suite de Laplace dans laquelle Ia premiére est doublement irscrite.

En étudiant les couples de surfaces ayant mémes quadriques
de Iie (1), nous avons établi une propriété des directrices de
Wilzynski commumes a ces deux surfaces : Les foyers de ces
directrices déterminent deux smites de Laplace dont 'une est
doublement inscrite dans T'antre. l.a seconde de ces directrices
décrit du reste une congruence de Goursat. Inversement, nous
avons démontré que si les fovers d'une droite ddécrivant une
congruence de Goursat déterminent une suite de Laplace double-
ment inscrite dans unc suite de Laplace, il existe deux surfaces
ayant mémes quadriques de Lic dont Ies secondes directrices de
Wilczynski sont les droites de cette congruence (3).

Dans cette note, nous considérons une suite de Laplace 1.,

Lk UL UV OV Ve

(N Nuw les surfaces avand mémies guadyigues de fde (BULLETIN DE L' ACADEMIE
ROVALE DY Brroergun, 19238, pp. 138-186, 315-318).

1%y Swr les congruences de M. Goursal el les suvfaces ayand wifuwes quadrigios
de Tie (BULLETIN DE IJACADEMIE ROYALE DR Bercigue, 1928, pp. 455-166).

On pent dgalement consulter notre mdémoire @ La gdomdivie difféiveniiclls des
strvfaves considévées dans espace végléd (MEMOIRES IN-8° DE L'ACADEMIE ROYALE
D1 BELGIQUE, 1964, pp. 1-84L.
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illimitée dans les deux sens situde dans un espace projectif &
vy = 2 dimensions et nous supposons que les réseaux (U7), (V)
sont conjuguds & la congruence (UrV7), Les foyers de Ia droite
U»Vn apparticnuent 4 une seconde suite de Laplace M a laquelle
la premiére suite est doublement inscrite en ce sens que toute
droite joignant deux points consécutifs de la smte M contient
deux points de ia suite L. Enire deux points appartenant 40 une
de ces droites se trouvent, en dehors de la droite, 2 points de
la premiere suite, Le cas que nous avons traité autrefois corres-
pondait a 72 == 1 ¢t la droite UV engendrait une congruence de

Cxoursat.

1. Soit dans un espace projectif >, a » - 2 dimensions, deux
points U, V dépendant de deux variables #, » transformdés de
Laplace I'un de autre, les caractéristiques ¢tant les hgnes 2, w.
Nous derirons

U, o |-26V -0,V 4 2aU0 == 0,
@ ¢t & ¢tant des fonctions de #, » non identiquement nulles.
Les points U, V déterminent une suite de Laplace 1.,
L U UL UV VT Ve (L)

dont chaque point cst le transformé du précédent dans le sens
des 1 ot gue nous supposerons illimitée dans les deux sens.

Posons
h, = (log by .o Ty )y 1 o0, Ry == hab,
Rk, = — (log akky ... Ry Dup + Rusy, Ry = fab,

et onsuite

H* = bty .. R, K= ak ik, .0 Ry,
Nous avons

Un =— U:—-L . L 1(10g H» -l)lw LTz — ann—--l,
Vroem Vit Vnet(log Kno),, V% a= Vet

2. Ces points rappelés, supposons que les réscaux (Un), (V™)
solent conjuguds o la congruence (U#V#). Il doit donc exister,

sur la droite UrV» deux points P, O transformds de Laplace 'un

— 677 —



Lucten Godeaux. — Suile de Laplace

de Tautre. Pour fixer les idées, nous supposerons «que le point ()
est le transformé de Laplace de P dans le sens des .

Les tangentes aux courbes ¢ aux différents points de la droite
UnV7 rencontrent la droite Ur V#4151 done 1l existe sur Urvr
un point P en lequel Ia tangente a la courbe « coincide avee cette
droite, les droites UnVe et Un-1Va -1 doivent se rencontrer, ¢’est-
a-dire que les points Un—1, U, Vo, Vetlgont dans un méme plan,

De méme, pour que le point Q existe, 1l faut que les droites
UrVr et UnttVe-1 ge rencontrent, c’est-a-dire que les points
UrtlU=Vnyn—1 gsplent dans un meéme plan.

11 doit donc exister deux relations

U#+l o AI» _|_ BYn _'_ C\_.-’n—l, (1)
Vol — AU L BVe L CrUn-1 (2)

la, seconde devant sc¢ déduire de la premiére en dérivant totale-
ment celle-ci par rapport a # et la premicre de la seconde en la
dérivant par rapport a v.

3. En dérivant totalement Péquation (1) par rapport &, on
obtient

— Byn-1 — (I‘i\n oo /3?1_'71) | QK _}_ fBF(IQg BfKn)u _'_ C:I‘*fn _'_ L%hdn'[;n—l

+[Cu + © (log et Ve
Le terme en Vool doit disparaitre, donc on a
CRr=1 = (o),

S(v) étant unc fonction de la variable v seule. On peut choisir la
rariable ¢ de maniere a avoir 2¢(z) = 1, d'ou

- 1
G

s

o
—
—-
-
=
—
&

En identifiant équation précédente a Téquation (

Cp A T A Bl log BRY, - C AR (3)

a"\'{ B Cr

En dérivant totalement I'équation (2) par rapport a ¢ et en
choisissant convenablement la variable #, on obtient de méme,
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_ 1
= - A
p3 s U
A {log Aty + C° B, — 4&,., Dbk,
— A T . . R, Y - . AL
31 ‘__-\ Ig;; (: ( [)

Des relations (3) ot (4), on dédnit

B Al = O, 13 — . 2ATIw
ANC DBk, =0, A’ = - 2BK~,

L’équation (1) peut done s’¢éerire
DA on 1([” . QT—IH\*J) i V-l DICn—1177 1 — () (”)}
et "équation (2},

2}3]_]4.'—1(\;“” . 2[(:?1]”} _i_ l.'-'n'—"l . 21!?)—1\_3:?-1-1 Jp— () (t;)

e point P dtant Uinterscction des droites U# Ve ot U7 i1Vne=1,

O POSETIL
PooUr 21V, P o= 2AKe P - Nl 200 e et
On aura de méme
() — V7 oo 2w, Q 2131 1O | 1 B LA VR

Des ¢quations (3) et (4), on déduit certaines relations auxquelles
doivent satislaire A ot I3, Nous ne nous en occuperons pis pour le
maoment.

4. Les points P et O sont translormés de Laplace 'un de autre.
Nous désignerons par P, P20 les transformds successifs de
TLaplace de P dans le sens des » et par O, 02, (.. ceux de Q dans
le sens cdes . Nous avons ainst une suife de Laplace M,

P PL TP 0,08, O (M)

oll chaque point cst le transtormé du précédent dans le sens des 2.

Le réseaun (U ¢tant conjugné i la congrucence (17Q), la suite L
est inscrite dans la suite M. Le point P! appartient a la droite
Vo s+ fe point P2 oA la droite Veo2U=2 0 e point PP 4 la
droite Ve=iU»+ Le¢ pomt () appartient & la droite Ur—ty»=1
le point Q! & la droite Us 2Ver2 Ve point ©OF & la droite Uz -t
Vorutirl

R i -
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Le réseau (V1) étant dgalement conjugué & la congruence (PQ)),
la suite 1. st une seconde fois inscrite dans la suite M. Le point Q1
appartient & la droite Ur-1V2r1 le point Q2 4 la droite Un—2Vni2)
<o, le point Q7 & la droite Ur—#V7+i Le point I’ appartient a la
droite V»=1Un»+1 Je point Pt a la droite V»—2U»:2, .. lc point P?
i la droite Ve—ioiUnritd,

Donc, la suite 1. est doublement inscrite dans la suite M,

5. Les réseaux (U7, (V7)) ¢tant conjuguéds a la congruence (PQ)},
les transformds de Laplace de U2, V7 dans le sens des #, o'est-a-
dire les points Ur+i Vsl appartiennent a la droite (30, donc
le transformdé de Laplace de P dans le sens des 2 appartient a la
droite U»-1V2+1 On a

P, = A, (U=t — He1Va-1y 2H« (log HPAKY),

i

¢’est-a-dire

P, = 1,0, (H*K», = 0.

De méme, le transformé de Laplace de QO dans le sens des v
appartient & la dreite Ve 1U7H et on a

Q, = kP — 2K» (log. H"K»), U=,

d’on

0O, = k,P, (H", Vv, = 0.

Il en résulte que H*R* est une constante gue nous désignerons
par 6.

Le transformé de Laplace de P dans le sens des # coincide
avec () et celui de O dans le sens des v avee P On a

P P (log K#=1), = Va — 2Ke=1) Ur == Ve QKU = ),

0, O (log H-Y), = U — 2H» %, V" — Vr - 2H"Vi = P,

o

it

donc

}lu-i--l = ku: k‘n bp h’n-

6. Le transformé de Laplace de P dans le sens des v appartient
A la drote Vr-1U7+2 donc

Pl =P, - P (log H?), = U1 -2 2H"L,Vn 1
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dowblement inscrite dans wne sutte de Laplace

et comme £, - ..,
Pl Unst o 2Ho Ve

Le transformeé e Laplace de P dans te sens des v appartient &
la droite V»=2U»+2 donc on a

T),,_, sk (Vo2 oo 2K 2Un 2y L 2K -1 (log K7 -1HLe 1) 100
et comime Kr—1T#* 1 = TI*}K* ¢st une constante,
Pr— Vw2 QR n—2 Tn~2

On voit que l'on a
1 _ )]
PL — J,,.P.

D’autre part, on a

f’i === Pl (1(_)g I{nizju - \"‘7”4 1 21{‘”’72]’3.“: l[:“*l.

Observons qne l'on a

Bpis = - {log H™),, - {log fepiq)ue -+ Fsn,
kn - ) (1[){‘-: F‘:”)w-ﬂ : (108’ kn)u-u ]‘ }cu 1,

d’ott par addition
oo + Ry = (l0g Boyidue + (log &) 00 4 A =+ Rl
Puisque 2,y = k&, on a A&, 5, == &, ; ct

P. - Pt (log K%, = P.

7. Des relations précédentes, on dédmit que P doit satisfaire
a Véquation de Laplace

P P, log H"), &P = 0. (7)

we
On a de méme

f)uv f)l‘ (1()g K-n.----l) o }?’n.flf) = O (8)

Les équations (7) et (8) doivent étre dquivalentes sous la condi-
tion

QAR IP 4 P = 0.
Avant de vérifier ce point, nous exanmunerons les conditions
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auxquelles doivent satisfaire les quantités A et B en vertu des
équations (3) ct (4) en tenant compte des conditions obtenues
ultéricarcement.
En égalant les sccond et troisieme rapports de la relation (3,
on obtient
(1 —AOA, = h,yq - o, == O,

1 — 480 ne peut étre nul, car autrement les points P et () coinci-
deraient. On a done A, = 0. Les deux premiers rapports de (3)
cdonnent

AATE = A, .

On trouve de méme B,. —= O et
4.1\]39 — !‘:?il-! .
On a donce les conditions

A, == 0, B, =0, 4ABO = h,., ko=l = ku. (D)

Les réseaux (U, (V) sont o imvarnants dgausx.
On a en outre

(Tog 7). = 0, (log K+, = 0.
En posant P — 2AK? P, Péquation (8) devient

pu-@' _|— Pu (]'Ofc‘_{ AK H-_I)-v

—+ Hlog K»—4) (log A" 11, — {log Kr+l)

Ry BP0,

o

le coefficient du terme en P, étant identiquement nul.
De la dernicre des égquations (4, on déduit

Le cocetheient de P, est donc
(log AK" Y, = (log K", - - — (log H"},.
Le cocofficient de 1?7 s'éorit

{fog K#=1),

{log K™y, — /i,y

et on dolit done avoilr

(lOg I{ﬂ)v — 0.
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doublement nscrite dans une suite de Laplace

8. Les points () ct (_) satisfont aux dquations de Laplace
Quo - Qv (log K»), — kQ = 0,
Oue — O, (log H=1),  J_ 0 — 0.
Ces d¢quations doivent étre identiques moyennant
Q + 2BH»10) = 0.
(log H"), = 0.
Nous avons obtenu plus haut les conditions
{H*K"}, = 0, (H"K®, = 0,
donc nous avons
Hp--0, Kj::0, H;=0 K:=0

ct les quantités H», K» sont des constantes.

Li¢ge, le 8 avreil 1966,

SCIENCES. — 1Hi6, -— GRS —
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