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GLOMETRIE ATGEDBRIQUR

Surfaces-base
de certains systémes linéaires d’hyperquadriques

par Tuernx GODEATX,

AMembre de ' Académic,

Résumé. — Ftude de la surface d’un espace linéaire & » dimensions
intersection d'une varid¢té représentdée par Uégalité 4 zéro d'ane matrice
a deux lignes et m colonnes de formes linéaires ¢t d’un certain nombre
d’bhyperquadriques. Cas particulier d’une surface dont le systéme
canonique possede une composante fixe non rationnelle.

Diverses recherches nous ont conduit a considérer des surfaces
hyperspatiales appartcnant & des hyperquadriques. Cette note
est une contribution & l'étude de surfaces de cette nature.

Nous considérons, dans un espace lindaire 5, a » dimensions,
la variété V d'ordre s représentée par Uévanouissement d’une
matrice a deux lignes et # colonnes de formes linéaires par rapport
aux coordonndes ponctuelles de 5,0 Nous supposons que cette
varidtd n'est pas conique, ce qui implique 2 < 2se - 1. Nous
considérons alors la surface F intersection de la varidté V oct
de n - -1 hyperquadriques lindairement Indépendantes,

Nous commengons par ¢tudier la variété V. Pour w = 2m - - 1,
cette variété est le licu des droites joignant les points homologues
de deux espaces linéaires homographiques & # - 1 dimensions.
Nous étudions cnsuite la varidté V lorsque n = 2m — 2. Cette
variété contient un faisceau d’espaces linéaires a m - 2 dimen-
stons. Ces espaces rencontrent unce variété licu des droites joignant
les points homologues de deux espaces homographiques & m - - 3
dimensions suivant des espaces linéaires a m — 3 dunensions,
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vari¢té qui joue un réle analogue & une droite directrice d’une
surface réglée rationnelle. TPour s == 3 et # -= 4, cette variété
s¢ réduit d’ailleurs & la directrice d'unc surface cubique ration-
nclle. Les cas ol » est inférieur & 2m - 2 sc trattent en consi-
dérant les intersections de la vari¢té précédente par les espaces
linéaires considérés.

Nous déterminons le genre de la courbe commune a la variété 'V
ct & # - m hyperquadriques, puis nous considdérons la surface F
commune & la variété Vet an - m - 1 hyperquadriques. Dans
le cas ot # — m + 4, on obtient une surface dont le svsteme
canonicque contient une composante fixe non rationnelle et w — 6
courbes d’un faisceau lindaire de courbes de genre cing.

1. Considérons les équations

| .
1T 5
Y1 o e o

|l,Z]]_ eib"«‘ e ljjnz!

o

i .. 0, (1)

ot les o et les f sont des fonctions lindaires de x,, %y, %, X

.
dont les x sont
les coordonndées ponctuelles, ces déquations représentent unc

variété Vi, . Q'ordre m a n -— m -+ 1 dimensions, base d'un

Ty

lin¢airement indépendantes. Dans Pespace S

rer

s . . 1
systeme  Jinéaire de  dimenston -‘)wfz,(m — 1) - 1 d’hyperqua-

e

driques.
la varicté V), est le lieu des espaces linédaires & n» -

dimcensions d’équations
o b, 2 = e e 2 = b, (2)
lLes dquations
Ay == Ay + oo+ AL, = 0,
Al 1 Aglry — oo F Ay, 0

représentent deux gerbes projectives d’hiyperplans G, G5 ayant
respectivement poar base des espaccs o, ., o L 7 — 1 di-
mensions.

Ta variété Vi, ; est le lleu des points communs aux espaces

a4 - m dimensions
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1 = T2 o P
: CoToLL. == ,
Hr 2 14

lP&}- o ?_L"Z _ i7/"‘ T
tHa fAo Hoa

qui se correspondent dans homographie H entre les gerbes
G, )

Pour # - m, la varidt¢ considérée est une courbe d'ordre .
Pour - 2 t, on pent considdérer les o ot les o comme les
coordonndes de Vespace S,, - ot ol aune vandté Vi T en résulte
qgque pour w2, Lo varidétd considérée est un cdne, cas que

nous excluerons.
Dans la suite, nous supposerons e -2 s <2 2,

2. Commoencons par consicérer le cas 2 = 2m 1.
Dans ce cas les gerbes Goet (07 ont pour bases deux cspaces

Tty Ty 4 L 72 1 dimensions et les espaces & m dimensions

€., passant par o, ct £, passant par o, qui sc correspondent
dans 11 s¢ coupent suivant une droite a. Ces couples d’espaces
£, &, sont en nombre o= et le licu des droites a est unce variété
VL passant par o

r

23

B [II ] FET

Obscrvons qu'nn espace &, coupe o, | en un point A’ et que

T'espace €

» correspondant coupe o, , en un point AL I en résulte
que les points A ot A7 se correspondent dans une homographic
entre les espaces o, 4 ot o), 4. La droite a passe par A et A7

i

clonc :

Dans lespace S
les points homologes de deux espaces linéaives projectifs.

w1, da variété N0 est le liew des dvoites joignant

On remarquera d'ailleurs que dans le cas considéré, les équa-
tions (2) sont celles d’une homographic entre les espaces o

1e—7112

Top- 1+

3. Supposons maintenant 7 < 2w — 1.

Observons que st » == 2m — 2, les gerbes G, (GF ont pour basce
des cspaces o, ., o)

mos A o 2 dimensions et les espaces €,
passant par o, ., ot £, passant par ¢,_, homologues dans H

se coupent en un peint dont le lieu est la variété Vi, .
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Par contre, si # <2 2m — 2, en posant w = Zm — £ (kR > 2),
les gerbes (v, G' ont pour bases des espaces o,,_;, Op_z & % - - R
dimensions ct les espaces €, i1, Em_ra & m -~ £ -+ 1 dimensions
des gerbes (;, (' ne se rencontrent pas en général, méme s'lls
se correspondent dans ’homographie H.

Nous allons pour cette raison traiter a part le cas » = 2m — 2,
Rappelons que la variété Vi, | cst le lieu de oo! espaces a,, »
a m — 2 dimensions, formant un faisceau.

Appelons ¢ les hyperplans passant par a,,_, ¢t £ les hyperplans
passant par o,,_,. Un hyperplan & ct son homologue £’ dans I
s¢ rencontrent suivant un espace S,,,_4 & 2 —4 dimensions. L'hy-
perplan £ rencontre o}, , suivant un espace o, ga #w — 3 dimen-
sions et & rencontre o ,,_, stivant un espace o,,_, a m - 3 dimen-
sions. Ces espaces o, s, 0.3 apparticnnent & l'espace S;,, 4
et dans cet espace, les cspaces a m — 2 dimensions £ passant
par o,_s et £ passant par o, 5 forment deux gecrbes G, G
entre lesquclles H détermine une homographie. les espaces
homologues £, £ se repcontrent en un point qui engendre unc
variété V771 car si dans les données, on remplace s par m2 — 1,
on retrouve le cas examiné icl.

La section de la variété N0, pay un espace commun @ deux hyper-
plans homologues des gerbes G, ' est une variété Vi3

h—2

4. Les espaces-base des gerbes G, G, o,
nent a une hyperplan oy, _s.

._s et o, _,, appartien-
Soit n lhvperplan de G que H fait correspondre a o,,, 3

considéré comme appartenant & G’ et %' 'hyperplan de G’ qui

correspond A o,,,_, considéré comme appartenant a G.

Aux espaces S,_, dc G appartenant a n correspondent des
espaces S,,_; appartenant a o,,,_5, donc les intersections de ces
espaces appartiennent & oy, _s.

Les espaces S, de n coupent o,,,_g suivant «wo™=3 cspaces
S.._s ¢t & ces espaces correspondent oo™ 3 espaces S;,_, de G
situés dans o,,, 4. Les cspaces S,_,, S,,_s engendrent des gerbes
homographiques et les espaces homologues se coupent suivant
des droites engendrant unc variété Vip i d'ordre sn — 2, am - 2
dimensions.
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Appelons oy, .5 Uespace & 2m - 5 dimensions commun aux

bl
hyperplans o,,,_s, %, »'. On peut remarguer que les droites
. apparticnnent

Tr—2

m 2 appar-

communes a deux espaces homologues S, ., S,
anet an’, done a o,,,_; ct par conséquent la varidtd
tient & cet espace.

[espace gy, , coupe a,,_, ¢t a,_, suivant des cspaces o, 4,
a,,. 3 4 m 3 dimensions appartenant le premier 4 %', le sceond
A m. I résulte de la projectivité entre les gerbes GG, GF que les
s sont homographiques et que la variété Vo 3

m—2

espaces o, g, 7,

FITRN

est le lien des droites joignant les points homologues de ces

ES]ACeS,
Notons que la varid¢t¢ V-2 contient co! espaces lindaires &
mwr —- 2 dimensions formant un faiscear.

I

Les bases o, o, o, o de G et (7 appartiennent a un hyperplan
Ty mon GUI COupe la variété V,_, en dehors de o, _,, o,, , suivant
d'ordre m1 - - 2 qur appartient a Uespace o4, ;

Far—2

une variété Vg
COMBNUIN 4 o, ,,_q €6 anx deux hvperplans de (v, (' gque 11 fart coy-
respondre @ oy, 5

3 1

ct Vespace a 2w -- 4

5. Soit &€ un hyperplan de (v contenant o,,,. 5 ; son homologue

¢ de (7 contient ¢galement Uespace a,,

3

dimensions commun a £ ¢t & rencontre VI, suivant une variété

4 B ; AT EES Ry Lyt ; . : -
d’ordre #e - 1 contenant V)15 ot complétée par un espace liné-
alre a,, » a4 # — 2 dimensions. Comme les espaces & forment

un faisccau, on obtient ainst le faisccau des cspaces a,, .
Notons que o,,, ; ¢tant un hyperplan de Uespace 4 2m - 4
dimensions considéré, les espaces a, , coupent V273 suivant

e A
des espaces a m — 3 dimensions.

Les espaces a 2m — A dimensions passant pav o,,,_s, inbersec-
trons de deux hyvperplans homologues des gerbes (G, Gf, vencontrent
la variété V), | suivani les espaces a,, , gut venconlvent @ leur tour
S suivant des espaces 4 m 3 dimensions formani

un faisceau linéaive.

la variété V

Considérons maintenant deux hyperplans &, £ de G passant
par o,,, 5 ct leurs homolognes £, ¢ de G’ Les espaces (€, &)

Bl =l

et (£, &) contiennent respectivement des espaces a,,_p €t @, ..

S (T4
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Les espaces & 2 - 4 dimensions (&, &) et (&, €) appartiennent
a un hyperplan passant par og,,,.5 ct contenant «,

2ok —5 T -

. et

T — 2

Un hyperplan passant pav oq,.., coupe encove la vaviété Vi_,
suivant deux espaces du faisceau | a,, , \

Pour w = 3, la variété VI, devient la régiéc cubique V73
de S,, I'espace o,,,_; devient une droite et la variété Vi3 coin-

cide avece cette droite, qui est la directrice de la surface rvéglée.

On voit donce que dans le cas général, la varidté V72
R L7 A A ' 1 Do . LE

pour la variété Vi , le méme role qu'une dircctrice rectiligne

pour une surface régléc rationnelle.

joue,

6. Passons maintenant a U'étude d'une variété V), située
dans un espace Su,,_q_p a 2m T & dimeusions (1 <2 & =
w 0.

l.es gerbes G et (7 ont pour bases respectivement des espaces
Copetots Topepr & m — & — 1 dimensions, Les espaces a om -— &
dimensions homologues de ces deux gerbes ne se rencontrent pas
en général et Ies points commuus 4 ceux qui se rencontrent engen-
drent la variété Vi .

Plongeons Vespace 5,, ¢ dans un espace S, o a 2m — 2 di-
mensions et dans cet espace, constddrons deux ospaces o, .,
o, . a m - 2 dimensions coupant 5, . ; suivant les cepaces
O b Om_p_y Teshectivement.

T homographic 1 entre les gerbes (;, 7 détermine une homo-

graphie entre les gerbes de sommets o, o, et les points

[FEREDY
communs aux cspaces a - 1 dimensions homologues de ces
deux gerbes engendrent une variété VI, dont VI, cst la scction

P::ll" E-‘)‘.2 m—A—1

La variégié N7, est la section de la varidlé NV, | par un espace
a 2m --k — 1 dienstons.

On pourrait d’atlleurs établir de o méme [agon que la variced

Ve est la section de la variétd Vi par un espace & 2 - 2
dinensions.

Il convient d’examiner de plus preés la scetion de la variété
Vrd par Pespace Sy,

I
[ espace oy, -y qui contient la variété Vi3 coupe les bases
G omoie1s Tm—py des gerbes G, G suivant des espaces awm — & 2
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dimensions homographiques et les droites qui joignent les points
homologues de ces deux espaces engendrent une varidté Vooe—f-

qui appartient i la section de la varété V7 3 par Pespace So,.pa.

i --
La wvaridté V201 contient un faisccau  d'espaces  lindaires
@, .o qui sont découpds par les espaces o, ., de la variété
F
\: e A
La vanridté Vo9 | appartient 4 unc espace a 2m - 2k 3

dimensions ct par cet espace passent oo L hyperplans de S, .
Un de ces hyperplans passant par un pomnmt d'nn espace a,, .
n'appartenant pas a V2 i1 contient cet espace. On en conclut

que :

Les hyperplans passant par la variété VT[TV coupent encove
e suivant KoVl espaces a .

7. Courbe comnune @ une variété N d'un cspace ¢ 2m k
- L dimensions el a m - k- 1 hvperquadrigues. -+ Nous dé-
signerons une telle courbe par C,,_,; ¢t son genre par p,._,_,
Rappelons que T'on a O - & m — 1.

Stk =m t, la variété V' est une courbe rationnelle normale
de 5, et on a p, 0O

St ko= m 2, la varidté Vi est une surface réglée de S,
ct la courbe €, est découpée par unc hyperquadrique Vi, ¢’cst-
a-dire par unc surface ¢quivalente 4 deux hyperplans. D'apreés
une formule de Nocther, on a

PL— 2py o — Lo i L.

La courbe C; est hyperelliptique,
Sk m — 3, la courbe Cy est, dans un cspace S,,,,, 'inter-
secetion de Ia varidté Vit et de deux hyperquadrigues. On a done

Po =20, | 2 1 = 4m 3.

Sik . om0 A, un raisonnement analogue au précédent montre

que l'on a

pa = 2p, -+ e -1 = 3. 2% — 2* - 1.
St h—m -—- o, on a de méme
Pa= 425 2t 1.
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On est conduit & poser
Ponpq = mm — k — 1)2m-k-2 . Dmkel LA,
On vérifie que 'on a identiquement

P = 2475':%—1-_2 + 2m—E=2y . 1,

v

La courbe de Iespace S,,,_,_ inlersection de la variété Vi,_,
et de m k — 1 hvperquadviques linéaivement indépendanis est
de genve m{(m — k — 1)2m-k=2 . Dm—k-3 1 (0 <k <sm — 1).

On observera que la formule est encore applicable lorsque 2
est négatif, & condition quc Vintersection des w2 — £ — 1 hyper-
quadriques ne rencontre pas le sommet {espace a wm — & — 2
dimensions) du céne VIi_,.

1
La courbe C,, _, , appartient a 5 wmin — 1) +m — k& — 1

hyperquadriques lin¢airement indépendantes.

8. Surface comwnune a une vartété V7 , d'un espace a 2m —
k - 1 dimensions et 4 m — k - - 2 hvperquadrigues. — Désignons
par F la surface.

La variété V2 . de S,,,_;,; contient un faisceau d’espaces
linéaires a ;. ; et un espace S,,, _,._; commun a deux hyperplans
homologues des gerbes (&, G’ la coupe suivant unc variété Vi, .
I existe une telle variété dans chacun des hyperplans d'une gerbe
(3, G’ donc ces variétés sont au nombre de oo™ ! et forment un
systéme linéaire | Vi1, |.

Une section hyperplane de VI, . est une varié¢té V7 _, ; et
on a

Vi1 = '??r::i}::—l + -

Retournons a la surface F et désignons par K les courbes

découpdes sur les cspaces a,,_ . par les s - & — 2 hyperqua-
m—1

drigques, par H cclles qui sont découpées sur les varidtés Vi,
enfin par C les sections hyperplanes. Nous avons

C=H+ K.

I.a conrbe K, intersection de m — & -- 2 hyperquadriques
dans un espace a m — £ - 1 dimensions, cst dordre 2m—f-2

—- 1404 —



Surfaces-base de ceriains svstémes linéaires d hyperguadrigies
et de genre (m - & - 4)2=-F3 1 (W), Les adjointes sont
les varidtés d’ordre (s - £ - 4) de Vespace 5, . 4 et découpent
sur K la série canonique compléte.

L’espace a,,. .., ¢t la variété V7= [ appartenant & un méme
hyperplan ont en commun un espace a m & - 2 dimensions
rencontré en 2™ % 2 points par les m — 2 — 2 hyperquadriques,
donc unc courbe H et unc courbe K ont en commun 27 %52
points formant sur K un groupe de la série canonique. De ce qui
précede, on déduit que Vadjoint a ‘K ' est

| K[ =|{(m & - 4)H|.

L.e genre de la courbe H est d'apres la formule établic plus
haut,
(”z I ’1)(??8 - ]‘3 . 2)2;'{3—5'—3 2??1—1\‘—2 ,_i_ 1.

On peut calculer celui des sections hiyperplanes C de I de deux
manieres, soit cn appliquant la formule du ne 7, seit en consi-
dérant C comme sommec des courbes 1 et K. On trouve pour la
valeur de ce genrce

pe(me - f - 2)Am—R3 ekl
D'apres ce qui a ¢e¢ établi plus haut, on a

Sorrd _ Zsm—k L /
v :ie el T \ :L [0 | _g" (k _l'_ 1)“’}:1—;’\:-—1!

ce qui donne, sur la surface ) en désignant par L la courbe sec-

tion de la variétd Vi par les s - & 2 hyperquadrigues,

¢ LA (k- DK
On en déduait
H = 1. + kK,

Le svstéme canonique de I est
(e & HBH 4 (- DK 4+ L |

Le genre de la courbe L, d'ordre (m — & — 1)2m~k-2 est,
d’apres la formule du no 7,

(m - -k AYm — h — 2)2m—k3 — Jm—k-2 L,

{1 Sur les courbes ot les surtaces lntersections Chyvperquadniques (Bulleten
de ' Acaddmic voyvale de Ielgigue, 1911, pp. 262-269),
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9. Examinons de plus prés le cas 2 = m — 5. La variété V[
est alors située dans un espace S,,,, a m + 4 dimensions. Son
systéme canonique est

| L+ (m — 6)K |

et comme K’ = H, il est aussi représenté par |1 — K |.

Les courbes K sont d’ordre huit et de genre cing. Les courbes H
sont d’ordre 8m et découpent sur une courbe K la série canonique
compléte gi. Le systéme | H | a la dimension m — 1, par consé-
quent il y a oo™ ® courbes H contenant une courbe K et le
systéme canonique de F a la dimension s - 6. La surface F a
donc le genre géométrique p, = m — 5.

Revenons a la premiere forme du systeme canonique. Une
courbe canonique contient m — 6 courbes du faiscean | K | et
ces groupes de courbes sont au nombre de s - 5 Ilindairement
indépendants. I1 en résulte que la courbe L est une composante
fixe du systéme canonique.

Ia courbe L., d’ordre 32, a le genre 41. Elle est tracée sur une
variété Vi située dans un espace 5; a scpt dimensions. Cette
variété contient un faisceau linéaire d’espace a trois dimensions.

Dans un espace S, ., @ m —+— 4 dimensions, la suvface section
de la vaviété VI par trois hyperquadrigues posséde un systéme
canonigie avant une partie fixe de genve 41 et une partie variable
formée de m -~ 6 courbes d'un faisceau hinéaive de courbes de genve
cing.

La surface appartient a m{m — 1) -+ 3 hyperquadriques

Do | i

lindairement indépendantes.

Liége, lc 18 novembre 1966.
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