p e r Bulletin de la Classe des sciences

S B

Une configuration formeée par trois suites de Laplace

Lucien Godeaux

Résumé
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Une configuration formée par trois suites de Laplace

par Ieoiey GODEAUXN,
Moemlve de P Aeacddmie,

Réswume. — Construction de trois suites de Laplace dont deux sont
cloublemient inscrites dans doeux antres,

Soit (x) une surface dont les quadriques de lie n‘ont que deux
polnts caractéristiques et soit (v} le lieu du sccond pomt. Nous
avons Ctabll que la suite de T.aplace déterminée par les foyers
5, ¢ de la premicre directrice de Wilezynski wy était doublement
inscrite dans la suite de Laplace déterminde par les fovers m, »
de la seconde directrice de Wilezyvnski (1), En d’autres termes,
toute droite contenant deux termes conséculifs de la premicre
suite de Laplace contient deux points de la seconde. Préeisons
en disant que entre ces deux points, 11 v a deux autres points
de la suite. Notons cncore que dans ce cas, la seconde directrice
de Wilezynski engendre une congrucence de Goursat.

Dans cette courte note nous considérons une suite de Laplace
dont quatre points conséeutifs sont U, U, V, Vet nous supposons
aque la droite UV contient deux points PP, () transformdés de

(V) Sur les surfaces ayani miémes quadvigues de Lie (BULLETIN pr LTAcabimie
rov. DE Brrcigue, 1928, pp. 1568 186, 345-8348). Voir aussi notre mdémoire g
Géomélrie difféveniielie des surfaces consididrdes dans Uespace véglé (Mdmolres in-§
de Acaddmic, 1964, pp. 1-83), ainsi que notre note Swy les congruences de
A Guonwsal ol des surfeces ayant sidmes guadvigrnes  de Lie [(BULLETIN DR
LACADEMIE, 1928, pp. 155-40606)
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Lacien Godeawux

lLaplace I'un dec Pautre, les variables étant les mémes que pour
la suite de Laplace donnée. Nous montrons que la premiére suite
est doublement inscrite dans celle qui contient les points P, Q.
De plus, il existe une troisitme suite doublement inscrite dans
la premiere. Nous montrons d’ailleurs que ces trois suites appar-
tiennent nécessairement a un espace projectif 4 trois dimensions.
Enfin, nous indiquons la condition imposée a la premiére suite
pour que les deux autres existent.

1. Solent, dans un espace projectil 5, a » dimensions (v = 2),
U et V deux points dépendant de deux parametres u«, v, trans-
formés de Taplace 'un de 'autre. Nous supposcrons que le point
V oest le transformd de Laplace de U dans le sens des # et donc
U celul de V dans le sens des v,

Les points U, V appartiennent & une suite de Laplace

Ur, ., UV, UV, Ve Ve

y .

ot chaque point cst le transformé du précédent dans le sens
des 2%, Nous désignerons cette suite par la notation (U -~ V7).
Supposons que les points U V1 solent conjugués par rapport
a la congruence (U, V1), Ddésignons par P, Q les foyers de la
droite UMW Q) étant Ie transformé de Laplace de I” dans le sens
des u et par suite P celui de Q dans le sens des ».
Les points P, ) appartiennent 4 une suite de Taplace

L Pt PLP, Q00 .., O

ou chaque point ¢st le transformé du précédent dans le sens des
1. Nous désignerons cette suite par la notation (P - Q).

Ie réseau (U1) ¢tant conjugué & la congrucnce (P’Q), la suite
(LU — V) est mscrite dans la suite (I7 -+ Q). Le point U appartient
ala droite QOQ1, le point V' a la droite Q1Q?2, le point V! a la droite
Q203 Plus géndéralement, le point V7 appartient a la droite
Or1O=+2 De méme, le point U» appartient & la droite Pr-1pPn-2,

L.e réseau (V1) ¢tant conjugud 4 la congrucence (1’0}, la suite
(LU - V) est unc seconde fols inscrite dans la suite (P — Q).
fLe point U appartient a la droite P2ilDP2+2 ¢t e point V7 a la
droite Q#—10Qn" 2

Ainst donc Ie point U” est intersection des droites Proipr 2
et Pr+riP=+2 Je point V7 est lintersection des droites Qr»—20Qn—2
et QnitQn+2 (51 n == 1, on posc O ' =P, P~ = Q).
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{7ne configuration formdée par trois suites de Laplace

La suite (U VY est doublement inscrite dans la swite (P - Q).

2. Le plan tangent en P a la surface (P) contient les points U,
Vi Uz Vet le plan tangent en O a la surface () les points Ul
Vi U, V2 Ces denx plans ont en commun la droite U'V! ¢t par
conséqguent ils appartiennent a un espace a trois dimensions 5j.

i1 en résulte que les points V! et V? sont des expressions liné-
aires des points V, U, U U2 51 Pon dérive la premiere de ces
Gquatlions par rapport &z, on obtient Ja seconde ct si 'on dérive
celle-ci par rapport 4 #, on trouve que le point V¥ s’exprime
lindairement par rapport aux points V, U, U1, U2 Le¢ point V3
appartient done a 'espace Sy,

On démontre de méme que le point U2 apparticent dgalement a
Pespace 5.

Les suiles de Laplace (U — V) el (P ) appartiennent donc

a un espace @ trois dimensions. On a v = 3.

3. Les droites UtU2 et VV* ge rencontrent en un point X ot les
droites VIV? ¢t UL en un point Y.

La tangente & la ligne # an pomnt X de la surface (X) est Uinter-
section des plans tangents aux développables engendrées par les
droites U'U? et VV! lorsque u varic. Ces plans tangents sont
UzUM et VVIVE Ces deux plans se rencontrent suivant la droite
XY.

De méme la tangente 4 la ligne ¢ au point Y de la surface (Y)
est Ta droite XY.

1} en résulte que le point Y est le transformé de Laplace de X
dans lc sens des # et X celui de Y dans le sens des v.

f.es points X, Y appartiennent & unc suite de Laplace

Xt XY X, Y, Y, LY,

=2

ol chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u.
Nous la dénoterons par (X — Y).

Le réseau (X) est conjugué aux congruences (U'U?) et (VV!),
par suite la suite (X - Y) est doublement inscrite dans la suile
(G - V).

[D’une maniére précise, le point X7 appartient aux droites
UrrUn+2 of Ur U7 2 le point Y* appartient aux droites Vn+!
Vrl2 et Yr 1Wn 2

|
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Lucten Godeaux

En particulier, les points X!, Y! appartiennent 4 la droite UV
et les réseaux (XY, (Y1) sont conjugués i la congruence (UV),
Nous nous trouvons donc devant le méme probléme gqu’au début
a condition de remplacer la suite (X — Y) par la suite (U — V)
et la smate (U — V) par la suite (P — Q). On retrouve ainsi que
la suite (X - Y) est doublement inscrite dans la suite (U — V).
4. La suite (U — V) ¢tant donnée, Pexistence de la suite (P — Q)
implique quelgque condition pour la premiére suite.

Les tangentes aux courbes # aux différents points de la droite
Ui g’appuient sur la droite UV2, Si done il existe sur UiV un
point P tel que la tangente en ce point a la courbe % soit confonduce
avee UVi il faut et 1l sutht qgue les droites UV et UV? ge
rencontrent en un point ().

Cela étant, la tangente a la courbe v au point QO s’appuie sur
les droites VU2 et UV elle se confond donce avec la dernicére de
ces droltes et la droite VU? passe par P. Les points P et () sont
transformés de Laplace 'un de Pautre.

La condition nécessatve el sufpfisante pour Uexistence de la suite
(P — Q) est que les points U, UL, Vi V2 sorent coplanaires.

Si 'on exprime analytiquement cette condition, en dérivant
par rapport 4 » la relation linéaire entre les points considérés, on
retrouve la condition pour que les points V, Vi U1 U2 soient
coplanaires.

Liege, le 24 janvier 1966,




	Information
	Informations sur Lucien Godeaux

	Pagination
	167
	168
	169
	170


