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COMMUNICATION D'UN MEMBRE

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLIL

Recherches sur les surfaces associées a des suites
de Laplace périodiques (quatriéme note)

par Lvciey GODEATIX
Membre de 'Académie

Résumé., — Formation de rclations liant les invariants des équations
de Laplace satisfaites par les points de la suite considérée.

On sait qu’a une surface (x) de l'espace ordinaire rapportée
a ses sasymptotiques #, v, est associée dans espace a cing di-
mensions une suite de laplace f. déterminée par les points
représentant sur 'hyperquadrique de Klein les tangentes aux
asymptotiques de la surface. Nous avons publié plusieurs tra-
vaux relatifs aux surfaces auxquelles sont associées des suites
de Laplace périodiques, de période nécessairement paire 2n + 2.

Le cas # = 2, ou 1l s’agit de surfaces avant mémes quadriques
de Iie et le cas n» == 3, ol 1l s"agit de surfaces ayvant mémes

quadrilatéres de Demoulin, peuvent étre considérés comme
résclus (1), I1 n’en va pas de méme des cas ot # est supdéricur a

(1 On trouvera un exposé de cette question dans notre mémoire sur La
Céomdirie difféventielle des suvfaczs considévies dans 'sspace véglé [Mémoires
in-8; de I'Académic roy. de Belgique, 1964, pp. 1-83). Les premigres recherches
sur le cas n —= 2 sont dues & Demoulin (C.TX, scpt. 1908). Les ndtres datent de
1928.



L. Godeaux —— Recherches suy les surfaces elc.

3. Dans plusicurs notes consacrées a cette question (*), nous
avons ¢tabli des relations entre les invariants des dquations
de Laplace auxquelles satisfont les diftérents points de la suite L.
Dans cette note, nous établissons de nouvelles relations entre

ces invariants.

1. Considérons dans l'espace S, a cing dimensions la suite de
Laplace L.,

U, LRV V) Ve (1)
associée a une surface (x} rapportée & ses asymptotiques u, v,
dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des 2.

La condition pour que deux points p,g de 5; solent conjuguds
par rapport i Uhyperquadrique Q de Klein s’exprime par la
relation

Qipg) = 0.

Nous poserons

(m,m) = £ (U™, V),
Rappelons que Von a
(n,n 2) = 0, (n,n 1) =0, (m,n) == 0,
(e, 4+ 1) = -0, (n,m -} 2} = 0.

Sept poeoints Ur+3 U720 U 2 conséeutifs de la suite L
sont 1iés par une relation lincaire

Ay gl A LU o A Ut A U iy, Ut
A, LU 4 A, U= s )
En exprimant les relations de polarité avec les points V@3,
Verzo oV -2 an obtient les dguations
A 4 3) A, (- Dm 4= 3) A, (e 2.n + 3)
b Apa{n — 3m — 3) = 0,

("} Recherches suv los swrfuces acsocides a des suiles de Laplace périodigues
{Bulletin de M'Acad. roy. de Diclgique, 1961 pp. 8432-849, 920-925, 1121-1126),
Sur les suvfaces lides @ wune suile de Laplace péviodigue (Arcluv der Mathematik,
1965, pp. 117-121), Surfuces assocides a une suite de Laplace péviodigue (Ievuce
Roumaine de Mathématiques pures ol appliqudes, 1985, pp. 687-690).
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L. Godeaux — Recherches sur les surfaces

Ap(n —1Tm— 2) A, (e - 21+ 2)

A Ay gl — 3 — 2) = 0,
Ano(n —= 2, 1) A, 42~ 3,m — 1) == 0,
Ay a(m - 3,m) - A, _y(m - 3.m) .= 0,
Apya(m -= 3m - 1) 4+ A, .(n + 202 — 1) = 0,
Appaln 4 3m — 2 + A, .(n — 20 — 2)

+ A,y + 1m - 2) = 0,

Ces relations permettent de déterminer les A et on obtient
'équation

(1 - 30)(n 2n + 1w — ton — D(n,n + 3) X

, Ures Un2 Unl
X (n + 31 — 1) (1~ 2,m 1) 0
(n + 3, — 2) (n+ 20 9 m | 1n 2y
+ {(n+ 3.0)n +2n — 1)n -~ 1t 2} x (1)
Ur Un =1 Un -2 yr -3
9 (n,n+3) -1, 2-3) (n 2, #+3) n-—3, n+3) .
0 (-1, m-4+2) (n 2, n+2) (n—3, n+2)
0 0 (n—2, n++1} (n 3, n41}

2. Supposons que la suite L. soit périodique et soit de période
2n — 2. Alors le point V7+1 coincide avec le point U" et le
point U»+! avec V7. Ces deux points appartiecnnent d’ailleurs a
I'hyperquadrique Q. Dans ces conditions, la suite Vet Vs
V72 coincide avec la suite Unt3, ) Un—3,

A

Nous avons

(- 1m - 2)n 4+ 2n — Dn + 300 -~ 450 4 1} x
RS AR V-2
X, w4 (n, n+3) 0
| ;
(e, - A) (n—1, n+3) (1, nt2)|

+ (n+ 1w + Dnn — 3)n — Ln + 2) x
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Y Ve Vool Vo

5 An 4, -1y (A ) (A, ) (-4, - 2) o
0 (n4-3,m) (3,02 1) ({3, n 2)
0 0 (n-+2,m 1) (nt-2,n 2)

Dans une note précddente, nous avons ftabli que lon a
AV = IR, Ugnri-o

011 NOUS POSONS K, = 2ak,/k, ... %,

o

La relation précédente donne alors une relation (L) entre les
points U7=3 . U=-3 que 'on obtient en remplacant dans 'équa-
tion précédente le premier ot le deuxieme déterminants respecti-
vement par

Ry, ek, U8 R, g Un -2 [t
B Rty ieye (0, m| 4) (n, n+4+23) O ,
(0 1, m4+4) (1, mp3) e 1, mt2)
Y S Ry fe, L0 S L [UCERE
' (] 4,51 1) {m--4, n) (-4, 1)y (mi4, n -2) i
| 0 (n+3, n) (n+3, 7 1) (+3, 7 -2
() 0 (n—2,1n—1) (n+4+2,n 2

Cette nouvelle relation (1) doit étre identique a la relation
(I}, c’est-a-dire que les ceefficients des mémes termes doivent étre
proportionnels.

3. Les rapports des ceefficients de Ure#, Us=3 U2 U»-2 dans
les ¢quations (1) et (1) sont respectivement

(nt+1,n |-4)n -+ 4 n+1)n+ 3, n

(n 3, 2)(n 2,0+ Nn 1,12  2)

(n+—4, n 4+ 1)

(n 2,n-+1)

’}‘:u —rlknkn :»lfc-u + 2‘1673. +3kn -d

(4 1,9 | /)('n + 4 b, b N+ 3, n)yn+2,n 2}
(12 3, n){n — e+ D=3, m N 1, 2)
(4 4, n +— 1 ) (n 7 - 4)

v ] ity el g,

(%’ “ —l— 3)(??/ 3 - 1) An—-lkn T 1’1{: _-ﬁ 3
3
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In égalant les deux premiers rapports, on a
(n 4+ 1, n -+ 4)yn + 3, n
= {n — 3, nyn + 1,1 — 2) k(R R Rtk akaaa
On a, comme nous "établirons plus loin,
(o —1,n - 4)=2(—1)»H, , 4,
(n 4- 3, n} =2( - 1)y K, 4,
(n — 3, m) =2(  1)»H, ;4
(n +1,m —2)-. 2(— 1" K, ,4,
Oll TIOUs avons posé
H, == 2bA, hy ... &,

et ou

|
i 1( ')"m, !

A4 = xx
esl une constante.
T.a relation précédente devient

k4 .
H : IX}: Hn——SE}E—Ekn—].knkn—e—lkn-—2k?:+3kra-=-4:

i1

c’est-a-dire
h-n —2}311—1}?‘(1]""71—;—1 n '}Cn —'—1}67: .-2’]dn +3;‘3h +d

Les points Ur—@ ¢t Vel coincidant, les Invariants

des

Cquations de Laplace auxquelles ils satisfont sont dgaux et on a

]? ed41 }",?’472' -1

L.a relation précédente est donc une identitd.

4. En égalant le second et le troisitme rapports, nous obtenons

(n+1, n+4}n+3, n)(n+2, n—2)
= (n--3, n)y(n+3,n Vntt, u- 2k, 1k, ... Ry
Comme nous Uétablirons plus loin, on a
(n+1,n-+4)y =2( 1yH, ., 4,
(n—3,n) = 2(—11"K, 4,
(42, 2) = 2( 1)K, o(Ke? — Hi) 4,
(n--3,n) = 2(—1)"11,, 34,
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associées a des suites de Laplace périodigues
(a1, n--2) = 201K, . 4,
(n_.i_.}, ¥, _,’}) —— 2( __1)'!;—1 K_nil(-[z::-—-‘l . ]?__I':?._E) A

On en déduit

H, KK, K22 -+ H, K, K, (K2 — 7' = 0,
c’est-a-dire
Ryl ibiyt, b, (K08 HEHY o Kool o HER =0, (A)

Rappelons que nous avons posé dans nos notes antéricures

He = log . b thy oo hy h,, K= log o an kY DRk,
o, [égalité des sccond et quatrieme rapports donne

(,wn | An 2,0l 1) = (n, n+3)Yn -3, n+1)k,_,
On a
(0, #ep &) == 20 ) H(FR - K2'% 4

(m 2,n | 1) =2( 1)y, , 4,

(n, m4-3) = 2( 1)»—*H, A4,

(- 3, m 1) = 201y H, JH - K9 4.
On obtient donce

H, o H,(H? - K*3)y o H H, o(H*? — K»k,

c’est-a-dire, pumsque &,y == h,_,,
Hy + H o Ro 4+ R ()

Remarquons qu’en dérivant 1'équation précédente par rapport
a w, on obtient
/? -1 L ‘;E'xr—E - }en--.-d. + kn-'-}_;

i

ce qui est une identité.

6. En idenufiant les relations hant les points Uz-4 .0 Un-? et
Va+d O Ve2-3 on obtiendrait Jde méme

. AN Tin-2 To ] . Yra-1 1o a2
}‘3?2—--2/"71-- l';"n/‘n-lknl.E(Hu - L\u ) nE Hu - I\; - 0’ (*ﬂlr)
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7. Il nous reste a établir les formules utilisées plus haut.
En dérivant les équations {(# —4,n-3) =0, (w—2, 1 -4} = 0
par rapport a4 v, on obtient

(n, n—3) + b, 4n—1, n -4} = 0,
(n--1,n-4) + k, 4(n- 2, n—3) = 0,
d'olt
(n, n—3) — kb, 4k, _4n 2,0-5H) =0
On est conduit a poser
(n,n -3) = ( -1)" K, _4(3, 0).

On a (3, 0) = 2 (U3, V). En dérivant 1'équation £ (U2, V) = 0
par rapport & v, on a

(U V) 22 (U2 U) = 0.
Comme 2 (U%, U) == 24, il vient

(3, V) = 4ad
et
(2, n-3) = 2(—1) K, 4.

On obtiendrait de méme, en remarquant que £2 (V2, V) = — 24,
(n 3, n) = 2(--1)"H, 4.
8. Rappelons tout d’abord que dans nos notes antéricures, nous
avons posé
H* == log.bhh, ... B, K*=logaklk, . k,.

Dérivons les relations

(n-1,m—4) =2 -1)yK,_ 4, m—2 0n-5) =2(—-1)"*K, ;4
par rapport a v. 1l vient
(12, - A) = Ry _q(n—1, u—0) = 2( ApK, J(Ki—? — H; 44,

(m 1,m -3) -k, ;(m-—2,n-06) =20 1K 3K - H;=)4,

d’ ol
(s, n- &Y — k, k,_s(n -2, n-—-6)

— 2( : .I)n}_{nhil(K:rs-—a - I{:}—ﬁ _ ];{2_,] Hﬁ_z)d
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associées a des suiles de Laplace périodigues

On est conduit 4 poser
(n, n 4) (- 1)K, (4, O)
— 2(— 1)K, (K% - Kv% 4. . Ki. H*?
- (HZ? 4 HI® 4 . 4 HY 4
De £2 (U3, V) == 4ad, on déduit en dérivant par rapport v,
QU4 V) + L 2 (U2, V) =24 2 (U U) — 4a(log.a) A,
De la relation qui lic les points U3, U2, ..., V2 on déduit

QU3 Uy = 2(1%4
¢t on a donc

(4,0) = 2 (U, V) = 4a (log.a), — (log.b32hhy), 4.
Par suite
(. 7 -4) = 2( 1)K, 4 (K5 - HY 4,
On obtiendrait de méme
(n Aom) = 20 1) TH, G (HEt R4,

Ligge, le 6 décembre 1967,

SCIENCES. - - 1Y67. ~— 1331 ~—— "
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