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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIOULE

Sur les varietés algébriques a trois dimensions de
pentagenre un

par Luciexy GODEATX,
Membre de UAcadémie.

Résumé. - Etude d'une variété algébrique i trois dimensions
privée de surfaces canonique, bicanonigue, tricanonique, tétracano-
nigque, mals possédant une surface pentacanonique, image d unc involu-
tion cyclique de pértode cing, appartenant & nne variété dont les sur-
taces canonique et pluricanonrques =ont d'ordre zéro.

La recherche des varidtés 4 trois dimensions sur lesquelles
Popération d’adjonction est périodique nous a conduit a I'étude
des involutions cvcliques d’ordre premier $ n'ayant gu’un
nombre i de points unis appartenant & une variété algébrique
sur laquelle tout systéme lindaire de surfaces est son propre
adjoint, c’est-a-dirc dont les surfaces canonique et pluricano-
niques sont d'ordre zdéro. Nous avons établi le  thdéoréme

sutvant (1) :

(Y Variédlis & trois dromensions suy fesguelles Popération d'adionction est pério-
drgite (BULLETIN DES SCIENCES MAaTHEMATIQUES, 1444, pp. 147-152). Voir aussi
notre note Obsarvaticns sy les varidfés ol wébiigues & trois disnensions suy lesguelles
lopération dladjonction ext piériodigre (BULLRETIN DE LA SOCIETE rROY, DES
SCIEKCES DE LIEGRE, 1240, pp. 2-11) et unc conférence laite 3 la Réunion inter-
pationale des Mathdmaticiens organisée par la Socidté Mathématique de France
en 1937 . Sur les varidtés algdhvigues 4 trois dimensions de genve 1 conteranit des
invelutions cveligres {(Pars, Gauthter-Villars, 1938, np. §5-86).
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FLacren Godeartx Sur les variétés algébrigues

ST oune variété algébrigue a trors domensions donl les surfaces
canontqite et pluvicanonigues sont d'ovdre ziévo contient une mnvo-
lution cvclique dordre premier P n'avant g un nombre fint de
points unis, dont Uimage est wne varidté privée de suvface canonique
mais possédant une suvface p-canonique d'ordre zévo, D est qu plus
doal a cing.

DDans cette note, nous considdrons le cas p .= Do 51 nous partons
d'une variété algébrique V & trois dimensions ayvant les genres
P,:= P,=P, ...~ 1, contenant une involution cyclique [
Q’ordre cing dont la variétd mmage satisfait aux  conditions
P,=P,=10,:: Py =0, P, =~ 1, nous avons montré¢ que I'in-
volution posséde cing points unis. De plus st T est la transfor-
mation birationnelle de V' oen sol génératrice de 'mvolution T,
I’homographie déterminde par T dans la gerbe des tangentes
a Vo oen un point um ne peut étre identité. Nous montrons
d'ailleurs dans cette note quelle ne peut étre une homologie.

Nous avons antérienrement considéré un cas particulier {1,
celui ot Ia variéte V. oest Uhypersurface du cinquieme ordre
d’'un cspace 4 quatre dimensions. L'intérét de celni-ci réside
dans le fait que parmi les conditions pour quune variété o
trois dimensions soit rationnelle figure Py - = 0,

Dans ce travail, nous considdérons le cas géndéral. Comune nous
Pavons démontré (%), on peut construire une variété Vo opour
laquelle la transformation T est déterminée par une homo-
graphie de période cing de Vespace ambiant, possédant cing
axes ponctuels, les points unis de involution appartenant a
un scul d’entre cux. Le systéme (Fi des sections hyperplanes
de V contient cing svstémes linéaires partiels appartenant A
Pinvolution 1, 'un d'eux é¢tant dépourvu de points-base. Nous
prenons comme modele projectif de Uimage £2 de Uinvolution 1
la variété dont les sections hyperplanes correspondent aux
surfaces de ¢e dernier systéme. La variété £2 est dépourvue

(1} Construction dune varidld algébvigue @ trols dimensions possédani wne
surface pentacanonigue & ovdre révo (BULLETIN DU L ACADEMIE ROY, DE BRLGIGUE,
1961, pp. 982-994). Voir ausst notre ouvrage lidorie des trnvoludions cycliques
appurtenant & une swvface algébiigue el apphcations (Rome, Fd. Cremonese,
1963).

]

2y Théorre des snuelubfions . {loc. cith,
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lucien Godeaux. - Sur les vaviélés algébriques

de surfaces canonique, bicanonique, tricanonique, tétracano-
nique, mais possede une surface pentacanonique d’ordre zéro.
[l convient de faire sur ce point une observation.

La variété £ posséde cing points de diramation qui sont
singuliers pour la variété. Chacun d’eux est déqguivalent, an
point de vue des transformations birationnelles, & un ensemble
de surfaces rationnelles ; appelons-les les composantes du point
de diramation. Eb bien, la variétd £ possede comme surface
pentacanonigue une certaine combinaison de composantes des
pomts de diramation. Elle cst donc bien d’ordre zéro. Dans
cette note, nous dtabhissons d'atlleurs que les cing points de
diramation ont la méme structure.

Nous utilisons des résultats que nous avons obtenus sur les
mvolutions cyclicues appartenant & une surface ou & une variété
algébrique ; 1ls sont exposés dans un ouvrage que nous avons
récemment pubhid (1.

I soit V une variété algébrique a trois dimensions satisfaisant
aux conditions suivantes :

4) Elle possede une surface canonique d'ordre zéro et par
suite tout systeme linéaire de surfaces tracé sur la variété est
s0il propre adjomt.

b Llle contient une involution cyelique T d’ordre cing possé-
dant un nombre fini et précisément cing points unis.

Nous avons montré que 'on peut construire sur la variété V
un systéme lindaire simple et complet de surfaces (17|, de

dimension » aussit grande que 'on veut, contenant cing systémes
lindaires particls |Fo |, [Ty !, |17, |, |Fyf, ' F,| composés au
moyen de 'invohution I, Pun de ces systémes, par exemple | I |
¢tant dépourvu de points-basc ot les autres ayant pour points-
base les points unis de Pinvolution.

Rapportons projectivement les surfaces F aux hyperplans
d’'un espace linéaire S, 4 7 dimensions. Il correspond a vV une
variété que nous désignerons toujours par V sur laguelle Uinvo-
lution 1 est engendrée par une homographie cyclique H de 5,
Cette homographie posséde cing axes ponctuels &, £, €, &, &,

Y Théorie des tnvolfutions. .. loc, cit.,



a frots dimensions de pentagernve i

et les surfaces ) sont déecoupdées sur V' opar les hvperplans passant
par les quatre axes de H distinets de £, L'espace &, coupe V
aux points unis de U'invelution et les autres axes ne rencontrent
pas la variéte.

Nous désignerons par £2 une variété image de Pinvolution |
et par @, @, D, D,, D, les surfaces quui correspondent sur £2
respectivement aux surfaces I, 17, I, 15, I, Les systemes
lindaires | @y |, | Dy |, | Po i, | Py, | @y | sont complets ct distincts.

Nous ferons I'hypothése gue la varidté 2 ne possede pas de
surfaces canonique, bicanonigue, lricanonique, (élracanonique malys
posséde une suyface pentacanoniqic.

Rappelons qu'il résulte de la construction du systéme 1
que Pon peut supposer ausst grande que 'on veut la dimension
du systeme | F, |, de sorte que Pon peut prendre pour modele
projectif de £ une varidté dont les sections hyperplines sont
les surfaces @,

2. Soit F, une surface du systeme | 17, . Sur cette surface,
le systéme canonique est découpé par Jes surfaces 19 et contient
cirk]  systémes  lindaires (T, Iy ¥ (f‘, IS i(l?u, Foyo
‘ (T?(,, Ly | (l_[, I,) | composds avee Vinvolution 1. Nous avons
démontré que le transformé du systerme canonigue de la surface
@, homologic de 17, était celui des systémes précédents wvant la
dimension minimuam, les autres avant cette dimension augmentdée
. I'adjoint au systeme

d’une unité. Si ce systeme était | (19, Fy)
| @, ¢ serait Dy lui-méme et £ posséderait une surface cano-
nique, contraircinent & 'hypothese.
Nous supposerons done que UVadjoint & 1@, est par exemple '@, ..
Désignons par p, le genre arithmdtique des surfaces @ et
par $', celui des surfaces. I Le systéeme 1Py, étant dépourvu
de points-base, on a entre les genres p, ot p) la relation.
d’olt p, = H{p, + 1) — 1.

IT résulte de nos recherches antéricures (1) que 'on a

yes pl Bp, D)

() Sur les varidlés algébriques @ frois dinicunsions possidant une surface cano-
wigue d ovdre zévo (BULLETIN DE L ACADEMIE ROy, DE BrLcioU, 1965, pp. 863

—- 347 .



Lucien Godeaux. — Sur les wvaridtés algebriques

Le systéme _(I'?O, ) i ¢t par conséquent le systéme | I |
ont la dimension p, — 1. Le systéme | Fy ¢ a la dimension p, 4- 1
et les systémes | F, ¢, |15 [, | Fy | ont tous trois la dimension p,.
On retrouve la formule hant les dimensions des axes ponctuels

de "homographie 11,

3. Deésignons par A, un des points unis de Vinvolution I.
Ce point appartient a l'axe &, de H ct est un point-basc des
systemes |V |, F,p 'L (FL

L’espace a trois dimensions a tangent & V en A est transformé
c¢n sot par H et dans la gerbe de rayons de sommet A, dans «
cette homographie détermine une homographic non homologique,
ou une homologie, ou l'identité. Nous avons démontré que le
dernier cas ne pouvait se présenter.

Dans le premicr cas, Uespace o s’appuie en un point sur trois
des axes &, &, £, & ¢t deux hypothéses peuvent étre faites :

a) L’espace o s’appule en un point A, sur £,, en un point A,
sur &, en un point A, sur £,

by L'espace a s’appuie en un point A; sur Pespace ¢, et en
un point sur deux des espaces €, &, &,

Dans le second cas, espace o s’appiie en un point sur un
des espaces &, £, &, &, ¢t suivant unc droite sur un autre de
COS CeSPACES.

4. Plagons-nous dans le premicr cas et dans la premiére
hypothese.

D1 e désigne une racine primitive cinquieme de 'unité, on peut
attacher aux axes £, &, &, &, &, dc H respectivement les nombres
1. €% ¢, €%, &2,

Cela étant, considérons une surface ﬁ“ de ' I, .. Cette surface
est découpéde par un hyperplan passant par &, &, &, &, et a
par conséquent en Ay le plan tangent A A A,

Dans ce plan, 'homographie 1 détermine "homographic non
homologique

B . e s . 3 . B
Yot Ag DXy 7OVl €7, 1 €N

Sur la surface 19, le point uni A, est donce caractérisé par les
nombres a - 3, B = 2. Les courbes (¥,, F) passant par A,

BEN



a trois drmensions de pentagenve un

acquierent en ce point un point triple anquel sont infiniient
volsins sur la drotte Ay A, un point double uni de premiere espece
et d’autre part deux points unis dont le premicr est situdé sur
la droite AgAy et dont le second, infiniment voisin du premicr,
est uni de premiére espece,

Sur la surface @y, homologue de F,, le point de diramation
correspondant & A, est équivalent & une courbe rationnelle de

degré virtuel -3 ¢t 4 une seconde courbe rationnelle de degré
virtuel - 2, sc rencontrant en un point. Les courbes canoniques

de @, doivent rencontrer 1a premicre de ces courbes en un point,
et les courbes qui leur correspondent sur F, doivent donce toucher
la droite AgA; e Ay

Les courbes (F,, 1)) s¢ comportent en Ay comme les courbes

i, b A b e 0

dans le plan A A A, elles touchent la droite AgA, en A, On en
conclut que les courbes (I, I4)) sont les transformeées des courbes

canoniqgies de @,

5. Considérons maintenant une surface 17 de | Fy ] Cette
surface touche en Ay le plan AjAA, et H détermine dans ce
plan une homographic qui peut étre représentée par

P (- [
gl Npl Xy = Xy €%y €%,

Les nombres qui caractérisebt le point uni A, de i}a sont donc
a == 2, f -~ 3.

Les courbes (Fy, 19) passant par A, ont la multiplicité trois
cn ce point et posstédent un poinr double infiniment voisin
sur AyAg, unil de premicre espéce, ot deux points simples infini-
ment voising successils dont le premicr se trouve sur Agdy, le
second étant uni de premicre espeéce.

Sur la surface @, homologne de I7,, le point de diramation
correspondant 4 A, est ¢quivalent a deux courbes rationneiles,
la premiere de degré virtuel - 3, la scconde de degré virtuel — 2,
ces courbes se rencontrant en un poinr. Les courbes canoniques
de 553 doivent rencontrer en un point la premicre courbe.

F I7y) se comportent en A, comme les courbes

Les courbes (b,
4 -3 .
NgXy |- Axgxs -+ ... =

SOILNCES - 1960 PO Ry 60



Lucien Godeaux. - Sur les wvariélés algébrigues

dans le plan A A7\, ; elles touchent done 1a droite A A, en A,
Ces courbes correspondent donc aux courbes canoniques de Ia
surface @,

6. Soient I’y une surface de ! Iv, |, @, la surface qui lui corres-
pond sur £

La surface 1_74 touche le plan AjA A, en A, Dans ce plan,
H détermine 'homographiec non homologique

', [ [ . . a
Kyt Xy Xy = Xg o €X,y ! elx,

Au point uni A, sur la surface F, sont donc attachés les
nombres a = 8 = 4. C'est ce que nous avons appelé un point
uni symétrique et on sait qu’'un tel point est sans influence
sur le transformé du systéme canonique de la surface @,.

Ce transtormé du systéeme canomqu(, de @, sur F, est découpé
par I'un des systemes | Fy |, |F, |, |Fy|, |Fy| et ses CO‘llI‘bC':
ne passcnt pas par le pomt Ay Clest done le premier |F !
de ces systémes. On en conclut que | @, | est Iadjoint a |, |.

De plus, il résulte de ce qui précéde que les cing points unis
de I'mvolution 1 ont le méme comportement.

Un point de diramation de £ est singulier pour cette variété
et est équavalent, au point de vue des transformations hiration-
nelles, 4 un ensemble de surfaces rationnelles, les composantes
de ce point. De ce qui précéde, on conclut que 'on a

|, | = | P, + X,

2““T‘¢3"':?“X3I"@:;!;: P+ X,
| ;ii*—‘@g'imxo{’

olt X4, X, X, X, sont des expressions formées de composantes
des points de diramation, puisque les surfaces @,, @, @, D,
passent par ces points.

On a nécessairement | @y | = 1D, + X, . Avant de vérifier
ce point. nous ferons quelques constatations.

7. 51 sur une surface nous avons unc involution cyclique du
cinquieme ordre possédant s points unis symétriques et =
points unis caractérisés par les nombres a = 2, 8 = 3, ou
a =3, B =2, entre le genre arithmétique ;5{1 de la surface

- Y30 -



G trots dimensions de penlayciiye un

support de linvolution of cohin 4, de 'image de Pinvolution,
nous avons la relation

12pL 4 1) = BAAp, = 1) Qhin - - 12n (1)

Considérons la rclation entre les surfaces F, et @, corres-
pondantes. T.c genre arithmdtique de la premicre est $) -

5(p. + 1) - 1 et celui de la scconde est p, +- 1 puisque 'V,
a la dimension p,. Sur 19, les points unis sont de caractéristiques
a=-3, 3 -=2 donec m = 0 ¢t n = H. La relation {1) donne

12(pL - 1) = BAA(p, + 2 — 512,

ce qui est une identité.

On arrive a la méme conclusion lorsque l'on considére la
correspondance cntre deux surfuces I, et @, homologues. On
a aussl m = U ct 91 = 5.

Considérons ensuite deux suriaces Iy ¢t @, homologues. La

surface @, a le genre arithmétique p, |- 2 puisque | P, | a la
dimension 4, -~ 1. Unce surface I'y posstéde cing points umnis

svmétriques, donc me = 5, n == 0 et la rclation (1) donne
12(p, + 1Y BA2(p, 1+ B --5.24.

ce qul est une 1identite.

Observons que les axes £,, &, €., &, &, de 'homographie H
ont respectivement les dimensions p, -- 1, $, — 1, b, P, Po ot
d’aprés la théorie des homographies, on a bien

y o4 b Dp, 4+ D,
d’olt ¥ .= Pl.

8. Revenons & la relation entre les surfaces If) et @, homologues.

Une surface I, de | 7, | est découpée sur V par un hyperplan
contenant les axes &, £,, &, & de H et par conséquent Pespace a
tangent a V en A, Par conséquent la surface f*‘l a un point
double en A,. Le cdne tangent @ cette surface en ce point est
transformdé¢ cn sol par H et contient donc deux droites unies,
c’'est-a-dire deux des droites A A, A A, A A,

Dans Pespace tangent «, 11 détermine I'homographic qui peut
étre représentée par les dquations

I T A

N DA DXyl Xy s Xl eXe o ety o oefyy

sl
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et la surface I} se comporte en A, comme la surface

xg(}‘oxg + Axaxy) x%()‘atf;"-"i -t )‘:;xg) ;

;

: 2 ; 2 3 ;
—+ xf)()‘rixi - A5x2x§ - P‘ex;xaxd -+ xz()‘75‘535\-'4 = AgX.xy )‘95‘73553) =0

Le c¢éne tangent en A, & la surface If; passe donc par les droites
Agda AgA, De T'équation préeédente, on déduit que Ia surface
?‘1 coupe la droite A A, en trois points confondus en A, et la
droite A A, en quatre points confondus en A, Or, en examinant
le comportement des surfaces 1Y, en Ay, on 2 vu quau point de
Agdy Imiimment voisin de A, correspondait dans la singularité
du point de diramation correspondant une courbe rationnelle
de degré virtuel — 3. Tles courbes canoniques de @, doivent
rencontirer cette courbe en un point et les courbes g leur
correspondent sur I, doivent toucher A A, en A, Co sont
donc les courbes découpées par les surfaces I¥,.

Les points doubles de la surface F, sont unis pour H ot n’ont
aucunc influence sur la valeur 4, dil genre arithmétique de cette
surface. Le genre arithmétique de rﬁl est o, T et on a

12(p, -+ 1) = B.A2(p, + 2) — H.12,
ce qut est une identité. On a1 donc bien

X, étant formdée de composantes des points de diramation de £2.

9. Des relations fonctionnelles établies,
Dy - D+ X, P Dy, X, Dy D, - X, DY Dy L X
D, i Dy 1 X,

on déduit successivement
Dy —: P L X, b, - X, - X,
Dy D, + X, 4+ X, - @, X, L X, + X,
Q)((;'t}- @; e X; - XH 4+ X3 : @4 e Xl e Xz € X3 -} Xa;
O Dy X X, XX @ N X X X X,

(5] y ¢
C‘DGJ '76)0 ’ k)



a trots dimensions de pentagenre un

X ¢étant une combinaison de surfaces ¢quivalentes aux points

de diramation de la variété £2, c’est-d-dire une surface d’ordre

zéro qui constitue la surface pentacanonique de la variété £
Observons que on trouve d¢galement

PP B, = XL, PP Db, X

10. Nous allons maintenant supposer que 'homographie déter-
mindée par FH dans la gerbe des tangentes en Ay &V tout en ¢tant
non homologique, a unc droite unic s’appuyant sur §, cn un
point A,, les deux autres droites unies s'appuyant en un point
sur denx des axes &, £, &, par exemple sur les deux promiers.

Dans ces conditions, les surfaces 1) ont un point simple c¢n
A, leur plan tangent en ce point étant AgA A,

I’examen de 'homographie déterminée dans ce plan par
montre que les surfaces 1F, passant par A, découpent sur unc
surface I, ayant un peint simple en A, une courbe ayant un
point double en Ay, les tangentes é¢tant les droites AgA, et AgA,
On voit de plas que les courbes (19, 19,) et (F,, ;) ont un point
simple en Ay, les tangentes étant respectivement A A, of AgA,.
Les courbes (15, 7)), (Fy, Ty ont des points doubles en A, 2
tangentes confonducs, celles-ci ¢tant respectivement AgA, et
A LA, Pour linvolution appartenant a une surface Iy, fe point A
est un point uni symétrique. Les autres points anis doivent
avoir le méme comportement ot par suite les courbes canonigues
d’'une surface @, sont découpdces par les surfaces @D,

Or, los courbes canonigques d'ane surface @

Or, les canoni

urface @, sont décounde
par les surfaces @,. On en conclut que Ja variété £2 possede une
surface bicanonique d’ordre zéro, contrairement & ’hvpothese.
St Phowmographie déterminée par H dans la gevbe des tangentes
a V en un poinl uni de Ulnvolution est non homologique, espace
tangent en ce point & V ne peut sappuver sur l'axe &, de H.

11. Supposons maintenant que 'homograpbic H détermine
dans Ia gerbe des tangentes & V en un point uni de linvolution 1
une homologic A.

L.es courbes déconpcées par les surfaces Iy sur une surface Fy,
ou F,, ou F,, ou Ii, sont privées de point-base, et il existe parmi
les surfaces @, &, &, @, des surfaces sur lesquelles le systéme

- B35



Lucien Godeauwx. — Sur  les wariétés algébyiques

canonique cst découpé par les surfaces @,. Ce ne peut étre les
surfaces @, car alors £ posséderait une surface bicanonique
contrairement a lhypothese. Supposons pour fixer les idées
que ce soit unc surface @,.

Le point A, doit &tre sans influence sur les courbes canoniques
d’une surface ﬁl de |F, [ transformdes des courbes canoniques
de la surface @, homologue. C’est par conséguent un point
uni symétrique et il doit en étre de méme des autres points unis
de l'involution.

Le systéme

'y | ayant la dimension p, + 1, le genre arithmdé-
tique de la surface @, homologuc de IT, est p, — 2. On a bien
la relation

i

12(pL 4+ 1) == 512(p, - 3) — 5.24

Les courbes ("1}4 ¥, passant par A, y acquiérent un point
double A tangentes fixes. Cela n’est possible que si le plan de
I’homologic 2 s’appule sur Vaxe @, suivant unc droite a. L'axc
de 'homologie % est la seconde tangente aux courbes considé-
rées. Supposons qu’il s'appuie sur 'un des axes £,, &, par exemple
sur &,.

Dans ces conditions, les surfaces F,; touchent en A, le plan
Agya ct sur une surface 17, lc point A, est uni de premiére zspice.
Il en est de méme des autres points unis de 'involution.

Le genre arithmétique dune surface I, est p’,. Appelons
pi celul de la surface @, correspondante. Entre ces genres, on
a la rclation (1)

Po 1 ==5(pf + 1),
d'olt p7 -~ po. Parmi les systémes | Py |, | @], [Py, Ps]| un

seul, |@, |, a la dimcnsion p,— 1, donc les parties variables
du systeme adjoint & une surface @, sont les surfaces @,.

(1} 51 sur une surface de genre arithmdtique p, on a une invelution cyclique
d'ordre premicr £ possédant & points unis tous de premilre espéce, le genre
arithmétique p’; de la surface image de Vinvoelution est donné par la formuic

12(p, + 1) = 12p(p", = 1) = k{p - 1)(p — 5)

Four p = 5, le dernicr terme disparait.

e D54



a trois dimnensions de pentagenve un

in représentant par X, X, des sommes de composantes des
points de diramation de £, on a

B, =Dy + X, D) = D, + X,
d’ou
Dy + Xy =Dy + X,
ce qui est impossible puisque les systémes [@q |, 19,1 sont
distincts.

I’axe de 'homologie %2 ne peut donc s’appuyer sur £; nt,
pour la mé&me raison sur &, Supposons qu’il s'appuie sur &,.
En répétant lc méme raisonnement, on trouverait que les courbes
canoniques d’une surface @, sont découpées par les surfaces @,
et (ue par conséquent £2 posséde une surface bicanonique,

contrairement & Uhypothése. Par conséquent

Dans la gerbe des tangentes a la variété NV en un point unr de
Uinvolution, Uhomographie T détermine ume homographie non
homologique.

Liége, le 10 aofit 1965,
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