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COMMUNICATIONS DES MEMBRIZS

CGLOMETRIE ALGEBRIOUE

Une surface déduite de la surface de Steiner.

par Lucien GODIATXN,

Membre de VAcaddémie.

Résumé. —— Construction d’une surface de genres p,  p, 3
P, — 8, o1 — 5, transformde rationnelle d'une surface de Steiner.

Dans des travaux récents, nous avons montré qu’une surface
algébrique de genres p, = p, = 0, P, = 3, possédant un systeme
bicanonique  irréductible, était l'image d'une involution du
second ordre, privée de points unis, appartenant a une surface
possédant une scule courbe canonique (). Cela nous a conduit
4 rechercher la construction de surfaces possédant cette derniere
propriété. Précisément, il s’agit de construire des surfaces
d’ordre 8(m7 — 1) situdes dans un espace & 27~ 1 dimensions, dont
les sections hyperplanes sont les courbes bicanoniques, possédant
une seule courbe canonique d'ordre 4(= 1), de genre 27 -1
le long de laquelle un hyperplan touche la surface.

Dans le cas le plus simple, = = 3, on peut supposer, LY,
désignant unc forme algébrique en x,, x,, ..., x; de degré Kk,
que la surface est représentée, dans un espace a cing dimensions,
par les équations

B, =0, F,=0, I, 4+ (F)*-=0,

¥

(') Recherches sury fos swvfaces won valionnelles de genres gédomdlvique el arithgé-
trgue nrds (JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES BY APPLIQUETS, 1960, pp. 25--11).
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I'hyperplan F, = 0 touchant la surface le long de la courbe
canonique

F, =0, T,= T =0

x

d’ordre huit et de genre cing.

Nous avons cherché a déterminer cette surface dans 'hypo-

thése ou les hyperquadriques 7y = 0, [T, == (0 sont générales et
sans rclation cntre clles. T.a réponse cst négative. Nous avons
trouvé une surface de genres p, = p, = 3, p¥ =5, P, = 8.

Il nous a paru mtéressant d’exposcr les résultats obtenus ().

1. Considérons dans un espace linéaire S5; a c¢ing dimensions,
la surface I¥ intersection de deux hyperquadriques

Falxy, %1,--0, x5 = 0, Falxg, 2,000, x5) =0 (1)

ct d’une hypersurface du quatricme ordre d’¢quation

-

e A . N Tl 4 — J
Xl (g, Xy, 25)  [Falxg, w00, x5)]% = 0. {2)
La surface F contient la courbe C d’équations
Ko =10, Fo=0, T,=0 F}=0,

qui est d’ordre huit et de genre cing, le long de laquelle 'hyper-
plan x4 = 0 touche la surface. Les sections hyperplanes découpent
sur C la série canonique.

La question que nous nous sommes posée est de déterminer
'hypersurface (2) de telle sorte que la courbe C soit une courbe
canonique de la surface, les hyperquadriques (1) étant géndrales
¢t sans relation entre elles. l.es scctions hyperplanes de la
surface 17 sont dans ces conditions des courbes bicanoniques
de celle-cl.

(2} Wous avons construit deux surfaces possédant unc seule courbe canonigue
de genre cing dans deux notes @ Constriection o une surface wlgdbrigue possédant
wne seule courbe canovigue de genve cing (BULLRTIN DE L' ACADEMIE ROYALE DE
JeLeIiour, 1939, pp. 441446 1962, pp. 785-791). Dans le premier cas, les
hyperquadriques I, == 0, 'y = 0 ¢talent des cones, dans le second, la surface
¢tait double. -
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Une surface dédwile de la survface de Stetner

2. F. Enriques (1) a montré qu’en projetant la variété Vi
intersections des hyperquadriques (1) d'unc droite appartenant
a cette variété, sur un espace & troits dimensions S, on obtient
une représentation point par point de la variété sur cet espace,
dans laquelle aux hyperplans de S, correspondent des surfaces
cubiques passant par une quintique I de genre deux. Nous
désignerons par fy, £y, [y, -.. ces surfaces cubiques.

La quintique [7 ¢st tracée sur une quadrique O ct une sur-
face f, contient une génératrice rectiligne de Q trisécante de
la courbe 7. En partant d’un sixain de la surface f, conlenant
cette trisécante, on représente point par point la surface f, sur
un plan o par les cubiques y, passant par six points A,, A.,..., A,
la courbe correspondant a /7 ¢tant une courbe du sixiéme
ordre 7 ayant un point triple en A, ot des points doubles en
A, Ago, Ag

A la section de fy par la surface f; correspond une courbe qui
conticnt comme partie la courbe F; et qui est complétée par une
cubique 54 passant par les points Ay, Ay, A, Llintersection
des surfaces fi, f3, cn dehors de la courbe I est done une courbe
du quatrieme ordre, clliptique, s‘appuvant en huit points suar
fa courbe I,

Trois surfaces fy, /i, [y se coupent en quatre points en dehors
de I

A une hyperquadrique de S, distincle des hyperquadriques (1)
correspond dans S, unce surface 7y du sixieme ordre passant deux
fois par la quintique I La section de [, par fy est représentée
sur o par une sextique passant deux fols par les pomts A, Ag,. ..,
A, Dintersection des surfaces fy ot /g en dehors de {7 est done
une courbe du huaitiecme ordre ot de genre cing, sappuyant on
scize points sur 17

-
~

3. A la surface IF correspond dans 5, unc surface I¥ d’équation
f‘a/zs - (fﬁ)2 = 0,

/o = 0 étant unc surlace d’ordre neuf passant trois fois par [

(2) Sud osisfendd Dneard i snpevficie algebriche Te cuwi intersesion! varialil sono
curoe ellittiche (RuNDCcoNTI B Accabesa bur LaNosg 19 sem . 1894, pp. A81-
A87 . Memornwe scelte i Geometrin, Dologne, 1856, pp. 225-1390).
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Les adjointes a la surface F’, d’ordre 12, passant quatre fois
par I, sont des surfaces d’ordre huit passant trois fois par 7.
Ces surfaces contiennent comme partie fixe la quadrique Q et
sont complétées par des surfaces f; passant deux fois par I

A la courbe C correspond la courbe C’ d’équations

f:-]:()s fﬁ:O

Pour cue la courbe €' soit une courbe canonique de b7, il faut
que la surface f; = 0 soit une adjointe & F’, c’est-a-dive que
I'intersection des surfaces fg, fo soit une courbe double pour f,,
donc pour F'.

Cette courbe double 4 est d’ordre 12 et forme l'intersection
compléte des surfaces fg, fo. Elle appuie en 24 points sur I

4. Retournons a la surface F. A la courbe 4 correspond une
courbe double de ¥ située, comme courbe simple sur la variété V;
commune aux hyperquadriques (1) ¢t sur la variété 'y = 0,
Celles-ci doit donc posséder nne variété double 4 trois dimensions
d’ordre trois. Il en résulte que l'hvpersurface ¥, se décompose
en trows hyperplans.

Par un choix convenable de la {igure de référence, I'équation
de I’hypersurface (2) peut s'écrire

XY Xy - b (1:;)2 == ().

5. Nous désignerons par o, ¢,..., 95 les surfaces cubiques
de S, passant par I, correspondant respectivement aux hyper-
plans x, == 0, v, = 0,..., x; = 0. 1.’équation de la surface F’
s'écrit

Po1¥ePa -t (fe)® = O

Cette surface a comme courbe quadruple la quintique [' et
comme courbes coubles les intersections des surfaces oy, ¢, ¢j
prises deux i deux., Ce sont des quartiques elliptiques que
nous ddésignerons par g, = o, = 0}, oy = o, = 0) et
-1
Tl = 9 — 0).

Les adjointes a la surface ' sont les surfaces

Al‘Pﬁ‘f“a + Aypapy - )‘3(919"2 =0
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et la surface f; = 0 doit étre une de ces adjointes. On doit donc
poser

fo = 1Py T @2PaP1 + AaPrPy
Dans S, I'équation de 'hypersurface (2) s’éderit
XX 1 Xp¥g 4= (@ XaXg + @oxxy + agxyx,)? — 0

C’est donc la projection a4 partir d’une droite d'une surface
de Steiner. Cela étant, en modifiant nos notations, nous écrirons
I'égquation de 'hypersurface (2) sous la forme

XX XXy t x§x§ - xix:f + 5"'fx§ =0

[’équation de la surface I’ devient donc

Pop1paps + Pas + @l + gieg — 0

I équation des adjointes reste la méme et la surface F’ a le
genre géométrique p, = 3.

Observons que chacune des surfaces

©y + 2(p1 + @u b a) = 0, Po -+ 2(p1 — 92 — @3) =0

9o T 2(— 91t g2 — 93} =0, g+ 2(— ¢ — @2 + pg) = 0

touche F’ le long d’une courbe canonique.

6. Les surfaces biadjointes & F’ sont des surfaces d’ordre 16
passant six fois par I'et deux fois par I, 1%, [7;. IElles contiennent
comme partie fixe la quadrique Q comptée deux fois et sont
complétées par des surfaces d'ordre 12 passant quatre fois par I”
et deux fois par Iy, Iy, I';. Elles apparticnnent donc au systéme
linéaire déterminé par ¥’ mais, comme on sait, cette surface
doit étre décomptée.

Parmi les biadjointes a F’ se trouvent les surfaces

Au@g’\og -+ A22‘P§CP$ - Aaaﬁpg@g + 019203(Aoawy + )\31‘102 -+ )112@3 =0 (3)
D’autre part, les surfaces

Bofo T pa®r .ot paps = 0

découpent la série canonique sur les courbes canoniques.
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Observons que les surfaces

Moo T a1 1 paPa + paps = U

sont les parties variables des surfaces

PipePslitoPo b g T Hape b paps) = 0,
qul appartiennent au systéeme (3) pour pg = 0. Quant a la sur-
face o, 9; @ 93 = 0, en la combinant avec l'équation de T/,
elle rentre également dans le systéeme (3).
Aux surfaces (3), il faut adjoindre les surfaces

‘91992(.33(#4‘.94 + pps) = 0

On trouve donc huit biadjeintes lindairement indépendantes
et le bigenre de F’ est P, = 8.
St p, est le genre arithmétique de F7, on a

_p? —— f)a_ - ?{){'1), 75(1] — 5

et par suite p, = 3. La surface I" est réguliere.

[Les sections hyperplanes de la surface F osont des courbes
bicanoniques, mais elles ne forment pas le systéme bicanonique
complet.

Liege, le 20 janvier 1965.

{1} Voir note 1, page 146,
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