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GEOMETRIE AT.GIEBRIQUIL

Surfaces appartenant a la variété de Segre
représentant les couples de points
d’une droite et d’un plan,

par Loonis GODEAUXN,

Membre de 1"Acaddémie.

Résumé. -— Construction de surfaces appartenant a la variété de
Scgre représentant les couples de points d'une droite et d'un plan.
Impossibilité d'une surface ayant une seule courbe canonique d’ordre
hmit et de genre cingg tracée snr cette variéto.

Dans différentes notes récentes, nous nous sommes occupé
des surfaces d’ordre seize d'un espace & cing dimensions possédant
unc seule courbe canonique d’ordre huit et de genre cing (Y).
Nous supposions que celle-ci était, dans un hyperplan, Uinter-
section compléte de trois hyperquadriques. On sait qu'il existe
un antre modele d'une courbe d’ordre huit et de genre cing
normale dans un cspace a quatre dimensions @ c’est I'intersection
d’'une surface cubique réglée et d’une hypersurface cubique
contenant une géndératrice de la réglée. Il importait de voir
¢'il peut exister unc surface d’ordre seize d’'un espace a cing
dimensions touchant un hyperplan le long d’une courbe de
ce second type, courbe qui serait la courbe canonique unique
de la surface. La réponse cst négative, ce que nous établissons
dans cette note. Nous signalons l'existence sur la variété de
surfaces gui nous paraissent présenter quelque intérét.

(1Y Construction d’une surface algébrigue possédant wie seule courbe canonique
de genve cing (BULLETIN DE LTACADEMIE ROY. DE BELGIQUE, 1959, pp. 441146 ;

1962, pp. 785-791). Lne surface déduite de la surface e Steiner (Towsm, 1005,
pp. 137-142).

— 143 —



L. Godeaux. —- Surfaces appavienant & la variété de Segre

1. Rapportons projectivement les quadriques

xs(/\lxi + Aoxy b Agxy) 4 (X b ey A paxg) = 0

passant par une droite a (x3 = x, = 0} et par un point A (0, O,
0, 1) anx hyperplans d'un espace linéaire S; a cing dimensions
en posant

Ko Koo Xaw | Xy | Xa X

X1X3 XX g x5 X%y XaXy X3y

Aux points de ['espace correspondent les points de la variété
cubique V3 d’équations

‘ XIB X23 XSS ’

| =0
Cette variété contient <! plans donnés par

Xm X24 X34 i
Xy _ Xas Xy

X Xa Xy

= A (1)

et une congruence o2 de droites données par

53 — 2%_2? — XE 3{%% — §.2.4_ - _};5.4_ (2)
oy o ta , My e Ha

Désignons par O, le point dont toutes Ics coordonnées sont
nulles sauf X,,.

On passe de la variété V3, a Pespace (x) en projetant cette
variété de la droite a’ == 0;; O,,. Aux plans (1) correspondent
les plans passant par la droite a et aux droites (2) les droites
passant par le point A, Aux points de la droite a’ correspondent
les droites passant par A et situées dans le plan Aa.

La variété Vj est la variété de Segre représentant les couples
de points (x,, x,) d'une droite et (x,, x,, x;) d’'un plan.

2. A la section F de la variété V3 par une hypersurface V2
d’ordre » correspond dans I'espace (x) une surface I d’ordre 2%
passant # fois par la droite a et # fols par le point A. La surface I¢/
coupe le plan x, = 0 suivant n droites passant par A et qui
correspondent aux points d’intersection de l'hypersurface VY
avec la droite a’. Ce sont des droites exceptionnelles de ¥/,
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représentant les couples de poinis d'une droite et d’un plan

Supposons que 'hypersurface Vi contienne le plan o(X;; =
X, = Xgy = 0). Son équation peut s’éerire sous la forme

Xuah - X24f2 X:s;tf:; == (),
les f étant des formes algébriques de degré - 1 en X5, Xy, ...,
X, L’éguation de F’ s’écrit alors
afy + Xaofs 4 %ofs = 0,

les f ¢tant des formes de degré 2n - 2 en x,, x,, x;, x;. La surface
17" est donc de degré 2u - - 1 et passe » — 1 fois par la droite a
ct » fois par le point A.

Supposons maintenant que 1'hypersurface Vi contienne la
drotte a’. Son ¢quation peut s’écrire

Xlﬁ.fl + Xz:sf:a + X:;:sfs ot X34f4 = O»

les / ayant une signification analogue aux précédentes. la
surface I’ a pour équation

X+ Xofy + Xafs - x&ﬂl = 0.

IElle est d'ordre 2n — 1 et passe # — 1 fois par a ¢t #n — 1 fois
par A.
Supposons enfin que 'hypersurface V§ contienne la quadrique

X13Xga = XpgXy, = 0, Xua=0, X3, =0.
Son équation devient
Naslt + Xaafo = 0
ct celle de la surface ¥
Xufi b xafz = 0.
C’est une surface d’ordre 25 - 1 passant # fois para et n — 1

fois par A.

3. Considérons la surface I intersection de la variété Vi par
une hypersurface cubique Vi contenant le plan o. 11 1ui correspond
une surface ¥ d’ordre cinq passant deux fois par a et trois fois
par A.

I.’adjointe & la surface F' cst unique et se réduit au plan Aa.
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L. Godeaux. — Surfaces appartenani a la variété de Segre

Or, celui-ci rencontre la surface I’ suivant trois droites qui
correspondent aux points de rencontre de la droite a’ avec
Phypersurface Vi et sont donc des droites exceptionnelles de F'.
On en conclut que la surface I’ posséde une courbe canonique
d’ordre zdéro.

A la section de F par un hyperplan correspond l'intersection
de F’ et d’'une quadrique passant simplement par a et par A.
Cette intersection est unec courbe d’ordre huit passant trois fois
par A et rencontrant la droite a2 en cing points. Lorsque la
quadrique varie, cette courbe engendre un systéme lindaire
de dimension cing. Or, la surface I ayant une courbe canoniquc
d'ordre zdéro et ¢tant certainement réguliére, un systéme lindaire
tracé sur I’ est son propre adjoint. On en conclut que les
quadriques passant par a et A découpent sur F’ des courbes
d’ordre huit et de genre cing.

La surface F cst d’ordre huit, elle appartient aux oc? hyper-
quadriques passant par V3, ses sections hyperplanes sont de
genre cing et sa courbe canonique est d’ordre zéro. Elle est donc

de genres p, — P, = 1. Cette surface a déja été rencontrée
par G. Fano et par M. P. Du Val. Elle n’est pas un cas particulier
de la surface de genres p, —= P, = 1 intersection compléte de

trois hyperquadriques de S; (1).

4. Désignons par ', une forme algébrique en X5, X,,,..., X,
de degré %k et considérons la surface F d’éguation

F,F, |- (Fy)2 = 0,

ou1 nous supposons que la surface ¥y = 0 contient le plan o ct
que la surface Iy = 0 contient le plan ¢ compté deux fois. La
surface I contient le plan o compté deux fois et est donc
d’ordre scize.

L’hyperplan I, = 0 touche la surface le long de la courbe C,
d’ordre huit et de genre cing, ayant pour ¢équations

I, =0, F, = 0.

{*) Signalons en passant que sl dans un espace a six dimensions oa considére
le cone Vi projetant la variété V3 d’un point, une hypersurface V§ contenant un
espace A trois dimensions de ce céie et une hyperquadrique, l'intersection de
ces trois variétés est une surface projectiverment canonique.
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veprésentant les couples de porsds d'une drotte of d'un plan

Nous nous proposons de rechercher dans quelles conditions
la courbe C est nne courbe canonique {complete) de la surface.

A T'hvperplan I, = 0 correspond unc quadrique  passant
par a et par A\, que nous désignerons par F, = 0.

A Thypersurface 75 = 0 correspond une surface d’ordre huit
passant trois fois par la dreite ¢ et cing fois par e point A. Nous
la désignerons par 17y = 0.

A Thvpersurface 17, - 0 correspond unc surface d’ordre cing
passant deux {ois par a ot trois [ois par A. Elle sera ddésignée
par L& == 0.

A la surface IF correspond une surface I d’¢quation
B A (Fp)e = 0.

Ille est dordre dix, passc quatre fois par « et six fols par A.
e plan Aa la coupe snivant dix droites exceptionnelles.

Les adjointes & la surface 97 sont des surfaces d’ordre six
passant trois fois par la droite 4 et quatre fois par le point A,
Elles comprennent donc comme partie {ixe le plan Aaq ct sont
complétées par des surfaces ¢ du cingnicme ordre passant
deux fois par a ¢t trois fois par A. PParmi ces surfaces se trouve
donc la surface I'y = 0. On en conclut que la courbe €/, homologue
de la courbe C, fait partic d'une courbe canonique de la surface.

Les courbes canoniques de 77 sont d’ordre 42, ont en A la
multiplicité 18 et s’appuient en 24 points sur la droite a.

Les surfaces 17 = 0 ct Fg= 0 se rencontrent suivant une
courbe d’ordre 34 ayant la multiplicit¢ 15 en A et s’appuyant
e 19 points sur la droite a. Observons que le long de cette courbe,
la surface kg - - 0 touche la surface Iy = 0. De plus, cette courbe
et la courbe ' d’ordre huit forment un courbe canonique de B/,

Pour gque la courbe €' soit unc courbe canonique complete,
il faut que la surface Fy coupe la surface Iy sutvant une courbe
double D. T.a courbe D devrait étre d’crdre 17 mais comme la
courbe commune aux surfaces V., I s’appuic en 19 points sur a
et a la multiplicité 15 en A, cctte courbe ne peut devenir une
courbe 1) comptée deux fois.

— 147 —



L. Godeaux. — Surfaces appartenant a la variété de Segre
Drailleurs, si l'on observe que les surfaces Fg, F; ont des équa-
tions de la forme

3 2 .2 3
Xy - X3Xaa; + Xaxzag 4- Ay = O,
2 2
Xaflo + Xax sy + 258, = 0,

ol les a sont des formes algébriques du cinquieme degré et
les B des formes du troisieme degré en x;, x,, x4, la projection
de la courbe commune a ces deux surfaces du point A sur le
plan x, = 0 a pour équation

. L P (e ) Ly Qg O

| |

i 0 ay, aq oy Ly

'Bo B B O 0 |=0.
0 Bo B B O
00 B B B

C’est une courbe d’ordre 19 qui ne peut se réduire a une courbe
comptée deux fois.

Observons que si la courbe D existait, les sections planes de
la surface Fy seraient elliptiques et que l'adjointe d’ordre cing
a cette surface scrait unique.

5. On peut se demander si 'on ne pourrait arriver au résultat
en supposant que la surface Fy; = 0 est réductible.

Supposons par exemple que 'hypersurface F; — 0 soit formée
de deux hyperquadriques F, = 0, G, = 0, passant par le plan «
et d'un hyperplan G, = 0. I.’équation de I' est donc

F,F,G,Gy + (Fg)2 = 0.

Observons que si la courbe C est courbe canonique de F, il
en sera de méme de la courbe (G, == 0, F, = 0 par raison de
symétrie.

Aux sections de V3§ par 1Y, = 0, G, = 0, G; = 0 correspondent
respectivement

Une surface Fy passant simplement par a et deux fois par A,
Une surface (G; ayant les mémes propriétés,
Une quadrique G, passant par a et A,
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représentant les couples de points dune drotle of d'un plan

Les adjointes a I doivent passer par
la courbe (I, (3} commune aux surfaces Fy Gy, qui est
d'ordre huit, passce quatre fois par A et rencontre a en quatre
points,
la courbe (17, (5,) commune aux surfaces ) et G, qui est d’ordre
cing, passe deux fois par A et coupe a en trois points,
la courbe {(5;, () commune aux surfaces (o, Gy qui est analogue
a la précédente.

que la premicre est de genre trois ot que les deux autres sont
clliptiques.

l.es trois courbes ont en commut huit points.

Les surfaces o == (0 d'ordre cing, passant deux fois par a
et trois fois par A, découpent sur la courbe (Fj;, () une séric
d’ordre 20 et de dimension 17. Comme les surtaces o sont en
nombre 002 il v en a oo ui contiennent la courbe (5, ().
Ellex ddécoupent sur la courbe (F; G5 unc série lindaire
d’ordre cing ¢t de dimension quatre ; il v o done oo® surfaces g,
contenant cette courbe. Elles découpent sur la courbe (Gy, Gy)
une séric linéaire d'ordre cing et de dimension quatre. 11 v
en a done oot contenant cette courbe. On en conclut que les
surfaces adjointes & la surface F' sont en nombre ool II est
ats¢ de voir que ces surfaces ont pour &quation

(ALY, | play) = O,

Mais alors, Fg devrait avoir cette forme et la surface Y serait
réductible. Donc la dégéndrescence de . = O cnvisagde doit
g 5 .
¢tre rejettde.

6. On pourrait également supposer que Ihypersurface by se
compose d'une hyperquadrique FF, = 0, d'une hyperquadrique
Gy == 0 passant par ¢ et d’un hyperplan G; = 0 passant ¢gale-
ment par o.

Aux Intersections de Vi par ces hypersurfaces correspondent
respectivernent

Une surface Fy du guatriéme ordre passant deux fois par « et
deux fols par A,
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.. Godeaux. - Surfaces appavtenant a la variété de Segre

Une surface (r, du troisiéme ordre passant une fois par a et
3 k
deux fois par A,
Un plan (G; passant par A mais non par a.
1

[Les surfaces adjointes a I, d'ordre cing, devralent passcr
par les sections du plan Gy avec les surfaces 1y, G; et le plan Gy
serait donc une composante fixe dec ces adjointes. Mais alors,
la surface F; devrait aussi contenir ce plan comme partie et
la surface I serait réductible.

7. Considérons maintenant la surface F intersection compléte
de la variété Vi et d’une hypersurface cubique F,; = 0. Il lui
correspond une surface 17 d'ordre six, passant trois fois par a
et A.

Les adjointes a F' sont des quadriques passant deux fois
par a et une fois par A. Elles comprennent comme partie fixe
le plan Aa, qui coupe F' suivant six droites exceptionnelles.
La partie variable des adjointes est donc un plan passant par a.
A ces plans correspondent les plans de la variété Vi qui découpent
done sur I7 les courbes canoniques de cette surface. Ce sont des
cubigues clliptiques ot la surface I a les genres p, = f, = 2,
PO =1, P, = 3.

Nous avons déja rencontré cette surface et nous l'avons
utilisée pour construire une surface de genres p, = f, == 0,
75(1] =1, P, =1 (1}‘

8. Soit ¥ la surface découpée sur la variété Vi par unc hyper-
surface F du quatriecme ordre contenant le plan o. Cette surface
est ’ordre onze et il lul correspond une surface ' d'ordre sept
passant trols fois par a ot quatre fois par A.

Ies adjointes & F’ sont des surfaces cubiques passant deux fois
par a ct denx fois par A, Elles comprennent comme partie {ixe
le plan Aa et sont complétdes par les quadrigues passant une
fois par a ct A, Or ces quadriques correspondent aux sections

(1) Swuwy une surface algébrigue non rationnelle de genves arithmdétiyue or géonie-
Lrigue nuwls ef de genve lindaive win (BULLETIN DE La SOCIETE ROY. DES SCILENCES
nr lakce, 1934 pp. 134-187),
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représentant les couples de ponls dune droile cf d'un plan

hyperplanes de F, done celle-ct est une surface projectivement
canonique de 5H;.

Iintersection de la wvarviété V3 ol d'unc hypersurface du qua-
tricme ovdre conbenant un plan de la vaviété, cst une surface
d’ovdrve onze projeclivement canoniqite.

La surface F a les genres p, = p, = 6, pV =12 P, = 18
Supposons que Phypersurface F, = (0 contienne Je plan o

comme plan doublce. 11 correspond & Ia surface I' une sartace <
d’ordre six passant deux fois par a et quatre fois par AL Les
adjointes & I sont des quadriques passant par ¢ et ayant un
point double en AL Elles comprennent comrme partie fixe le
plan Aa et sont complétées par les plans passant par A\,

On en conclut que sur la surface 7, les courbes canoniques
sont découpdes par les hyperplans passant par o.

f

9. On peut sans difficulte obtenir les résultats sulvants quo
nous notis contenterons d’énoncer.

Soit I la surface interscction de la variété Vi avec une hyper-
surface d’ordre # avant le plan o comme plan multiple d’ordre »
(ou passant par v plans de la variété).

Les courbes canoniques de 17 sont ddécoupdes par les hyper-
surfaces d'ordre » 3 avant le plan o comme plan multiple
d’ordre » — 1 (ou passant par « 1 plans de la variéte).

On doit avoir v - 5 - 2.

Liege, le 30 janvier 1965,
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