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Résumé

Etude de surfaces et de variétés algébriques appartenant a la variété de Segre représentant les points d'une droite et d'un
espace a trois dimensions.

Cette courte note est consacrée a I'étude de certaines surfaces et variétés algébriques appartenant a la variété de Segre
a quatre dimensions, d'ordre quatre, représentant dans un espace linéaire a sept dimensions, les couples de points d'une
droite et d'un espace a trois dimensions.

Aprés avoir rappelé rapidement les propriétés de la variété de Segre en question, nous considérons sur celle-ci une
variété a trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des surfaces dont tous les genres sont égaux a l'unité et une
variété a trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des surfaces projectivement canoniques.
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COMMUNICATION BD'UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Surfaces et variétés algébriques appartenant a4 une variété
de Segre

par Lucieny GODIEAUX,

Mcembre de P Acaddémie.

Résumé. — Etude de surfaces et de variétés algébriques apparte-
nant & la variété de Segre représentant les points d'unc droite ¢t d’un
espace a trois dimensions.

Cette courte note est consacrée A I'é¢tude de certaines surfaces et
variétés algébriques appartenant a la varié¢té de Segre a quatre dimen-
sions, d'ordre quatre, représentant dans un espace linéairc & sept
dimensions, les couples de points d'unc droite et d’'un espace A trois
dimensions.

Aprés avoir rappelé rapidement les propriétés de la variété de Segre
en question, nous considérons sur celle-ci une variétéa trois dimensions
dont les sections hyperplanes sont des surfaces dont tous lcs genres
sont dgaux a 'unité et une variété a trois dimensions dont les sections
hyperplanes sont des surfaces projectivement canonigues.

1. Soient v,, v, les coordonnées des points d’une droite (y) et
Zy, %1, %9, %4 celles des points d'un espace a trois dimensions {z).
Posons

Xug =V, (0=0,1;%4=20,1,2, 3).

Les équations de la variété de Scgre Vi d’ordre quatre,
de l'espace S, dont les X sont les coordonnées ponctuelles,
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representant les couples de points de la droite (v) et de Pespace (2),
sont
‘i

Aux couples de polnts contenant un point fixe y correspondent
les points d'un espace a trois dimensions ¢ d'équations

Xﬂ(} X(ll 'XUZS xﬂi'i 1 . O

’

ViXoe = VoXyo = O X - yveX, = 0, VX e Vo, = )
ViNos VoXyy = 0.

Aux couples de points contenant un point fixe z correspondent
les points d'une droite n d’équations

r _r
Xoo o KXo . X oz - Xos
__Troer __ croz )
< = = Ty

Xm_ f\_u_ ___;\12 Ny
'Z!

Les espaces { forment un faisceau | { | et les droites » une
congrucnce linéaire co®. Une droite n et un cspace { se rencontrent
en un seul point.

On obtient une représentation point par point de la variété
Vi sur un espace lndaire S, cn projetant la variété d'un plan
appartenant a un espace L. Cela revient a poser

Nog = Vo = &y, Xy 7= 8y, Vg == &y, ¥y 7= &, A, = Y.

w

Dans cette représentation, a une section hyperplanc

A\ - Z di;cx”,_ - [}

correspond unc hyperquadrigue

GooXo -+ Xol@g Xy -+ @yp¥y i+ BgsXy b QroXa) + (1)
Xa(@117% = 2%y + aygxg) = O
Lorsque Phyperplan varie, Uhyperquadrique (1) déerit un
systeme linéaire de dimension sept ayant en commun le plan
a(xg =%, =10} et le point Ax, = x, = x, = x5 = U).
L’hyperquadrique (1) peut se représenter sur un espace S, en
la projetant du point A sur cet espace.

—_—
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En considérant unc seconde section hyperplane de V,
L AgXy =0

et hyperquadrique qui lui correspond dans S,, a la section de
Phyperquadrique (1) par cette hyperquadrique correspond dans
S la quadrique
gaooxe - @01%1 - @geXa T+ @ga¥s Aga¥e + Aar¥y - Agua -t Aga¥s 0
1 = 0.
@ygXg b ANy T X T @p%s AN b AnXy B Ay T A
Lorsque les A varient, cette quadrique décrit un systeme
linédaire de dimension six avant pour base la droite a d’équations

(oa¥y “+ dm¥; T @oeXy | 3% = 0,
0¥ T B11%) + @13%s + Aygvy = 0.

Cette quadrique représente la section de la variété Vi par un
espace a cing dimensions.

2. Considérons la variété i trois dimensions {2 section de V,
par une hypersurface Vg de 5,.

A la variété £2 correspond dans 5, une variété £2' d’ordre 2n,
passant % fois par le plan a et » fois par le point A. Nous allons
déterminer le systéme adjoint au systéme des sections hyper-
planes de £2.

Désignons par ¥ une section hyperplane de £2 et par @ les
sections des espaces { par I’hypersurface V.

A une surface F correspond dans 5, une surface I¥; section de
la variété £2' par une hyperquadrique (1). La surface I’ est d’ordre
3.

A la surface F, correspond dans 5; une surface F, d’ordre 2#
passant # fois par la droite a. Les adjointes F; & cette surface F,
sont des surfaces d’ordre 2% - 4 passant n# — 1 folis par la droite
a.

*armi les surfaces IF, se trouvent des surfaces formées de # -~ 3
quadriques passant par a et de deux plans passant par a. Aux
premiéres correspondent des sections hyperplanes de £2 et aux
seconds des surfaces @. On a donc

I = (n — 3)F + 20.

—_— 0 —



apparienant 4 wune variété de Segre

e systeme canonique de £2 est done
In 4T + 2.
Observons que 'on a
(1 dy D (2 3 4 3P
et
(I' 4+ @y I 4 D7,
d’on

(@ [ = | (n - 4)F ¢ 30|,

ce qui pourrart du reste se déduire de

|@ D= (n - A + 201
3. Supposons maintenant que 'hypersurface Vi passe par &
espaces { et soit £, la section de Vi par cette hypersurface en
dehors des espaces {. On a done £ = 2, 4 ~C.

Appelons G, les sections hyperplanes de la vanété £2,. On a

Foon Gy - k.

A Ja variété @, correspond dans S, une variété¢ 2, d’ordre
2n — k passant n - £ fois par le plan a et n fois par le point A.
Pour 2 = n, la variété 2, est un ¢dHne de sommet A et pour

k=9 — 1, c’est un monoide de sommet A, passant simplement
par le plan a. Cette variété est donc rationnelle.

Supposons £ <2 7 — 1. A la section de £2, par un hyperplan A,
c’est-a-dire 4 la section de la variété £ par 'hyperquadrique (1),
correspond dans 5, une surface G, d'ordre 21 - & passant » - &
fois par la droite «. Les adjointes a cette surface sont des surfaces
d’ordre 2# — & — 4 passant w - £ -- 1 {ois par a.

Supposons que parmi les adjointes se trouvent des surfaces
formées de x quadriques passant par ¢ ct de 2n - & - 4 plans
passant par 4. On dott avotr

x4+2n -k —4 - 2x =mn -k -~ 1,

d’'ott x = n — 3. On en déduit que les adjointes aux surfaces G,
sont découpées par les variétés

Gy = (1 - 3)F 4 (2 — k) D,
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D’ailleurs, on a
(G A BD) = Gy 4 RP == (n - 3)F -+ 20,
d'ou Pon déduit la relation précédente et
Gi - (n - 3)G 4 [{(n ~ 4)k + 2] D.

Dans 'espace S, parmi les # - 3 gquadriques passant par «,
il en est £ — 2 dégénérées en un plan passant par 4 et en un plan
ne passant pas par a {cn général),

On a
i L (% . 4)(}”.__ -+ j(% — 4)}6 -+ 3] DB,

Le systéme canonique de la variété Qg est

| (7 — &Gy 4 [(n — A)k + 21D 1.

4. Supposons # = 3. l.es surfaces @ sont alors des surfaces cu-
bigques donc des surfaces rationnelles.

Si 'hypersurface Vi ne contient aucun espace {, le systéme
adjoint au systéme des sections hyperplanes | F | est |20 . 11
ne peut donc contenir une section hyperplane et la variété £
est dépourvue de systeme canonique.

Quant a une section hyperplane I, ¢’est une surface d’ordre 12,
contenant un faisceau | C | de cubiques planes elliptiques. Les
courbes canoniques de la surface sont formées de couples C et le
genre géométrique de la surface cst p, = 3. Son genre linéaire
est pt =1,

Si I'hypersurface Vi contient un espace { (k2 == 1}, la variété
£2, est dépourvue de systéme canonique et comme on a |Gy | =
| P |, le systéme canonique d’une surface G, est le faisceau | C |
de cubiques elliptiques. On a p, = 2.

Si 'hvpersurface Vi contient deux espaces { (B = 2), la variété
0, est dépourvue de systéme canonique et comme on a G, = 0,
une surface (, poss¢de une courbe canonique d’ordre zdéro.

A une surface G, correspond d’ailleurs dans l'espace 54 une
surface du quatriéme ordre passant simplement par la droite a
et dont tous les genres sont donc égaux a 'unité.

Supposons que 'hypersurface Vi contienne les espaces { donnés




apparienant @ une varviété de Segre

par Xop = Xgo = Xy = Xy == D et X,y = X;; = X,
0. Son ¢équation s'éerit

I
P
|

EXU'JX(}F;CPH:(XOOJ Nop oo Xyygh = 0, (3 kw0, 1, 2, 3) (2)
ont les @, sont des formes linéaires.

Lintersection de la variété de Segre V), et de Uhvpersurface (2)
est une variété rationnelle dont les sections hyperplanes sont des
surfaces dont lous les genwves somt égaux a L'unité.

Observons que ¢ nombre de termes de 'équation (2) peut étre
réduit en tenant compte des relations X, X, = XX (£ &),

4. Supposons # == 4. Les surfaces @ sont alors des surfaces du
quatrieme ordre dont tous les genres sont égaux & un.
51 Uhypersurface Vi ne contient aucun espace {, on a

Froo B o4 2

et la variété £ posséde un systéme canonique | 2@ | et a le genre
géométrique P, = 3.

Une section hyperplane ¥ contient un faisceau ! C | de quarti-
ques de genre trois et ses courbes canoniques sont formdes de
couples de courbes C. Son genre géométrique est p, = 3 ¢t son
genre lindaire pi = 7.

=1 Phypersurface Vi contient un espace £, on a

F oG, b@, G G, |20

et la variété £2, posséde comme syvstéme canonique | 2@ | et a le
genre géométrigue P, == 3.

Une section hyperplanc (5, contient ¢galement un faisceau de
quartiques C de genre trois. Ses courbes canoniques sont formdées
de deux courbes de ce faisceau et on a p, = 3 et pM = 5.

Si Phypersurface Vi contient deux espaces £, on a

F o Gy 420, Gy = F o= G, + 20,
Le systeme canonique de la variété §2, est encore

—_— ‘-)
[/ 2.

20 | et on a
l)
. o - ‘ - + . o 4 . + - .

Le systéme canonique d'une surface G, est ddécoupd par les

surfaces IY, ¢’est-a-dire par les hyperplans. La surface G, est
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donc une surface projectivement canonique, de genre p, = 7.
On pent donc écrire que

Les sections hyperplanes de Uiniersection d'une variété de Segre
V,y par Uhvpersurjace

ZX(;:'XIAQF':’?:(XD(): D G Xl:i) == {)

0ft les @y sont des formes guadratigues, sont des surfaces projective-
ment canoniques de genves p, = 7 et p't) = 15.

Lorsque 'hypersurface Vi contient trois espaces , la variété
{2, est rationnelle. A une section hyperplane G, correspond dans
S, une surface du cinguieme ordre passant simplement par la
droite a et dont les adjointes sont les plans de 'espace. A ceux-ci
correspondent les sections de Vi par les hyperplans contenant
un espace {. On a donc

G 4 D -= G,

FEnfin, lorsque hypersurface V§ contient quatre espaces (,
la variété £2; est un cHne et & une section hyperplane G, corres-
pond dans S; une surface du quatrieme ordre ne contenant pas
la droite a. Les scctions hyvperplanes G de la variété 02, sont des
surfaces dont tous les genres sont égaux & un, mails ce ne sont
pas des surfaces normales,

liege, le 28 décembre 1964.
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