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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEDBRIQUE

Procédés de construction de surfaces ayant une seule
courbe canonique

par Lucien GODEAUX,
hMembre de "Académic,

Résumé. — Constructions de surfaces doubles ayant comme support
une surface d’Enriques, possédant unc seule courbe canonique.

Dans une note récente (Y) nous avons construit une surface
de genres p, = p, =1, p =4, P, =5 cn considérant unc
surface d’Enriques double ayant unc courbe de diramation de
genre 4 et trois points de diramation isolés. e procédé de cons-
truction de surfaces régulieres ayant unec seule courbe canonique
peut étre étendu de deux manieres comme nous l'établirons
dans cette note.

Soit @ une surface d’Enrigues, du sixiéme ordre, passant
doublement par les arétes d’'un tétraedre, Désignons par [’ ses
sections planes ¢t par I les courbes découpées par les surfaces
cubiques circonscrites au tétraédre. On sait que les systémes
linéaires [I'], U] sont adjoints I'un a lautre et que on a
2N = 217,

Considérons les systemes

2nl|, |20 — O 4 T7).

(V) Construction d’une surface ayant une seule courbe canonique de genve guaire.
(seconde note). (BULLETIN DE L' ACADEMIL ROYALE DE BELGIQUE, 1965, pp. 9ab6-
963).
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Lucien Godeaux. — Procédéds de construction etc...

Ils sont adjoints T'un & l'autre. Les courbes du premier sont
découpées par les surfaces d’ordre 6# passant 2# fois par les
arétes du tétraedre et ne contenant pas comme partie la sur-
face @, les courbes du second sont découpées par les surfaces
d’ordre 6n — 2 passant 2n — 1 fois par les arétes du tétraédre
et ne contenant pas @ comme partie. 51 'on désigne par ¢,,
I’équation d’une surface du premier systéme et par g,,_, celle
d’une surface du sccond systéme, en adjoignant & 1’équation
de la surface @ "équation

1’62({)2“,2 + Pan = 0,

on obtient une surface réguliére possédant une seule courbe
canonique.

On peut de méme partir des systémes lindaires

l@n - )], 2k — )4 T

[

La démonstration est la méme quel que soit # et nous la
développerons dans le cas # = 1. Nous parvenons ainsi au théo-
reme suivant :

Les éguations

JalXaX Xy, XX g Xy, XX Xy, XXX 5) - XXX 5% ,40,{X, Xa, X3, %,) = O,
?

X2 (%1, Xp, Xy, Xg) b QX% aX,y, XXX, XXX, X XKg) = O,

ott £y, @5, ¢y, @ veprésentent des formes algébriques de leurs avgu-
ments dont le degré est indiqué par indice, veprésentent une
surface de gewres p, =7p, = 1, pV =13, P, = 14. La courbe
canonique se compose de deux courbes de gemve guatre ayvant six
points communs et d'une courbe d’ordre zévo.

Nous formerons les équations de la surtace bicanonique nor-
male.

Nous exposerons cnsuite brievement les résultats obtenus
dans le cas ol # est quelconque. Enfin, nous indiquerons les
résultats dans la généralisation du procédé utilisé dans notre
note citée au début, le raisonnement étant e méme que dans le
cas étudié alors.
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Laucien Godeaux. — Procédés de construction

1. Soit @ unc surface d’Enriques, du sixiéme ordre, passant
doublement par les arétes d'un tétraedre 0,0,0,0,, d’équation

folXaXaX g, XoX X1, X451 %y, X1 XaXg) |+ Xy XoXaX g0a(%y, Xg, Xy, X4) = 0, (1)

o et o, étant des formes du second degré de leurs arguments.

Nous désignerons par I' les sections planes de @ ct par I
les courbes du sixiéme ordre découpées sur @ par les surfaces
cubiques circonscrites au tétraedre 0,0,0,0,. On sait que les
systémes | I7|, | I | sont adjoints I'un & lautre; ils sont de
genre quatre ¢t 'on a | 21| == | 27 |. La surface @ a les genres
p.=p, =0, pil =1, P, =1.

Désignons par ¢,, ¢; des formes lindaires 4 quatre variables
et considérons, dans S, la surface I représentée par I'équation (1)
et 1'équation

2 ' ! .
Xop1(X1, XKoo Xz, Xg) + @{XaXa¥a, FaXaXy, XXX, X1%9% ) = O,

Soient Iy, Iy les courbes découpées sur @ par les surfaces

!

o =0 o=

Nous désignerons par T la transformation birationnelle invo-
lutive de F en soi qui fait correspondre le point - KXoy X1, Ko, X3, X4
au point x,, xy, Xy, x5, %4, et par 1 I'involution engendrée par T
et dont @ ecst I'image.

St Gy et Eo sont les courbes qui correspondent sur ¥ a Iy et 1y,
I'involution T a comme courbe unie C, + C,.

Soient C, C les courbes qui correspondent sur F aux courbes
I, I, Les systémes |C |, \(_,\ ont le genre 13 et le degré 12.
Dc plus, on a

C=2C, C=2C,
et en outre

[2C | = |2C

2. Considérons unc courbe 1" et son homologue C sur I, A un
groupe canonique de [ correspond sur C un groups de points
qui joint aux points de rencontre de € avee C, et C, donne
un groupe canonique de C. Les groupes canoniques de I étant
découpés par les courbes IV, I'adjoint & | C | est

|C ] =|C+ Co+ Cy|.
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de surfaces ayant une seule courbe canonique

De méme, l'adjoint & | C | est

C'|=1C+ Co+ Cy |.
On a
l(."r! | —

C'+ Co+ Cy | = | €+ 2(Cy + Cp) |
et par conséquent Ie systéme bicanonique de F oest
|Co| = |C" —Cl=]2(Ce + Co) | = | C 4T .
Le systéme bicanonique a le degré
4{pM -~ 1) = 48,

donc le genre lin¢aire de I¥ est pit) = {3,
Le systéme canonique, sil existe, est

[C == | ¢ —Cl=]C—C+Cy+ Gy,
[Ci[= [C =T = |C —-C+Cy+ Gy
Les deux systémes sont équivalents, car on a

| C - CH Cot Cp+2C — 2C|=|C —C+ Cy +GCy.

L’adjoint & C, est donn¢ par
Co==2C, + Cy+C 4+ C =C, + C.

On a de méme

3. Le systeme tricanonique est donné par

Col=|CH+ T |=]2C4 Cy+ Gy .

It a le genre 6(pY - 1) + 1 = 73 et le degré 9 (1 — 1)
= 108. Soit # == P; — 1 sa dimension.

Le systéme | C, | contient deux systémes appartenant 4 'invo-
lution I. L'un est formé de la courbe fixe C, -+ C, ¢t des courbes
variables 2C. Le second est privé de partie fixe. Désignons -le
par H.

Observons que les courbes I'y 4 Iy et 2" + I'y ++ I'y ont en
commun 48 points, par conséquent les courbes de H rencontrent
la courbe C, -+ C, cn 48 points ¢t par suite T détermine sur une

~— 1223 —



Lacien Godeaux. — Procédés de construction

courbe de H une involution ayant 48 points unis. L'image de
cette involution sur @ est une courbe de genre 25 appartenant
sur @ 4 un systéme de dimension 24. Telle est donc la dimension
de H. Comme le systéme | 2C | a la dimension 12, on a # = 37 et

P, 1 =4, + 36=237.

Le genre arithmétique de I est donc $, = 1.
Le systéme bicanonique

[Cof=[C+C|
a la dimension
P, —1=2p,+p" —1 =13
d’on P, = 14.

Les courbes bicanoniques ont le genre 37 et le systéeme tri-
canonique a la dimension 37, donc ses courbes découpent sur
une courbe C, la série canonique gii compléte et la surface F
est réguliere. Son genre géométrique est p, = 1.

L.a courbe canonique

C,=C—ChCtCyo=C-C+Cy+ G

est donc isolée. Comme on P'a vu, elle a le genre V) = 13.
On voit donc que pour obtenir la courbe canonigue, on doit
ajouter 4 'ensemble des courbes de diramation la courbe d’ordre

zéro C — C.

5. Nous nous proposons maintenant de former les égquations
d’un modéle bicanonique normal de la surface F. Dans ce but,
nous commencerons par former les équations dune surface @,
birationnellement identique a @, dont les sections hyperplanes
sont les courbes I+ I,

Les courbes I' + I” sont découpées sur @ par les surfaces ¥
du quatrieme ordre circonscrites au tétraédre 0,0,0,0,. L'équation
de ces surfaces est

2
ZA XK X . T AxyHxgxy = O,
ol ¢, &, k& sont trois distincts des nombres 1, 2, 3, 4.

Sid4, 7, #, B est une permutation des nombres 1, 2, 3, 4, nous

poserons
2
Xy = pXIXRXy, X == pX XXX ,.
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de surfaces ayant une seule courbe canonique

On en déduit

, T = pEpN Yy
X, X, X, X,
Xll . X _ il ¥4 X&Z o y .
_ = - = = -—- = lexs.tq_,
X, X, X4 X4
X1'3 XEJ }& X43 . e
- —— . == —_ — ‘O}.;ljb2)v4,
X1 Xa X3 Xy
Xig . Xaq X34 X PX Ka X
- = = - = = PR XX,
%, Xy Xy X, '
et
X X]2 X13 Xl-‘l-
. — . == oy Tl == lex
XoXghy — XgXaXy XWXy XXXy
X‘Z] _ X,, . X23 o _§2_‘4 R p
HoX gy XXXy XXy XX, =
X X e X X34
o - = e o — - == pxS,
KX gy XX %y XX Ky K XXy
X41 X42 X-’l:ﬁ X
—— . e = L T — == - - — de
XXXy — XaX Xy K%Ky XXX,
On en conclut que le déterminant
X X21 XSI Xti!.
X2 X Xz X
, .
Xis Xy X Xys
Kig Xy X X

(1)

(2)

est de caractéristique un. Les équations ainsi obtenues repré-
sentent une variété a trois dimensions V, qui correspond point

par point a l'espace a trois dimensions contenant @.

Une surface ¥ est de genre 4, = P, == 1. Xlles sont en nombre
o012 et sur une dec ces surfaces les oo autres découpent des
courbes de genre 11, donc de degré 20. Le degré du systéme | ¥ |
est donc ¢gal & 20 et la variété que nous venons d’obtenir est

une variété Vi® d’ordre 20.

Notons en passant bien que cela ne soit pas nécessaire que les
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Lucien Godeaux. — Procédés de construction

€quations de la variété de Scgre V3’ représentant les couples
de points de deux espaces (¥4, Vs, Va, Vi), (81, 2o, 2a 24 4 trois
dimensions s’obtiennent, en posant X, = y,z,, que le détermi-

nant
| Xin | (z, 2 =1, 2, 3, 4)

est de caractéristique un. Cette variété appartient & un espace a
15 dimensions et sa section par l'espacc 4 12 dimensions

X_u — X22 = X33 == X44 (x X)

est la variété V°

6. En utilisant la premiére ligne des équations (1), on obtient
PR(X1 %X a) o (2, Xy, Xa, Xg) = (X, Xy, Xy, Xy)

et en utilisant la seconde ligne des équations (2),

On en déduit, de Véquation de la surface @,
x3x4f2(X211 X, Xy Xay) + X Xp9a( X, Kgy, Xy, Xygy) = 0

et finalement
KanXiefe + XXppe = 0.
Cette équation représente une hypersurface Vi, passant par

la surface @;.
En combinant de toutes les maniéres possibles les lignes des

équations (1) et (2), on obtient finalement 12 hypersurfaces
d’ordre quatre qui ont en commun avec la variété V3° la surface
@,. Celleci est d’ordre 24 et ses sections hyperplanes sont de
genre 13. Nous désignerons par R cet ensemble d’hypersurfaces.
A un plan
A + A% + Agxy + Ay = 0

correspond sur V3 une surface d’ordre 10 section de cette variété
par l'espace a huit dimensions

AIX -+ ‘)‘2X21 -+ A:sxm + )l:;Xau = 0,

MXps + AX Ay + A X =0,

MXgs Ay F AX Ay Xy == 0,

AXya  AXss + AX + AX =0,
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de surfaces ayant une seule courbe canonique

Les hypersurfaces de R coupent cette surface suivant une
courbe d’ordre 12 et de genre quatre, transformée de la courbe I
située dans le plan considéré.

De méme, & une surflace

LaXoX Xy b HaX gXaXe + pak o XXy + pgX Xpxy = 0
correspond une surface d'ordre 10 scction de la variété V3° par
Pespace 4 8 dimensions d’équations

P4X e Xyqe b opa Xy ;U«4X14 = 0,
Hlle -+ JU'ZX + Pv:zxgz -}- M4X24 = 0,
pXgr + paXyy + X+ Xy == 0,
X+ Xy + pXys + X =0,
et les hypersurfaces du groupe R découpent sur cette surface

la courbe homologue de la courbe I section de @ par la surface
cubique considéree.

7. Le modeéle bicanonique normal de la surfuce F appartient
a un espace a 13 dimensions S;;. C’est une surface double de

support @, ayant corame courbe de diramation les transformées
des courbes I, et I7.

La transformée de la courbe I'; est la section de @, par I'hyper-
plan
(X, Xy, Xgp, Xgg) = 0

et celle de la courbe I'y ¢st la section de @, par 'hyperplan
(P;.(X} X]Q; X—]_g, X1_4) — 0.

Il en résulte que l'on obtiendra les équations du modele
bicanonique de F en adjoignant aux équations de la variété V2
et 4 celles des hypersurfaces du groupe R, I'équation

Xg = (PI(X’ X21) Xﬂl} XdI)CP;(X’ Xlz' X13, Xl‘l)'

8. Occupons-nous maintenant du cas général qui, comme
nous l'avons dit, se traite suivant la méme méthode que le cas
envisagé ci-dessus.

Considérons gue la surface @ les systemes linéaires

|G| = |2al|, |G'|==|(@n-—1) + I"|
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Lucien Godeaux. — Procédés de construction

et soient G, une courbe déterminée du premier systéme et Gy
une courbe déterminée du second.

Les courbes (3 sont découpées sur @ par des surfaces d’ordre 6n
passant 2n fois par les arétes du tétraédre 0,0,0,0, et les courbes G
du sccond par les surfaces d’ordrc 6n — 2 passant 2n — 1 fois
par les arétes du tétraédre, ces surfaces ne contenant pas comme
partie la surface @. Soient gq, = 0 et ¢4, -, = O les équations
des surfaces découpant les courbes G, ¢t G, Considérons la
surface F obtenue en adjoignant a l'équation de @ 1'équation

XoPen—2z + Pen = 0.

En modifiant les notations précédentes, nous désignerons
par C et C les courbes correspondant sur T aux courbes G, G’
et par C, C, celles qui correspondent a G, et G,

Les systémes |G | et |G’ [ ont tous deux le genre 12n% - 1
et le degré 24m? donc les systémes [C et |C | ont le genre
24n% + 1 et le degré 48xn2

Les courbes C, et CU ont le genre 12x2 + 1 et se rencontrent
en 24xn? points.

On a C == 2C, C =2C,

et comme les systémes G et (' sont adjoints 'un a 'autre, on a
également

C' =0 4+ Cyo+ Cp C =C+ Cy+ Cs
On en déduit que le systéme bicanonique de F est
'Cy|=|C" —C|=|C+CT|
On a par conséquent
C'—C=Cy +Cyp-C—C

et I'unique courbe canonique de F se compose des courbes unies
C,. C, et d’'une courbe de degré zéro C — C.
La surface F a les genres

po=p, =1, pW =24n*+ 1, P, = 24n> 4 2.

9. On peut également considérer les systémes de courbes

|G |=|@r — O, |G |=]|20 — )+ 1I"|.
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de surfaces ayant une seule courbe canonique

I.es courbes du premier systéme sont découpées par les
surfaces d’ordre 6n -~ b passant 2(n — 1) fois par les arétes du
tétraedre et les courbes du second par des surfaces d’ordre 651 — 3
passant 2n — 1 fois par les arétes du tétraedre, ces surfaces
ne contenant pas @ comme partie.

Choisissons une courbe G, de |G ‘ et une courbe G; de |G’ |
et solent

Pon-5 — 0, Yen-3 = 0

les équations des surfaces qui les découpent sur @.
En adjoignant a l'équation de & 1'équation

2 i =0
xocpﬁn-—ﬁ + Pon—3 — »

on obtient une surface I.

En désignant encore par C,, C, les courbes qui correspondent
sur I aux courbes (i, Gj et par C, C celles qui correspondent
aux courbes G et G/, on trouve encore que le systeme bicano-

nique de F est |C + C | et que la surface possede une unique
courbe canonique

C0+Cﬂ 'FE C.

Les systémes |G |, | G' | ayant lc genre 3(2n — 1)2 + 1 et le
degré 6(2n — 1)% on trouve que la surface I a les genres

o= p, =1, p W =122k ~ )2 41, Py == 12020 — 1)z + 2.

Pour » = 1, on retrouve la surface étudiée au début de cette
note.

10. Nous allons actuellement généraliser le théoreme qui fait
I'objet de la note citée an début.

Supposons qu’entre la surface d'Enriques @ et une surface F
existe une correspondance (1, 2} et qu’une courbe I'; de @ soit
la courbe de diramation. Soit = > 2 le genre de la courbe I,
Cette courbe appartient & un systéme linéaire |I"| de degré
27 — 2 et de dimension = — 1. Désignons par C, ct C les courbes
qui correspondent sur I¥ & la courbe I'y et aux courbes I
L’adjoint |I” | & | I’ | a les mémes caractéres que | I" | et nous
désignerons par | C | le systéme qui lui correspond sur I,
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Lucien Godeaux. — Procéddés de construciion eic...

La courbe C, est de genre = ct les systémes | C |, C [ sont de
genre 2(m — 1) + 1 et de degré 4{(z — 1). Par suite le degré
de Cyest égala = — 1.

On a

C==2C, C=C+C, C=C0C+C,

et par conséquent le systeme bicanonique de IF est

[Cy| = |C" —C|=1]2C,|=|C

Le systéme tricanonique est
[Cl=1C = [C+ Gl

Ce systeme a le genre 6(w — 1) + 1, le degré 9(= -- 1) et la
dimension

Py, — 1= p, + 3= — 1).

Le systéme |C,| contient deux systémes linéairec partiels
appartenant a I'involution I dont & est I'image. L'un est formé
de la courbe fixe C, ct de la courbe variable C. Ce systéme a la
dimension = — 1 de |C|. Le second systéme a la dimension
Po + 37 — 1) ~-- 1. En exprimant qu’il correspond sur @ aux
courbes de ce dernier systéme des courbes d’un systéme complet,
on est conduit a I'existence de = — 1 points unis isolés de U'invo-
Intion I, base du dernier systéeme cnvisagé.

On voit que comme dans le cas # = 4 étudié dans la note
citée au début, la surface F est une surface double de support @
ayant une courbe de diramation de genre » et # — 1 points de
diramation isolés.

La surface F posséde une courbe canonique unique Cy - C — C
et a les genres

po =P, =1, PV =mPy==m 141 Py =3 — 1)+ L

Li¢ge, le 10 novembre 1965.
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