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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Construction d'une surface possédant une seule courbe
canonique de genre quatre

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction d'une surface d'ordre douze dans un

espace à quatre dimensions, possédant une seule courbe canonique

de genre quatre le long de laquelle un hyperplan touche la surface,

dont les sections hyperplanes sont les courbes bicanoniques.

Nos recherches sur les surfaces de genres zéro possédant un
système bicanonique irréductible (x) nous ont conduit à chercher

à construire des surfaces régulières possédant une seule courbe

canonique de genre rr. Nous avons résolu la question dans le

cas 77 = 3 (2) et donné des exemples dans le cas n = 5 (3). Cette
note est consacrée au cas tt = 4.

Nous construisons une surface d'ordre douze, normale, dans un

espace linéaire à quatre dimensions, possédant une seule courbe

canonique de genre quatre et dont les sections hyperplanes consti¬

tuent le système bicanonique. A vrai dire, nous obtenons les

équations de cette surface par une voie détournée. Nous partons
d'une surface F de S4 intersection de deux hypersurfaces cubiques
et dont les sections hyperplanes sont les courbes canoniques.

Nous supposons cette surface transformée en soi par une homo

i1) Recherches sur les surfaces non rationnelles de genres géométrique et arithmé¬

tique nuls (Journal de Liouville, 1965, pp. 27-41).

(2) Construction de la surface bicanonique possédant une seule courbe canonique
de genre trois (Bulletin de l'Académie roy. de Belgique, 1962, pp. 646-651).

(3) Construction d'une surface algébrique possédant une seule courbe canonique
de genre cinq (Bulletin de l'Académie roy. de Belgique, 1959, pp. 441
446; 1962, pp. 785-791).
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Lucien Godeaux. — Construction d'une surface, etc.

graphie de période trois, déterminant sur F une involution I
privée de points unis. Une image de cette involution donne la
solution de la question posée. Nous montrons ensuite que dans
les équations de cette surface, appartenant à un espace à quatre
dimensions, on peut s'affranchir du fait que c'est l'image de
l'involution I et nous parvenons au théorème suivant :

Soient Fu» F12, Fax, F22 des formes algébriques du troisième
degré, F une forme algébrique du second degré, f et f' des formes
algébriques linéaires à cinq variables x0, xx, x2, x3, x4. Si l'on a
identiquement

F11F22 F12F2j = 0,

les équations

x0[F22fa + Fuf « - (F12 + F21)fF] - (FJ2 - F21)a = 0, F = 0

représentent, dans un espace à quatre dimensions, une surface de

genres pa = pff = 1, p(1> — 4, P2 = 5. L'hyperplan x0 = 0
touche la surface le long de la courbe canonique et le système des

sections hyperplanes est le système bicanonique. La surface possède
une courbe double d'ordre dix-huit.

La courbe canonique est découpée par l'hypersurface cubique
passant par la courbe double, c'est-à-dire par Fi 2 F,, — 0.

En terminant, nous formons l'équation d'une variété à trois
dimensions en partant d'une variété V intersection de deux hyper
surfaces cubiques d'un espace à cinq dimensions et en procédant
comme pour la surface F. Nous comptons revenir ultérieurement
sur cette variété.

1. Soit F une surface de l'espace S4 à quatre dimensions inter¬
section de deux hypersurfaces cubiques, transformée en soi par
une homographie cyclique H de période trois, possédant trois
axes ponctuels : un point A et deux droites alt a%. L'homographie
H détermine sur F une involution I d'ordre trois. Les hyper
surfaces cubiques déterminant F peuvent être choisies de manière
que cette involution ne possède aucun point uni. Nous suppose¬
rons qu'il en est ainsi.

Les sections hyperplanes de F constituent le système canonique
de la surface, qui a ainsi les genres pa = Pa = 5, P{1) — 10.

Le système jC| des sections hyperplanes contient trois systèmes
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Lucien Godeaux. — Construction d'une surface possédant

linéaires partiels appartenant à l'involution I : Une courbe isolée
C0 découpée par l'hyperplan contenant les droites ax et a2, un
faisceau

.

|CX| dont les courbes sont découpées par les hyperplans
passant par A et a2i un faisceau |C2| dont les courbes sont décou¬
pées par les hyperplans passant par A et ax.

Désignons par 0 une surface image de l'involution I et par
ro> rit r 2 les courbes qui correspondent sur cette surface respecti¬
vement aux courbes C0, C1 C2.

A une courbe canonique de 0 correspond sur F une courbe
canonique appartenant à celui des systèmes |C0(, |CX [ , [C2| qui
a la dimension minimum, c'est-à-dire la courbe C0. La courbe
canonique de 0 est donc ro et cette surface a les genres
Pa = p0 = 1.

La formule de Zeuthen, appliquée à la correspondance (1,3)
entre les courbes ro et C0 donne pour la courbe jH0 le genre quatre.
Le genre linéaire de 0 est donc P(1) = 4.

Le bigenre de 0 est P2 = pa + p{1) = 5. Aux courbes bicano
niques de 0 correspondent sur F des courbes découpées par des
hyperquadriques transformées en elles-mêmes par H. Observons
que sur la courbe ro, les courbes rx et r2 découpent des séries
linéaires gl distinctes. Par conséquent les courbes rx + F%

découpent sur jP0 une série linéaire d'ordre six et de dimension
au moins égale à trois et précisément de dimension trois d'après
le théorème de Riemann-Roch. C'est donc la série canonique et
lé système + F2 est l'adjoint à |.T0|, c'est-à-dire est le système
bicanonique de 0.

Rapportons projectivement les courbes du système |/\ + .T2|
aux hyperplans d'un espace à quatre dimensions. Nous obte¬
nons dans cet espace un modèle projectif de 0 que nous désigne¬
rons encore par 0.

Observons qu'aux courbes du système \FX -f r2\ correspondent
sur F les courbes du système |Q + C2| découpées par les hyper¬
quadriques passant par les droites alf a2. Parmi ces hyperqua¬
driques se trouve l'hyperplan contenant a-,, a2 compté deux fois.
Donc, le système + A contient la courbe 2 ro et il existe un
hyperplan touchant la surface 0 le long de la courbe ro.

Sur la surface 0, on a

= rx + r2 = 2r0,n = r0 + rx, r% = rQ + r%.

— 958 —



une seule courbe canonique de genre quatre

2. Supposons que l'homographie H ait pour équations

Xq I %i • %2 • — Xq . €Xj . €X 2 • €Xg . €Xt

€ étant une racine cubique primitive de l'unité.

Les équations de la surface F peuvent s'écrire

X0f(xl XXß, X-yX, X2X2, X2X) -f~ <p(Xj, X2) H (3) X if == 0,

%iX&, % 2% 3 >
2-4) H 9 (%4> -2) + «A (P3> Xi) == 0,

où ƒ, ƒ' sont linéaires, 9, 9', tfj, ip' des formes binaires cubiques.

Rapportons projectivement les hyperquadriques

A 00 + Kxixs + 2XlXi + A3%2%3 + A4%2%4 = 0

aux hyperplans de l'espace S4 en posant

X0 X13 X14 X23 _ X24
/V -V «V* -V y y y Y

0 1 3 2 4 2 3 2 4

Pour obtenir les équations de la surface 0, nous devons éliminer
les X entre les équations (1) et (2). On trouve tout d'abord

X13X24 = X14X23. (3)

Multiplions chacune des équations (1) par x\x% = Xi3. Nous
obtenons

%0Xi3/"(X13, X14, X23, X24) + cp(X13, X23) + a$/t(X13, X14) = 0

x<PQaf' (X13, X14, X23, X24) + A<p'(X13, X23) + X14) = 0.

On en tire

x0Xl3 x\ 4
? 0 0 / ƒ 9

<P' f f ƒ' f ?'
d'où

X0X?3(<p/' - <t'f) W - Vf) + (#' - <fW = 0. (4)

Observons que l'on a, en utilisant la relation (3),

# = X*3FU, cp'f = X?3F 22, #' = X313F12, 9V = Xf3F 21,

où Fu, F22, Fig, Fa! sont des formes cubiques en X13) X14, X23, X24
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Lucien Godeaux. — Construction d'une surface possédant

(où manquent les termes contenant trois variables distinctes).
On a d'ailleurs identiquement

FuF22 (5)F12F21 = 0.

L'équation précédente devient

X0[F22/2 + Fu/'2 - (F12 + F n)f] + (F12 - F21)2 = 0. (6)

C'est l'équation d'une hypersurface du sixième ordre qui,
jointe à l'équation (3), représente la surface 0.

Les équations de la courbe canonique ro sont

X0 = 0, X13X24 - X14X23 = 0, F12 - Fs 0,

qui représentent bien une courbe du sixième ordre et de genre
quatre le long de laquelle l'hyperplan X0 = 0 touche la surface

3. L'hypersurface représentée par l'équation (4) est l'enveloppe
de la famille d'hypersurfaces

A2X0X13(9/' - ?'/) + 2A(9</,' ~ ç'fl - XîaW - f/) = 0

et passe doublement par les points communs aux hypersurfaces

<pf - 9 'ƒ = 0, #' - <p'0 = 0, 9f - ff = 0 (7)

et en particulier par la surface

ƒ ? «A

f ?' f

Ces équations représentent une surface d'ordre 15 mais elle
n'est pas irréductible.

Les équations (7) peuvent s'écrire

F!,ƒ' - F = 0, F12 - F„ = 0, F,J' ~F,J=0

et les équations (8) deviennent

0. (8)

/ Fu

f f21

F,
0,

ce qui montre que la surface (8) contient comme partie la surface
ƒ= 0, Fn = 0.
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une seule courbe canonique de genre quatre

On démontre de même que la surface (8) contient comme partie
la surface ƒ' = 0, F22 — 0. Il reste une surface D d'ordre 9,
double pour l'hypersurface (4) et par conséquent pour l'hyper
surface (6) qui lui est birationnellement identique.

Observons que l'équation de l'hypersurface (4) peut s'écrire,
en multipliant par cpj/r, sous la forme

X„(Fu/< - F21/) (Fu/' - F12/) + Fn(F12 - Fgj)2 = 0,

d'où l'on passe à l'équation (6) en remarquant que le coefficient
de ƒ 2 est F12F2i = FUF22 et en divisant par Fn.

La surface D est située sur l'hypercône F12 — F2] = 0.

4. Revenons à la surface 0. Elle est l'intersection de l'hyper¬
surface (6) et de l'hyperquadrique (3). Elle possède une courbe
double D' d'ordre 18, intersection de la surface D et de l'hyper¬
quadrique (3). Elle possède en outre six points doubles situés
dans le plan a et sur les hypersurfaces (3) et F12 — F21 = 0.
Enfin, le point 0(1, 0,0,0,0) est multiple d'ordre 6 pour la surface.

Les courbes canoniques de la surface 9 sont découpées par
les hypersurfaces cubiques passant par la courbe double D'.
Or cette courbe, d'ordre 18, est située sur le cône cubique
Fi 2 — Fa! = 0, donc ce cône est la seule hypersurface cubique
adjointe à 0 et la courbe canonique de cette surface est bien la
courbe ro.

Remarquons qu'une section hyperplane de la variété (6) est
une surface du sixième ordre possédant une courbe double
d'ordre 9 intersection de la surface avec une surface cubique.
Les sections planes de cette surface sont donc des courbes ellip¬
tiques et la surface est rationnelle.

5. Le point essentiel pour démontrer que la surface 0 possède
une seule courbe canonique est l'existence de la courbe D'
et cette existence dépend de la relation (5) .

Cela étant, supposons que Fu, F12, F21, F22 soient des formes
cubiques en x0> xlt x%, x3, x4 telles que l'on ait l'identité (5).
Soient en outre F une forme quadratique et ƒ, ƒ ' deux formes
linéaires par rapport aux même variables.

Considérons la surface

*.[FU f'2 - (F12 + F21)f + F2?P] + (F12 - F21)2 = 0, F — 0.
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Lucien Godeaux. — Construction d'une surface possédant

On peut répéter point par point le raisonnement précédent et
montrer que la surface précédente possède une courbe double
d'ordre 18, dont les équations sont

ƒ Fu Fu

r F24 f21

f F to f21

r f22 f22

Il suffit de remarquer que l'équation de la variété du sixième
ordre contenant la surface peut s'écrire

*o[Fnf 2 - Fn(F12 + Fal)r + ¥12Fap] + (F12 - F2,)Tu = 0
OU

*o[Fnf - F1%f) (F,i/' - F „ƒ) + (F12 - Fa)'Fu = 0.

Ainsi se trouve établi le théorème énoncé au début.

6. Plaçons-nous maintenant dans un espace linéaire S5 à cinq
dimensions et considérons la variété V à trois dimensions d'équa¬
tions

xj0 + *1/1 + <p(*a, Xi) + M** *5) = 0, I

[ (1)
x0fo + xji + <p'(2, x3) + x5) = 0, J

où /0, f1} /0, f[ sont des formes linéaires en x\, x0xx> x\, x2x4, x2x5,

x3x4, xsx5 et cp, ift, <p', iff' des formes cubiques de leurs arguments.
Cette variété V est transformée en elle-même par l'homo¬

graphie H d'équations

Xq . X . • X§ . X . Xq -— Xq • X-y . €X 2 • . €X .

de période trois et cette homographie détermine sur V une involu¬
tion I d'ordre trois, dépourvue de points unis.

Soit Q une image de l'involution I dans l'espace S6 à six dimen¬
sions de coordonnées

P~ik XfXfcf

i et k étant choisis de telle sorte que ƒ = 0 par exemple représente
un hyperplan.

La variété Q appartient tout d'abord aux hyperquadriques

X00XU = Xot, X24X85 = X 25X34. (2)
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une seule courbe canonique de genre quatre

En multipliant les deux équations (1) par x2x4 et en procédant
comme dans le cas de la surface F, on obtieit l'équation

XooXl4[?#ó2 + - (?f + ?Wofo]

+ XuXLPvf/ifl + Vf/o/i - (#' + ?'0) (fóf i + foA)]

+ xuxL[#/i2 + 9Wi ~ W + ?Wi/i] + (?f - 9)2 = o

où /o, /x, /0, A' sont des formes linéaires en X00, X01, ..., X35, 9
et 9' des formes cubiques en X24, X34 et ifs, iff' des formes cubiques
en X25, X25

En posant

# = Xl¥n, 90' = XIF12, 9'0 = XF 21, ç'f = X*4F22,

d'où

F11F22 Fj 2-21'

l'équation précédente devient

Fu(X00 fo2 + 2Xol/o7i + Xuf[*) + F22(X00/o2 + 2X0J/0/x + Xu/f)

- (F12 + f21)[x00/0/ + xMft + /o/0 + xu/0/;]

+ (f12 - f21)2 = 0.

C'est l'équation d'une hypersurface d'ordre six qui, jointe aux
équations (2), représente la variété Q, d'ordre 24.

Nous reviendrons plus tard sur cette variété. Notons que
comme elle représente une involution privée de points unis
appartenant à une variété V possédant une surface canonique
d'ordre zéro, elle possède la même propriété.

Remarquons que les hyperplans.

X01 — AX00, Xu = AX01

coupent Q suivant des surfaces 0.

Liège, le 19 août 1965.
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