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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Construction d’une surface possédant une seule courbe
canonique de genre guatre

par Luvcrny GODEAUXN,
Membre de 1"Acadéniic.

Résumé. -— Construction d'unce surface d'ordre douze dans un
espace a quatre dimensions, possédant unc scule courbe canonique
de genre quatre le Iong de laquelle un hyperplan touche la surface,
dont les scctions hyperplanes sont les courbes bicanomniques.

Nos recherches sur les surfaces de genres zéro possédant un
systeme bicanonique irréductible (1) nous ont conduit & chercher
a construire des surfaces réguliéres possédant une scule courbe
canonique de genre w. Nous avons résolu la question dans le
cas m = 3 (¥ ct donn¢ des excmples duns le cas » — 5 (3). Cette
notc est consacrée au cas 7 = 4.

Nous construisons une surface d’ordre douze, normale, dans un
espace linéaire a4 quatre dimensions, possédant une seule courbe
canonique de genre quatre et dont les sections hyperplancs consti-
tuent le systéeme bicanonique. A vral dire, nous obtenons les
¢équations de cette surface par une voie détournée. Nous partons
d'une surface F de S, intersection de deux hypersurfaces cubiques
et dont les sections hyperplanes sont les courbes canoniques.
Nous supposons cette surface transformdée en soi par une homo-

(*) Recherches surv les suyfaces non vationnelles de genves glosndtyigue et arithme-
tique nuls (Journal. DE LIoUuvILLE, 1965, pp. 27-41).

(*) Conslruciion de la surface bicanonique possédant wne seuie convbe sanonigite
de genve trois (BULLETIN BE L'ACADEMIE ROY. DE BELGIOUE, 1962, pp. 646-651).

(?) Construction &’une surface algibvigue possédant une seule courbe canonique
de penre ting (BULLETIN DE L'ACADEMIE ROY. DE DuLGIgQUE, 1859, pp. 441-
446 ; 1962, pp. 785-791).
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Latcten Godeaux. - Constricction dune surface, ecic. .

graphic de période trots, déterminant sur F une involution |
privée de points unis. Une image de cette invelution donne Ia
solution de la question poscée. Nous montrons ensuite que dans
les éguations de cette surface, appartenant a un espace a quatre
dimensions, on peut s’affrauchir du fut que c'est image de
I'involution I ¢t nous parvenons au théoréme suivant :

Sotent ¥y, Yo, Vi, Fap des formes algébrigues du troisiéme
degre, 19 wune forine algeébrigue du sccond degré, t ct t' des formes
algébriques lindaives a cing variables x,, X, X, Xy, X,;. St Llon a
identiquenent

FoFg o el 0,

les équations

X[ Faaf? 4 Fpf2 o (I, 4+ F 07 (1, Fu)2=0F==0

O

veprésentent, dans un espace @ gualre dimensions, une surface de
genres Pg = p, — 1, pM =4, P, - 6. L'lhwyperplan x, = 0
touche la surface le long de la courbe canonique et le systeme des
sections hyperplanes est le svstésne bicanonique. La surface posséde
une courbe double d’ordrve dix-huil.

I.a courbe canonique est découpée par 'hypersurface cubique
passant par la courbe double, cest-a-dire par I, — 7, = 0.

En terminant, nous formons 'équation d’unc variété a4 trois
dimensions en partant d’'une variété V intersection de deux hyper-
surfaces cubiques dun espace 4 cing dimensions ¢t ¢n procédant
comme pour la surface F. Nous comptons revenir ultéricurement
sur cette variété.

1. Soit ¥ une surface de Uespace S & quatre dimensions inter-
section de deux hypersurfaces cubiques, transformée en soi par
une homographic cyclique H de période trois, possédant trois
axes ponctuels : un point A et deux droites a,, ¢, L'homographie
H détermine sur I¥ une involution I d’ordre trois. Les hyper-
surfaces cubiques déterminant I¥ peuvent étre choisies de maniére
gue cette invelution ne possede ancun point uni. Nous suppose-
rons qu’il en est ainsi.

Les sections hyperplanes de F constituent le systeme canonique
de la surface, qui a ainsi les genres ¢, = p, = 5, pO == 10,

e systéme |C| des sections hyperplanes contient trois systémes
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Lucien Godeaux. - Construction d une surjace posscdant

linéaires partiels appartenant a I'involution T : Une courbe isolée
Cy découpée par 'hyperplan contenant les droites a; et a,, un
faisceau :C,| dont les courbes sont découpdes par les hyperplans
passant par A ¢t a,, un faisccau C,) dont les courbes sont décou-
pées par les hyperplans passant par A et a,.

Désignons par @ une surface image de Uinvolution 1T et par
Iy, I, I'y les courbes qui correspondent sur cette surface respecti-
vement aux courbes C,, C,, C,.

A une courbe canonique de @ correspond sur F une courbe
canonique appartenant a celui des systémes |Cql, [Cy], 1Cy| qui
a la dimension minimum, c¢’cst-d-dire Ia courbe C,. La courbe
canonique de @ est done Iy, ¢t cette surface a les genres
Po =P, = 1.

La formule de Zeuthen, appliquée a la correspondance (1,3)
entre les courbes I ot Cg donne pour la courbe 'y le genre quatre.

x

Le genre linéaire de @ est donc ptv = 4.
Le bigenre de @ est P, - p, 4 H% = b, Aux courbes bicano-

niques de @ correspondent sur 17 des courbes découpdes par des
hyperquadriques transformdes en elles-mémes par H, Observons
que sur la courbe Iy, les courbes I') et I'y découpent des séries
Hnéaires gz distinctes. Par conséquent les courbes Iy, 4 I,
découpent sur I, une séric linéaire d’ordre six et de dimension
au moins ¢gale a trois et précisément de dimension frois d'apreés
le théoreme de Ricmann-Roch. Clest donce la série canonique et
le systeme I'y 4+ I’y est adjoint & |17, ¢’est-d-dire est le systéme
bicanonique de @.

Rapportons projectivement les courbes du systéme (17 4 17,
aux hyperplans d'un espuce S; 4 quatre dimensions, Nous obte-
nons dans cet espace un modele projectif de @ que nous désigne-
rons encore par @.

Obscrvons quaux courbes du systéme Iy - 17| correspondent
sur IF les courbes du systéme (€, 4 C,) découpdes par les hyper-
quadrniques passant par les droites a), @, Panni ces hyperqua-
driques se trouve hyperpian contenant a,, a, compté deux fois,
Donge, le systéme 7 = I'y, contient ia courbe 2717, et 1l existe un
hyperplan touchant la surtace @ le long de la courbe I,

Sur la surface @, on a

[y =Ty Iy 20 I - g I, T8 = Iy 1



une seulc couvbe canonique de  genre quatye

2. Supposons que Uhomographic H at pour éaquations
L e ey P Y-
Xo @ X DXy L Xg i Xy X €X) 1 €Xy, 0 €5V 1 €7,

¢ ¢lant unce racine cubique primitive de unitd.

[Les équations de la surface F peuvent s'éerire

T f(XG, Xixy Mg, Xa¥s, XYoxs) bog(w, ) 0odblxy, xy) ss

ERCY

—‘ch’(%3, XKy, XXy, Xoly, Xp¥y) - @' (xy, Xp) - f'{xg, ag) - O

,
ol /, [ sont Hndaires, o, ¢, ¢, ' des formes binaires cubigues,
Rapportons projectivement les hyperquadriques
AoXa 4 A Xixa b Apky Xy - Ag¥ais - Apvey, = 0
anx hvperplans de Pespace S en posant

Xo_ X Ny \z'a Ny

g XNy XeX, XuXa o XXy

Pour obtenir les ¢quations de la surface @, nous devons ¢liminer
les x entre les équations (1) et (2). On trouve tout d’abord

NiaXay o XyaX (-]
Multiplions chacune des dquations (1) par ¥x) = X¥,. Nous

abtenons

xo X Xis Xy Nas Nog) v 8i9(Xas, X)) 0 25p(Xys, Xqg) = 0O
X0 X3l (Xia, Ny, Xy, Xpy) + 0'(X 5 Xag) & o (Xyg, Xyg) == 0.

On en fure

/o N '@
AR DY A

d’on
NoXialp/ - 2) W ) e’ @7 0 (41
Observons que P'on o, en utilisant I relation (3),
il = XhFu, o'y = Xl o' 52 e, @i Ny,

oll By, Fau, 1., F oy sont des {ormes cubioues e X, Xy, Ny Ny
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FLucten Godeanx. - Construciion d une \SH;//{ICE? pms:ﬂmaf

(ot manquent les termes contenant treis variables distinctes).
On a d’ailleurs identiquement

ke - IypFy = 0. (9)
I.¢équation précédente devient
NolFopf? 4- Fuf® = (Fp -+ Vo'l o+ (Fr, Fy)? =00 (6)

C'est I'équation d’'une hypersurface du sixitine ordre qui,
jointe & I'équation (3), représente lu surface .

Les équations de la courbe canonigue 'y sont
No =0, X5X,, XXy 00, I, Dy =0

gui représentent bien une courbe du sixiéme ordre et de genre
quatre Ie long de laquelle 'hvperplan X, = 0 touche la surface ®.

3. [hypersurface représentée par U'éguation (4) est enveloppe
de la famille d’hypersurfaces

AR o Xoalg/" — o) + 2A(pf" - o) — Xf3(z,bf’ Ly =0
et passe doublement par les points communs aux hypersurfaces

of =@l =0, wb o= 0, of — =0 (7

et en particulier par Ia surface

) - i

i

R 0, ()
A “ '

Ces équations représentent une surface d’ordre 15 mais elle
n’est pas irréductible.
I.es équations (7) peuvent s’¢erire

Fynf - Fuf=0, Fip, - 5, =0, Fu/f - EFuf=20
ot les équations {8) deviennent
/ Iy, ko
T Fy Fp:

ce qui montre gque la surface (8) contient comme partie Ia surface
J =0, Fyy == 0.

UMY



e settle conrbe canonigue de genre gaalye

On démontre de méme gue la surface (8) contient comine partic
la surface f7 = 0, 17,, = 0. 11 reste mwne surface 1D d'ordre 9,
double pour hypersurface (4) et par conséquent pour hyper-
surface (6) qui hui est birationnellement identigue.

Observons que 'équation de Uhypersurface (4) peat s'derire,
en multiplinnt par o, sous la forme

Xn(lrnf'r Fo ) (B - I f) -1 1 (F, Lg% =0 0,

d’olt V'on passe i Péqguation (6) en remarquant que le coeffictent
de f2est 0, = F 17, et on divisant par [+,
La surface D est situde sur Phypercdne 19, Ie,, - O

4. Revenons A la sarface @, Elle est 'interscction de hyper-
surface (6) ct de I'hyperquadrique (3). Elle possede une courbe
double D' d’ordre 18, intersection de la surface 1 et de 'hyper-
quadrique (3). Llle possede en outre six points doubles situés
dans le plan « et sur les hyvpersurfaces (3) ot I, Iy == 0,
Enfin, le point 0{1, 0,0,0,0) est multiple d’ordre 6 pour la surface.

Les courbes canoniques de la surface ¢ sont découpdes par
les hypersurfaces cubigues passant par la courbe double D7
Or cette courbe, d'ordre 18, est situde sur le cdne cubique
I, 19, = 0, donc ce come est la seunle hypersurface cubique
adjointe & @ et la courbe canonique de cette suface est bien la
courbe 17,

Remarquons quunc scetion hyperplane de la varid¢té (6) est
une surface du sixiéme ordre possédant une courbe double
d’ordre 9 interscction de la surface avee une surface cubique.
Les sections planes de cette surface sont done des courbes ellip-
tiques et la surface est rationnelle.

5. Le point essentiel pour démontrer que la surface & possede
une seule courbe canonique est Pexistence de la courbe IV
et cette existence dépend de la relation (5).

Cela étant, supposons que Ky, I, g, Fys sotent des formes
cubiques en x, x, X, x5, A, telles que on ait lidentité (5).
Soient en outre I une forme quadratique ct f, f° deux formes
lindaires par rapport aux méme variables.

Considdérons la surface

xol Fyf (Ko = Fo)ff - Fop f21 -1 (17, Fop® o 00172 0,

961



Lacien Godeaiey. — Construction d'une surface possédant

On peut répéter point par point le raisonnement précédent et
montrer que la surtace précédente posscede une courbe double
d'ordre 18, dont les équations sont

/‘ Fn Fn P
ot F., I

11
! Fyo Fa
: C== U
S Fay Faol
IT suffit de remarquer que I'éguation de o variété du sixiéme
ordre contenant la surface peut s'éerire

k‘uflrflf"* w F e - Fa) T - Fplig f2 4 (B, — 1)) Fy; =0
on
ATRUTE S Fraf) (B f S DI A Fopity, == 0,
Ainst se trouve ¢tabli le théoréme énoncé au début.

6. Placons-nous maintenant dans un espace linéaire S; 4 cing
dimensions ¢t considérons la variété Vi trois dimensions d’équa-

tions
Kolo = Xy = wlag, ag) -b d{xg, 4 l "
xOfO; . xlflx —+ o'{x,, 1) + dxy, x;) =0, [ -
ol [y, /1. Jo. /1 sont des formes lindaires en xf, xox,, 87, Xx,, XX,

XXy, Xaky Ct @, o, o, ' des formes cubiques de leurs arguments.
Cette variété V est transformdée en elle-méme par 'homo-
graphic H d’équations

P AT AT Y S ST S . . . . 3 Y
Kol Xy I Xp INglXglXg == X, 1%y €X,: €Xy: €2%, 0 e¥x;

5
de période trois et cette homographie détermine sur V une involu-
tion I d'ordre trois, dépourvue de points unis,

soit £2 nne image de PVinvolution I dans Pespace S, 4 six dimen-
sions de coordonndes

3, GFE

p etk ¢tant choisis de telle sorte que £ -+ O par exemple représente
un hyperplan,

La variété £2 appartient tout d’abord aux hyperquadriques

- 2 > - - e
*'\‘DUXM S xza}&as - 2&25:3\34- {,35

Gl



nae sertle  courhe canesnigie de goive gqudtre

En multipliant les deux équations (1) par x,x, ¢t en procédant
comme dans le cas de To surface 1, on obtieat Uéguation

Naoo ’gﬂ,@lﬁféz ﬁglﬁl‘{f(f - (ir“j‘ - wifelo!
: Kll]XgILQO'}L‘fr;f{ e 2l foh (eotp” e "ofs) {_/\f;_f‘l . .fl‘”-’!{)
XXl 12 - @Y (ed i (s Tt

ol fo, fi, Jo. /i sont des formes hincaires en Ny, Ngp, .o, Xgs, %
et o' des formes cubiques en Xy, Xy, et " des formes cubiques
en Xy, X

ln posant

ofr = X1, o' == CGalve, g Xeglhyy, 979" == RG D,

d’ol

"équation précédente devient

3 (Xoofo? -+ 2R o fofi 1 X /13 4 FoaXoof§ 12X fofi = X fi)
(Fre = Fa) Xoofols = Xalfofy - fofly = Nufofi)

ok, o B O

C’est U'équation d’une hypersurface d'ordre six qui, jomte aux
¢quations (2), représente la varidété £2, d'ordre 24,

Nous reviendrons plus tard sur cette variété. Notons que
comme elle représente unce involution privée de points unis
appartenant & une variété V opossédant une surface canonigue
d’ordre zéro, elle possede la méme proprictd,

Remarquons que les hyperplans.

Xo = AXooe Npy = A-Xm
coupent £ suivant des surfaces @,

Licge, le 19 aolt 1965,

e
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