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Construction d'une surface algébrique possédant une seule
courbe canonique de genre cing (Troisieme Note)

Lucien Godeaux

Résumé

Une surface de genres pa = P4 = 1, d'un espace linéaire a cing dimensions, est le support d'une surface double
possédant une seule courbe canonique de genre cing, la courbe de diramation étant une section hyperplane de la
premiére surface.
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GEOMETRIE ALGEBRIOUE

Construction d’une surface algébrique possédant une
seutle courbe canonique de genre cing
{Troisicme  Note),
par Luvciey GODEATUX,

Membre e PAcadémice.

Résumdé. - - Unce surtuce de genres 4, = P, -+ 1, d'un espace lindaire
a cing dimensions, cst le support d'nne surface double possédant unc

senle courbe canonique de genre cing, la courbe de diramation étant
une section hyperplane de In premidre surface.

Nous avons a plusicurs reprizes cherché & construire des sur-
faces algébriques possédant une seule courbe canonique de genre
cing (*). Cette note est une nouvelle contribution a ce probléeme ;
nous y utilisons les propriétés des involutions du sccond ordre
appartenant a une surface algébrique (2).

Nous considérons sur une surface F intersection compléte de
quatre hyperquadriques d'un cspace lindaire 4 six dimensions
une involution du huiti¢tme ordre engendrée par des homogra-
phies harmoniques. IL'une de ces homographices est une homologie,
les involutions engendrées par trois autres sont privées de points
unis ¢t les involutions engendrées par les trois derniéres ont
chacune seize points unis. ILinvolution d’ordre huit a pour image
une surface @ de genre p, = P, = 1 appartenant a un espace
hindaire & cing dimensions,

Les trois involutions privées de points unis appartiennent a

Al

Les deux premiéres notes ont paru dans ce Bulletin en 1839, pp. 441-446

L7y
et en 1961, pp. 785-791.

{*) Voir notre ouvrage Thiorie des involutions cyeligues appartenari & une
suyface aledbrvigre ef applications {Rome, Ed. Cremonese, 1963),

STTY.



Laucien Godeaux, — Construction d’ une surface algébrigue, etc...

une involution du guatriéme ordre dont Uimage est une surface
possédant une senle courbe canonigue de genre cing. Nous
démontrons que cette surface est la surface @ double, la courbe
de diramation ¢tant une section hyperplane de @. kn ¢tendant
ce raisonnement, nous pouvons ¢noncer le théor¢me suivant :

La surface double ayvant pouy support ume surface de genres
Po = Py o A, sttuée dans un espace lindaive @ cing dimensions et
ayant powr courbe de divamation wune seclion hyperplane de celle
surface, est une surface possédant une seule courbe canonique de

genre cing.

. On sait que la surface intersection compléte de quatre
hyperquadriques dans un espace lindaire 5, a six dimensions
a pour courbes canoniques ses scetions hyperplanes.

Considdérons dans Vespace Sg les homographies harmoniques

‘X X, Xy Xy Xy - Xy A
H, - ( )
Ay Xy Xy Xy Xy s Xg
X, X X, X, ¥ o X
Xy 4y : 3 1 6
Ha = )
Ko Xy <y X, X4 X X
Xy Yy Xy - Xy X, - Xy Xg
H, = HH, ( .
X, X, Ay Ay X, X X

Itles engendrent un groupe trirectangle. Une surface I¥, inter-
scction compléte de quatre hyperquadriques, transformée en
sol par les homographies précédentes, a pour équations

- 1 i - A . e :
2ilXe, 1) A Xy, ) b xalr, %) A-axg = 0, =1,2,3,4) (1)
ou les o, les o et les y sont des formes uadratiques binalres de
leurs arguiments. On peut d’ailleurs supposer, sans restreindre la
généralité, que a,, a,, a, sont nuls.

Les équations (1) montrent que F est également transformée
en sol par Phomologie harmonique

Xy Xy Xy Xp Ay % - X
H e ( )
Xo Xy X Ay Xy Ky X
et cette homologie engendre sur I¥ une involution du second ordre

avunt comme courbe unie la section de ¥ opar Phyperplan x, -~ 0.

SOLLNUES e THUD. SuRL it1



Lucten Godeaux. — Construction d'usne surface algébrique

2. Pour obtenir les ¢quations d'unc surface I°, image de 'invo-
lution I, engendrée par H;, rapportons projectivement aux hyper-
plans d’'un espace S;; & 15 dimensions les hyperquadriques de Sq
transformées en elles-mémes par H, et ne passant pas par les
axes ponctucls de cette homographie. Si nous convenons d’appeler
0O, le point de S; dont toutes les coordonnées sont nulles sauf x,,
ces axes sont espace a trois dimensions O,0,0,0, et le plan
0,0,0,.

Posons = x,%;. Nous obtenons les équations

| X Xie Xis
I Xoe Koo Xy :
Xz Xp2 Xy Xy |

Nip o

Xoo X X X I:
X
Xie

les détermmants des premiers membres étant de caractéristique
un.

D’autre part, aux hyperquadrigues (1) correspondent quatre
hyperplans

D (X)) + aXgg == 0,D,(X) = 0,D(X) == 0, D (X)) = 0, (3)

Les premidres des équations (2) représentent, dans un espace
S & neuf dimensions, la variété de Veronese £2, correspondant
aux quadriques de Uespace O,0,0,0; et les sccondes des équa-
tions {2) représentent la surface de Veronese £2, correspondant
aux coniques du plan O,0,0,4. £2; est d’ordre huit et 2, d’ordre
quatre. Les équations (2) représentent donc dans S, une variété
V3 d’ordre 32, licu des droites s’appuyant sur 2, et £2,.

l.es ¢quations (3) représentent quatre hyperplans ayant en
commun un espace lin¢aire a onze dimensions qui coupe la variété
V2 suivant la surface F,.

Puisque I'imvolution I, est privée de points unis, entre les
genres arithmétiques 4, = 7 de F et p, de T¥,, on a la relation

?{)r! E e 2(?; + i):

d'olt , = 3. D’autre part la surface F étant régulitre, il en est
de méme de I¥) et le genre géométrique de cette surface est
P, =3
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possédant une seule courbe canonique de genve cing

LLes courbes canoniques de F| correspondent aux courbes
découpées sur I par les hypoerplans

Agxg = Asxp + Agxg == U,
c’est-a-dire appartiennent aux hyperplans
A;X.;r-i —- )lsxdg') _;L_ )\Bxiﬁ 0, )\4X45 —{-« A5X55 _‘{__ )l-

s6Xa = U,
Adxiﬁ 4 AN - AgXgg T 0,

passant par 5.
Il résulte de la théorie des involutions que 'hyperplan

AEX“ + ‘)‘gxaq l‘ Xéxﬁu + 2A5)‘GX56 F 2A6A4X4G _}“ 2)\4>‘5X45 == 0

touchie la surface IYy le long d’une courbe canonique.
l.es courbes canoniques de 1) sont d’ordre 16 et de genre 9.
Les hyperquadriques de S, découpent sur I les courbes bi-
anoniques de cette surface, donc le systéme bicanonique de F,
est celui des sections hyperplanes, On a P, = 12

3. Aux homographies H, et Hj; correspond une homographie
H,, de T'espace S;; qui transforme F, en elle-méme.

Les axes ponctuels de Hy, sont Pespace S5 a cing dimensions
d’équations

Xuo o Xﬂl o= XI] T Xez T Lhgg T Lagyg T X44 = Xas
= Xf" _ XGG — ()

et I'espace S, & neuf dimensions d’équations
Xz 7= Kpg 7= Xyp 7= Xy =0 Xas = Xy = 0.
['involution dn second ordre 1, engendrée sur IF; par 'homo-
graphic H,, ¢st privée de points unis, puisque les involutions
cengendrées sur F par H, ¢t Hj le sont. Il en résulte qu’entre le
genre artthmétique g, == 3 de IV, et celui p, de Fy,, on a la relation

Py L= 2(pl - 1),

d’olt g, = 1. |, dtant comme I, réguliere, on a $, = 1.

La courbe canonique de I, correspond a la courbe découpée
sur I¥ par "hyvperplan x, — 0 ; e¢lle est par conséquent de genre
cing.
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Lucien Godeaux. — Construciion dune surface algébrigue

Pour chtenir les équations de la surface 17, projetons la
surface I'; de Vaxe S, de homographic H, sur Vautre axe S,

de cette homographie. Nous obtenons les équations
i v - T AYd - 2 - ~ 2 ]
}&UU}&}} T )&01 T UJ }X22}&33 A= 0! }&44}\55 o X45 - (J (4)

Jjointes  aux  équations {3), rveprésentant quatre hyperplans
passant par lespace S

Les dguations (4) représentent dans Pespace S une varidté
conique Vi, d’ordre huit, de sommet Ogq. Dans cet espace S, les
¢quations (3) représcentent un espace a cing dimensions coupant
Ie ¢dne V§ suivant une surface @ d’ordre huit.

Observons que la surtace ) ¢tant d’ordre 32, la surface T+,
devrait étre d'ordre 16. Nous en concluons que la surface ¥,
est la surface € comptée deux fois,

A Thomologic harmonigue H correspond dans Vespace S,
une homographie harmonique H' ayant comme axes ponctucls
la droite O 05, et un cspace S, d’équations

Niug o Xig — O

L’homographie H' transforme en so1 la surface F, et d’autre
part forme avec H,, un groupce trivectangle. On en conclut que
la surface @ représente involution du quatrieime ordre engendrée
sur IY, par les homographies H' et H, .

4. La surface @ appartient & un espace §; & cing dimensions
et est Pintersection complete de trois hyperquadrigues linéaire-
ment indépendantes, done ¢’est nne surface de genres p, = Py =1
dont les courbes canonique et pluricanoniques sont d’ordre
zéro.

Dans le passage de la surface @ a la surface double Fy,, il v a
unc courbe de diramation D', [Yapres un théortme de Castel-
nuovo, la transformde d'une courbe canonique de @ augmentde
de Ia courbe unic 1D, homologne de 1Y, donne une courbe cano-
nique de 19,0 Or, Ia transformée dune courbe canonique de @
est d'ordre zéro, par conséguent la courbe 13 c¢st I courbe cano-
nique de I+, et cette courbe est unique.

On a vu que la courbe canonique de F,, correspond 2 la section
de 19, par Phvperplan Xgq == 0, par suite la courbe 1) est une
section hyvperplane de @,

UG



possddant une scide couwrbe canonigue de gemve cing

L.e systéme bicanonique de 17, est e systéme | 21D |, ¢’est-a-dire
le systéme gqui correspond at systéme des sections hvperplanes
dle @ dans la correspondance (1, 2) entre @ et 17,

I.a courbe 1) est de genre cing ct les courbes bicanonigues 21D

sont, d'apres la formule de Zeuthen, de genre 13.

S Lo rasonnencent qut vient d'étre fart peut ctre géndralisé.
Considd¢rons dans un ecspace S, une surface @ de genres
p, == Py . 1 intersection complete de trots hyperquadriques.
La surface double 17, de support @ ayvant comme courbe de
diramation une section hyperplanc D' de @, possede une courbe
canonigue nnigue, de genre cineg.

Fn etfet, la transformdée d’une courbe canonique de @, i est
d’ordre zéro, augmentdée de la courbe unic 1D, donne une courbe
canonique de ¥, Cette surface posstde done une unique courbe
canonique 1), de genre cing.

6. Remarquons en terminant gue les homographies 11 H,,
I1,, H, engendrent sur ¥ une involution d’ordre huit dont @ est
'image.

Les homographies 1, - HII, H; = HH,, H; = HH, en-
gendrent sur I des involutions du second ordre possédant chacune
16 pomts unis.

Les groupes d’homographies (H,, tl,, L), (ti, L, 114,
(FL,, tl;, Hy), (H, H,, Hg, (1, 11, Hy), (H, H,, H,) sont des
groupes trirectangles.

I’étude des surfaces représentant les involutions engendrées
sur K par ces différentes homographies présente de lintérét.
On trouve par exemple que la surface 1image de Uinvolution
engendrée par H est de genres p, - PPy o= 1

Liége, le 6 septembre 1965,
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